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VOKWORT. 


Der  vorliegende  zweite  Band  der  mathematischen  Werke  von  !L.  Fuchs 
enthält  die  fünfunddreissig  in  der  Zeit  von  Ostern  1875  bis  Ende  des  Jahres 
1887  veröffentlichten  Abhandlungen.  Die  redactioneile  Arbeit  wurde  in  der- 
selben Weise  wie  beim  ersten  Bande  ausgeführt. 

Bei  der  sachlichen  Kevision  der  einzelnen  Abhandlungen  sowie  bei  der 
Correctur  des  ganzen  Bandes  hat  mich  mein  Freund  L.  Hefftek  in  gleich 
wii"kungsvoller  Weise  wie  beim  ersten  Bande  unterstützt.  Ferner  hat  Herr 
M.  Krause  die  grosse  Güte  gehabt,  eine  Con-ectur  der  Abhandlungen  XXVI, 
XXVII ,  XXVni  zu  lesen  und  meine  diesen  Abhandlungen  hinzugefügten 
Anmerkungen  einer  Prüfung  zu  unterziehen.  Die  in  diesem  Bande  besonders 
zahlreichen  in  französischer  Sprache  geschriebenen  Arbeiten  (XXI,  XXIIj 
XXIV,  XXVI,  XXVIII,  XXXII,  XXXIVa,  XXXVI,  XXXVII,  XLII)  hat 
mein  Freund  H.  Vogt  hauptsächlich  in  sprachhcher  Hinsicht  revidirt.  Der 
andere  Herausgeber  Herr  Richard  Fuchs  und  Herr  H.  Lemke  haben  je  eine 
Corfectur  der  Druckbogen  gelesen.  Allen  genannten  Herren  sei  auch  an  dieser 
Stelle  für  ihre  werthvoUe  Mitarbeit  der  herzlichste  Dank  der  Herausgeber  aus- 
gesprochen. 

Ein  Wiederabdruck  der  im  Bulletin  des  Sciences  mathematiques 
erschienenen  von  Herrn  C.  Stephakos  herrührenden  französischen  Übersetzungen 
der  Abhandlungen  XXXI  und  XXXV  wurde  unterlassen,  dagegen  schien  es 
geboten,  die  von  Fuchs  selbst  verfasste  französische  Redaction  der  beiden  Ab- 
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handlungen  XXXIII  und  XXXIV  unverkürzt  wiederzugeben  (Abh.  XXXIVa). 
Aus  den  mir  von  Frau  Geheimräthin  Fuchs  anvertrauten ,  an  Fuchs  gerichteten 
Briefen  von  Ch.  Hermite  konnte  ich  in  den  Anmerkungen  zu  den  Abhand- 
lungen XXIV  und  XXVI  einige  für  die  Entstehungsgeschichte  dieser  Arbeiten 
wichtige  Auszüge  mittheilen. 

Klausenburg,  5.  Mai  1906. 

L.  Schlesinger. 
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XIX. 

ÜBER  DIE  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER 

ORDNUNG,  WELCHE  ALGEBRAISCHE  INTEGRALE   BESITZEN,  UND 

EINE  NEUE  ANWENDUNG  DER  INVARIANTENTHEÜRIE. 

(Nachrichten  von  der  Königl.  Gresellschaft  der  Wissenschaften  und  der  Gr. -A. -Universität, 

Götiingen  1875,  No.  21,   1.  September  1876,  Sitznng  am  7.  August,  S.  568—581  und 

No.  23,  17.  November  1875,  Sitzung  am  6.  November,  S.  612—613.) 


Der  Königlichen  Gesellscliaft  der  Wissenschaften  beehre  ich  mich  im  [568 
Folgenden  von  den  Resultaten  einer  Arbeit  Mittheilung  zu  machen,  welche 
nächstens  in  Borchaedts  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  er- 
scheinen wii'd. 

1. 
Besitzt  eine  iiTcductible  Gleichung 

(1.)  A„tr  -{■  A^,_,u''"--'  +  ■■■  +  A,  =  0, 

wo  A^,  A^,  ■  ■■,  A^.^  rationale  Functionen  von  3  sind,  zwei  Wurzeln,  deren  Quo- 
tient _;■  eine  rationale  Function  von  s  ist,  so  ist  j  eine  ganzzahiige  Wurzel 
der  Einheit. 

Ist  _;■  eine  primitive  A*^  Wurzel  der  Einheit,  so  ist  A  ein  Divisor  von  m, 
und  es  ist 

wenn  nicht  i  =  0,  med.  A. 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Differentialgleichung 

, ,  ,  d^u         du  ,,  r  ^ 
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2  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  MIT  ALGEBRAISCHEN  INTEGRALEN. 

■WO  p  ^p  rationale  Functionen  von  s  sind,  ein  algebraisches  Integral  n  besitzt, 
und  es  sei  (1.)  die  irreductible  Gleichung,  welcher  u  genügt,  alsdann  sind  die 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  ( 1 .)  Integi-ale  der  Differentialgleichung  (A.). 

Wenn  unter  der  Voraussetzung  des  voifigen  Satzes  die  Gleichung  ( 1 .)  zwei 
Wurzeln  besitzt,  deren  Quotient  nicht  für  jeden  Werth  von  ss  constant  ist,  so 
hat  die  Differentialgleichung  (A.)  nur  algebraische  Integrale. 

Ist  aber  der  Quotient  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  (1.)  constant,  so 
ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A.)  eine  Wurzel  einer  rationalen 
Function. 

Die  Beurtheiiung ,  ob  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  durch  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  werden 
kann,  wird  in  jedem  Falle  aiif  die  Frage  zurückgeführt,  unter  welchen  Um- 
ständen ein  gegebenes  System  linearer  Gleichungen  endliche  Lösungen  besitzt. 

Die  weitere  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  unter  welchen 
Umständen  die  lineare  Differentialgleichung  (A.)  algebraische  Integrale  besitzt, 
welche  nicht  Wurzeln  einer  rationalen  Function  sind. 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtlich  algebraisch, 
so  gehört  sie  zu  der  Klasse  der  Differentialgleichungen  (12.)  No.  4  meiner 
Arbeit  in  Borchardt's  Journal  Band  6f>^),  und  es  ist 

57o]  (2.) 


2.)                       p,  = 

■TS  — 

% 

-P.  = 

=  ?-i(.-i 

<f' 

i^,  «^,  ...,  (7    die  singulären 

Punkte 

bedeuten, 

und 

y 

,+  )'■  +  - 

■  +  r,  =  0. 

Wir  substituiren : 

und  erhalten  für  y  die  Differentialgleichung: 


1,1   *■ 
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Die  beiden  Wurzeln  der  zu  irgend  einem  singulären  Punkte  a  gehörigen 
deterrainirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (B.)  ergänzen 
sich  zui"  positiven  Einheit,  während  die  beiden  Wurzeln  der  zu  ^  =  co  ge- 
hörigen deterrainirenden  Fundamentalgleichung  zusammen  die  negative  Einheit 
ergeben. 

Sind  die  Wurzeln  der  zu  irgend  einem  singulären  Punkte  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Diiferentialgleichung  (A.)  ratio-  [571 
nale  Zahlen,  so  sind  a.  und  ß^  ebenfalls  rationale  Zahlen. 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtKch  algebraisch,  so 
sind    auch    die  Integrale    der  Dih'erentialgleichung  (B.)  sämmtlich  algebraisch. 

Sind  umgekehrt  die  eämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichiing  (B.) 
algebraisch,  und  a^,  a^,  ...,  a  rationale  Zahlen,  so  sind  auch  die  sämmtlichen 
Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  algebraisch. 


Durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  s  gehen  die  Glieder  eines  Funda- 
mentalsystems von  Integi'alen  y^,  y^  der  Differentialgleichung  (B.)  resp.  über  in; 

(1.)  !  i';==^"^.+«.»^- 

Die  Determinante  A  der  Substitution 

ist  gleich  der  positiven  Einheit. 

Bildet  man  eine  F"'orm  f(i/^,t/^,a,b,c,...)  d,  h.  eine  ganze  homogene 
Function  der  beiden  Grössen  y^,  y^  mit  den  constanten  Coefficienten  «,  S,  c,  ..., 
und  ist  9(i/j,e/,,  fl,  5,c, ...)  eine  Covariante  dieser  Form,  so  folgt,  dass  [572 
dieselbe  durch  die  Substitution  (2.),  durch  welche  die  Form 

f(y„P2'  a,h,c,...) 
in 

übergehe,  sich  genau  in  '■■f{y^,y^yA,B,C^...)  verwandelt. 

Wenn  f{:y,,y,)  durch  irgend  einen  Umlauf  von  s  in  sich  selbst  multi- 
plicirt   mit    einer  Constanten   übergeht,    so    wird  sich  nach  demselben  Umlauf 
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4  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  MIT  ALGEBRAISCHEN   INTEGRALEN. 

jede  Covariante  dieser  Form  ebenfalls  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer 
Constanten  verwandeln. 

Ist  fiy^iV^)  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  s',  so  ist  jede  Cova- 
riante derselben  ebenfalls  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  s. 

Wenn  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch, 
sind,  so  ist  jedes  Integral  derselben  eine  rationale  Function  von  s  und  einem 
beliebigen  anderen  Integrale  derselben  Differentialgleichung. 

Ist  y  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  welches  nach 
einem  gewissen  Umlaufe  von  s  in  yj  übergeht,  wo  j  eine  primitive  ?'°  Wurzel 
der  Einheit  sei,  und  setzt  man 

wo  c^,  tp  Cj(,  ...  rationale  Functionen  von  s  sind,  so  hat  jedes  Integral  die  F"'orm 

(3-)  {'^  +  ß<^.)y^-ßy'-'Wj'), 

573]  wo  a,  ß  Constanten  und  c^  ebenfalls  constant,  wenn  />  2. 

Ist  F{y)  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  von  der 
Beschaffenheit 

(4.)  Fiyj")  =  eF(j/), 

wo  e  eine  Constante  ist,  so  ist 

und  wenn  k  nicht  ^  0,  mod,  l  sein  soll,  entweder 

oder  /  gerade  und  k  =  — ,  mod.  L 
Ist 

(5.)  F(y)  =  ß-y'-'W), 

so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

(6.)  F{y),  F{rj),  ...,  F{yt') 

nur  um  constante  Factoren  von  einander  verschieden. 

Ist  F{y)  ein  beliebiges  Integral,  welches  nicht  die  i'orm  (5.)  hat,  l  eine 
ungerade  Zahl,  so  ist  kein  Glied  der  Reihe  (6.)  gleich  einem  anderen  mit 
einem  constanten  Factor  multiplicirt. 
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Ist  aber  l  eine  gerade  Zahl,  so  ist  kein  Glied  der  Reihe  [574 

(7.)  F{y),  F(pj),  ...,  Fit/j'^'j 

gleich  einem  anderen  mit  einem  constanten  Faetor  multiplicirt.    Dagegen  ist: 

(8.)  F^f^j  =  -F{yj% 

Der  Grad  der  irrednctiblen  Gleichung,  welcher  ein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  genügt,  ist  für  alle  Integrale  unverändert  derselbe.  Dieser 
Grad  ka.nn  also  als  der  zur  Differentialgleichung  (B.)  gehörige  bezeichnet 
werden. 

Den  Complex  der  Wurzeln  y,,  y,,  ■■  ■,  y^  der  irreductiblen  Gleichung  m'*° 
Grrades,  welcher  «/,  genügt,  die  so  beschaffen  sind,  dass  nicht  der  Quotient 
zweier  derselben  gleich  einer  Einheitswurzel  ist,  nennen  wir  das  reducirte 
Wurzelsystem  der  Gleichung. 

Ist    »  <  ?«,    so    sind    die    übrigen  Wurzeln    gleich    einer    des    reducirten 
Wurzelsystems  mit  einer  Einheitswurzel  multiplicirt.     Sind  diese  Factoren 
j,  j^,  j,,  .. .     resp.     P",  If,  11%  . . . 

primitive  Wurzeln  der  Einheit  und  l  die  grÖsste  unter  den  Zahlen  1,1^,1^,..., 
80  liefert  das  System: 

(9-)  !/i,  Vih  ?/,■/,  ■••,  Vif"  (i=],2,..,,«) 

die  sämmtlichen  Wurzeln  der  irreductiblen  Gleichung. 

Diese  Zahl  l  nennen  wir  den  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  [575 
oder  der  irreductiblen  Gleichung,  und  man  hat 

(10.)  m  =^  nl. 

Wenn  durch  irgend  einen  Umlauf  von  s  zwei  Glieder  //_.,  y  desselben 
reducirten  Wurzeis ystems  resp.  in  y^.j",  y^,f  übergehen,  wo  y.^  y^  Glieder  des- 
selben reducirten  "Wurzelsystems  sind,  und  sind  i  und  h  verschieden,  so  sind 
auch  %    und  V  verschieden. 


Es  sei  7j  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  v),  vj^, ...,  v]^_ 
das  reducirte  Wurzelsystem    der  irreductiblen  Gleichung   m*'"  Grades,    welcher 
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7)  genügt,  und  es  sei 

{!■)  -'li  =  ^>i!/,+  4,y2>  fi  =  0,l,2,. ..,«-!) 

wo  ?/j,  J/j  ein  beliebiges  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung (B.)  darstellt,  und  bildet  man  die  Form; 

(2.)  ny^y.)  =  n<(A-,j/:  +  A^/,), 

so  ist  diese  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  s,  deren  Exponent 
höchstens  gleich  l,  dem  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  t],  -q^,  k)^,  ...,  7]^_j. 
576]  Ist  umgekehrt  eine  Form  F{y^^y^)  Wurzel  einer  rationalen  Function  von 
^,  und  Tj  ein  Linearfactor  derselben,  so  enthalt  dieselbe  Form  auch  die  übrigen 
Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems,  zu  welchem  vj  gehört,  als  Lineaifactoren. 

Eine  Form,  welche  nur  solche  Linearfactoren  enthält,  die  zusammen  die 
Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  einer  irreductiblen  Gleichung  bilden, 
welcher  ein  bestimmtes  Integi'al  der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  und 
jeden  nur  in  der  ersten  Potenz,  nennen  wir  Primform. 

Jede  Primfoxm  ist  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Haben  zwei  Priraformen  einen  gemeinschaftlichen  Liiiearfa.ctor ,  so  sind 
sie  bis  auf  einen  constanten  Factor  gleich. 

Jede  Form,  welche  gleich  ist  &ex  Wui'zel  einer  rationalen  Function,  lässt 
sich  in  ein  Product  von  Primformen  zerlegen. 

Ist  eine  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  enthält  sie  alle  solche 
Linearfactoren,  welche  zusammen  das  reducirte  Wurzelsystem  der  Gleichung 
bilden,  welcher  sie  genügen,  und  zwar  jeden  gleich  oft. 

4. 

Ist  N  der  geringste  Werth,  welchen  die  Anzahl  der  Glieder  des  redu- 
cirten Wurzelsystems  der  irreductibien  Gleichung,  welcher  irgend  ein  Integi'al 
der  Differentialgleichung  ( B.)  genügt ,  annehmen  kann ,  so  ist  auch  N  der 
niedrigste  Grad  einer  Form ,  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist. 
577]  Wir  bezeichnen  den  Index  einer  irrednctibien  Gleichung,  deren  reducirtes 
Wurzelsystem  aus  N  Gliedern  besteht,  mit  L,  so  dass  m  =  NL. 

Eine  Form,  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist  und  den  niedrig- 
sten Grad  N  hat,  ist  eine  Primform. 
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Die  HESSESche  Covariante  einer  Primform  niedrigsten  Grades  ist  ebenfalls 
eine  Primfoim. 

Der  Index  der  irreductiblen  Gleichung,  deren  reducirtes  Wurzelsystem 
aus  den  Factoren  der  HESSESchen  Covariante  bestellt,  sei  L\  so  ist 

Die  HESSESclie  Covariante  einer  Form  f(fj,,y^)  kann  nicht  verschwinden, 
wenn  iV"  >  1 , 

Ist  iV"  —  2 ,  so  wird  die  HEssEsche  Covariante  einer  Primform  niedrigsten 
Grrades  ihre  Invariante,  Das  Quadrat  einer  Primform  zweiten  Grades  ist  eine 
rationale  Function  von  s:. 

Ist  7j  ein  Integral,  welches  zu  einem  reducirten  Wurzelsysteme  gehört, 
dessen  Gliederzahl  JV^,  L  der  Index  dieses  Systems,  und  ist  ein  Factor  C  der 
HESSESchen  Covariante  der  Primform,  welche  tj  als  Factor  enthält,    der  Form 

(!■)  /!■'!'-'«','), 

SO  ergicbt  sich  N  =  4. 

Ist  N >■  2  und  hat  die  ÜEssEsche  Covai'iante  '^{y^,y^)  kein  Integral  der 
Form  (1.)  als  Factor,  und  ist  A  =  i  oder  -j,  je  nachdem  L  ungerade  oder 
gerade,  so  zerfallt  die  HESSESche  Covariante  in  ein  Product  von  Factoren  der 
Gestalt : 

wo  /  eine  primitive  i^"  Wurzel  der  Einheit  bedeutet. 
Es  ist 

21<;-i  =  0,     mod.-l. 
Setzt  man 

2N-4 
-^—-^ 

SO  ist 

(2.)  Hy,,y.)  =  i\h--Pi'- 

Ist  i  =  2,  so  ist  L'  =  2,  N  =  4  oder  L'  =  'd,  iV  =  3. 
Ist  i  =^  2  und 

so    enthält   'l>{y^,]/J   nur    solche    Potenzen    von    p^  und  y^,    deren   Exponenten 
durch  A  theilbar  sind. 
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Die  HEssEsche  Covaiiante  4'i(!',!  2/3)  ^'^^'  HEssEschen  Covariante  'jj  (j/^,  */J 
hat  die  Form 

Es  ist  /  <  6. 

Hieraus  ergiebt  sicii  eine  Tabelle  der  möglichen  Combinationen  von  _L, 
N  für  N>  2. 

Der  niedrigste  Grad  .A''  einer  Form  f(i/^,^J,  welche  gleich  einer  Wurzel 
579]  einer  rationalen  Function  ist,  kann  die  Zahl  zwölf  nicht  übersteigen. 

Mit  Hülfe  der  Invariantentheorie  wird  eine  Tabelle  der  möglichen  Gestalten 
für  die  Formen  niedrigsten  Grades  N  und  der  zugehörigen  Werthe  L  aufgestellt. 

Aus  dieser  Tabelle  folgt,  dass  N  eine  der  Zahlen  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12  ist. 

Für  iV>-  2  ist  L  eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10. 

Ist  umgekehrt  eine  aus  einem  beliebigen  Fundamentalsystem  y^,  y^  gebil- 
dete Form  höheren  als  zweiten  Grades  und  nicht  Potenz  einer  Form  zweiten 
Grades  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  hat  die  Differentialgleichung 
(B.)  ein  algebraisches  Integral. 

Ist  dabei  iV:>  2,  so  hat  sie  nur  algebraische  Integrale, 

Eine  Form  ji'™  Grades  f{y^iy^  genügt  einer  linearen  Differentialgleichung 
(*  +  !'"  Ordnung  (C.)  mit  rationalen  Ooefficienten.  Diese  Differentialgleichung 
ist  übereinstimmend  mit  der  linearen  Differentialgleichung  ft  + 1'*'  Ordnung, 
welcher  y'^  genügt. 

Die  Diiferentialgleichung  (C.)  ist  ein  für  allemal  für  die  Zahlen 
ft  =  2,  4,  6,  8,  10,  12 
ZU  bilden,  sie  hat  die  Form 

und  ist  für  fi  ^  1  mit  der  Differentialgleichung  (B.)  identisch. 

613]    Die    nothwendige    Bedingung    dafür,    dass    die    Differentialgleichung    (B.) 

algebraische  Integi-ale  besitzt,  ist,    dass  die  Differentialgleichung  (C)  für  eine 

der  Zahlen 

fi  =  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12 

durch  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  werde.     Erfolgt  dieses 

für  ft  ^  1  oder  erst  für  einen  der  angegebenen  Zahlenwerthe  von  f^,  der  grösser 

ist   als  2,    80    hat   auch  umgekehrt    die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische 
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Integrale.  Erfolgt  dieses  aber  zuerst  für  f^  =  2,  und  ist  (f(^)  ein  Integral  der 
Differentialgleicliung  (C.)  für  ^  ^  2 ,  welches  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen 
Function,  ro  ist  '^{sy  eine  rationale  Function,  und 

eine  constante  Grösse  l.  Ist  mm  ^f— z-^-  gleich  dem  Logarithmus  einer  alge- 
braischen Function ,  so  sind  dieintegrale  derDifferentialgleichung(B,)  algebraisch. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  Ausrechnung  der  Differentialgleichung  (C.)  [580 
überflüssig  ist,  da  schon  ein  gewisses  System  von  Differentialgleichungen  für 
die  Entscheidung  hinreicht. 

Sind  die  eammtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch, 
aber  weder  ein  Integral  derselben  noch  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
(C.)  für  ft  =  2  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  sind  die  Nenner  der 
rationalen  Zahlen,  welche  die  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären 
Punkten  und  zu  0  =  00  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
der  Differentialgleichung  (B.)  liefern,  nicht  grösser  als  zehn. 

Sind  die  sämmtlichen  Nenner  grösser  als  2,  aber  von  4  verschieden,  und 
wird  die  Differentialgleichung  (C.)  für  ft  =  2  durch  die  Wurzel  einer  rationalen 
Function  befriedigt,  so  genügt  der  Differentialgleichung  (B.)  die  Wurzel  einer 
rationalen  Function  oder  kein  algebraisches  Integral. 

Sind  die  sämmtlichen  Nenner  gleich  2  und  die  Integrale  in  der  Umgebung 
der  einzelnen  singulären  Punkte  von  Logarithmen  frei,  so  wird  die  Differential- 
gleichung (B.)    durch   die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt. 

Schliesslich  wii-d  noch  gezeigt,  dass  die  Betrachtung  der  Differential- 
gleichung (C.)  durch  eine  directe  Untersuchung  der  Formen  selber 
ersetzt  werden  kann,  wenn  man  die  in  meiner  Abhandlung  (Borchaedts  Jour- 
nal für  r,  u.  a.  Math.  Bd.  75,  S.  208sqq. '))  gegebenen  Coefhcienten  der  [581 
linearen  homogenen  Belationcn,  die  zwischen  den  zu  den  verschiedenen  singu- 
lären Punkten  gehörigen  Fundamentalsystemen  bestehen,  herbeizieht. 

Die  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  befolgte  Methode  ist  einer  Aus- 
dehnung auf  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  fähig,  die  ich  mir 
für  eine  andere  Gelegenheit  vorbehalte. 

Heidelberg  im  Juli  187  5. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original, 

8.  G,  Zojle  12  wurde  »bilden«  eingeschoben; 

„    6,      „      8,  7  V.  u.   lauten  im  Original:   Ist  N  die   geringste  Anzahl   der  Glieder,   welche    das 

rediicirte  Wurzeleystem  der  u,  s.  w, ; 
Nach  den  tom  Verfaeaer  in  der  zweiten  Note  (Gott,  Nachrichten,  1S76,  S.  612-ßl3"':i)  gemachten 
Angaben  wurden 

S.  8,  Zeile  14,  15  die  Worte:  »höheren  als  zweiten  Grades  nnd  nicht  Potenz  einer  Form  zweiten 

Grades«  eingeschaltet, 
„    8,  Zeile  17  Jr>2  statt  Ä^^  1  gesetzt, 
dpr  tata  S  579   Zeile  1  v  n    bis  S  ä'tO   Zeile  5  des  Oriiintles  duich  den  im  Texte  ö  ö   Zeile  7 

V  u   bis  &  9  Zeile  b  nach  S  6I5  der  zweiten  Note  wiedergegehenen  er^pt^t 
s   '^   Zeile  14  V  u   die  Woite  »oder  l.ein  ilgebiaisches  Integials  hinzugefügt 
3)  T)ie  in  dem  einleitenden  &atze  (S  1)  eiwihnte  Arbeit    \ün  welchei  die  vorstehende  Note  einen  Ausiiip; 
giebt    ist  die  folgeide  Ihh  \S     aneh  die  Alhandlungen  \XI— Will    XXV  beziehen  sich  auf  lineare 
Difterentiilglf  ich  Ingen  z^ieitei  Oidnung  mit  algebr usche  1  IntBgiakn  Sch 

)  Die«e  "^ote  beginnt  mit  den  Weiten  In  der  mit  lern  öligen  Titel  versehenen  in  den  »Nachrichten 
der  Konigl  Gesells  baft  ler  ^lasenschaften«  la  5  N  21  p  SöBeiq.  abgedruckten  Notiz  haben  sich  eia^e 
Eedi  tiunsier'.ehpi  enge  lUi  hei    n eiche  ich   nii  hiei  zi  beiicMi^en  erlaube. 
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XX. 

ÜBER  DIE  LINEAEEN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER 

ORDNUNG,  WELCHE  ALGEBRAISCHE  INTEGRALE  BESITZEN,  UND 

EINE  NEUE  ANWENDUNG  DER  INVARIANTENTHBORIE. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  81,  1876,  S.  97—142.) 

Wird  eine  lineare  Differentialgleichung  durch  eine  AVurzel  einer  ratio-  [97 
nalen  Function  befriedigt,  so  ist  eine  lineare  homogene  Function  der  Glieder 
eines  Fundamentalsystems  von  Integi-alen  derselben  mit  constanten  Coefficienten 
Wurzel  einer  rationalen  F'unction.  Sind  die  sämmtlichen  Integrale  algebraische 
Functionen,  und  bildet  man  alle  diejenigen  Werthe,  welche  ein  Integral  durch 
die  verschiedenen  Umläufe  der  unabhängigen  Variablen  annimmt,  so  ist  jede 
symmetrische  Function  dieser  Werthe  eine  rationale  F"'unction.  Da  aber  jeder 
dieser  W"erthe  als  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coefficienten  der 
Glieder  eines  Fuudamentalsystems  dargestellt  werden  kann,  so  bin  ich  auf  den 
Gedanken  geführt  worden,  die  mit  den  Gliedern  eines  Fundamentalsystems 
gebildeten  Formen  naher  zu  untersuchen.  FjS  ergab  sich,  dass  stets  solche 
Formen  angegeben  werden  können ,  welche  gleich  einer  Wurzel  einer  rationalen 
Function  sind,  und  dass  der  niedrigste  Grad,  welcher  den  F^ormen  der  letzteren 
Art  zukommt,  eine  für  alle  Eundamentalsysteme  sich  gleichbleibende  Zahl  N 
ist.  Wir  haben  eine  Form ,  welche  gleich  einer  Wurzel  einer  rationalen 
Function  ist  und  welche  sich  nicht  in  Formen  niedrigeren  Grades  derselben 
Art  zerlegen  lässt,  eine  Primform  genannt.  Es  Hess  sich  nun  erwarten,  dass 
die  Primformen  vom  Grade  N  bei   der  Untersuchung  der  algebraischen  Glei- 


Hosted  by 


Google 


12  DIFFERENTI AI. GLEICH ÖNGÜN  MIT  ALGEßRAISCHEN  INTEGRALEN. 

chungen,  welchen  die  Integrale  der  Diiferentialgleichung  genügen,  eine  funda- 
mentale Bedeutung  haben  würden.  In  der  That  zeigte  sich,  dass  durch  die 
Betrachtung  derselben  die  wichtigsten  Eigenschaften,  wodurch  diejenigen  alge- 
braischen Functionen,  welche  einer  Differentialgleichung  von  gegebener  Ord- 
nung genügen,  verknüpft  sind,  sich  aufdecken,  und  namentlich  die  Frage  sich 
beantworten  liess,  unter  welchen  Umständen  eine  lineare  Differentialgleichung 
algebraische  Integrale  besitzt. 

98]  Da  die  Glieder  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  sich  durch  die 
verschiedenen  Umläufe  der  unabhängigen  Variablen  in  lineare  homogene  Func- 
tionen mit  Constanten  Coefficienten  derselben  Glieder  verwandeln,  so  werden 
sich  die  verschiedenen  Werthe,  welche  eine  aus  denselben  Gliedern  gebildete 
Form  durch  dieselben  Umläufe  erhält,  durch  die  Ausführung  Unearer  Sub- 
stitutionen der  Formenargumente  erzielen  lassen.  Dieser  Umstand  veranlasste 
mich,  die  Covarianten  dieser  Formen  in  die  Untersuchung  hereinzuziehen, 
da  die  Veränderungen  der  Covarianten  durch  lineai'e  Substitutionen  mit  denen 
der  Form  im  einfachsten  Zusammenhange  stehen.  Es  ergab  sich  nun  hierbei, 
dass  die  Covarianten  von  Formen,  welche  gleich  einer  Wurzel  einer  rationalen 
Function  sind,  ebenfalls  Wurzeln  rationaler  Functionen  darstellen,  und  dass 
daher  die  Covarianten  der  Primformen  vom  Grade  iV,  welche  selber  von  nie- 
drigerem als  dem  iV*™  Grade  sind,  identisch  verschwinden  müssen.  Der 
weitere  Fortgang  meiner  Untersuchung  würde  nun  eine  wesentliche  Erleichte- 
rung gefunden  haben,  wenn  in  der  Invariantenlehre  das  Problem,  die  Formen 
w'^"  Grades  zu  bestimmen,  deren  Covarianten  von  niedrigerem  als  dem  w"*" 
Grade  identisch  verschwinden,  schon  gelöst  wäre.  Da  aber  dieses  nicht  der 
Fall  ist,  so  musste  dieses  Problem  umgangen  werden.  Es  ist  mir  in  der  Tbat 
auch  gelungen,  durch  die  Betrachtung  der  HESsEschen  Covariante  die  Lösung 
dieses  Problems  für  die  vorliegende  Untersuchung  entbehrlich  zu  machen. 

Ich  habe  im  Folgenden  die  Untersuchung  für  die  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung ,  bei  welchen  die  zu  betrachtenden  Formen 
binäre  sind,  durchgeftihrt ,  und  behalte  mir  die  Ausdehnung  auf  die  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung  für  eine  andere  Gelegenheit  vor.  Ich 
hoffe,  dass  die  neue  Anwendung,  welche  wii-  hier  von  der  Invariantenlehre 
auf  algebraisch -analytische  Untersuchungen  gemacht,  schon  in  diesem  ein- 
fachen Falle  nicht  unwichtig  erscheinen  werde. 
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Von  den  Resultaten  der  vorliegenden  Arbeit  heben  wir  hier  nur  hervor 
den  Nachweis,  dass  für  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  der  Grad 
iV"  nicht  höher  als  der  zwölfte  sei,  und  die  Methode,  die  Beschaffenheit 
der  Differentialgleichung  anzugeben,  damit  sie  algebraische  Integrale  besitze, 
oder,  wenn  die  Differentialgleichung  vorgelegt,  zu  erkennen,  ob  sie  durch 
algebraische  Integrale  befriedigt  werde. 


Wir  wollen  mit  Herrn  Liouville  (Journ.  de  l'Ecole  Polyt.  cah.  22,  p.  5  84} 
eine  Gleichung 

(1.)  A^u'"  +  Ä„_,tr-'  +  ■•■  +  A^  =  0, 

in  welcher  die  Coeflicienteu  A^,  -^^_,i  ■■■!  A  i^^tionale  l^unctionen  von  s  sind 
irreductibel  nennen,  wenn  sich  die  linke  Seite  derselben  nicht  in  Factoren 
zerlegen  lässt,  die  in  Bezug  auf  u  niedrigeren  Grades  sind  und  deren  Coeffi- 
cienten  ebenfalls  rationale  Functionen  von  z  sind. 

Besitzt  die  irreductible  Gleichung  (1.)  zwei  Wurzeln  a^  und 
«(^,  deren  Quotient  eine  rationale  Function  j  von  .t,  so  ist  j  eine 
ganzzahlige  Wurzel  der  Einheit. 

Denn  der  Voraussetzung  gemäss  genügen  M,  und  ju^  der  Gleichung  (1.), 
!Es  genügen  daher  wegen  der  vorausgesetzten  Irreductibilität  dieser  Gleichung 
die  sämmtlichen  Wurzeln  derselben  der  Gleichung: 

(2.)  ^™ /'«'"  +  X^_,  j™-'«™''  +  ■  ■  ■  +  AJu  +  ^  =  0. 

In  Folge  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (1.)  ist  A^,  daher  auch  _/  von  Null 
verschieden.  Es  verschwindet  aber  auch  nicht  A^,  da  der  Grad  der  Gleichung 
(J.)  der  ffl'"  sein  soll.     Man  hat  also: 

^^^r  «,.  =  .,  2 

oder 

(3.)  A_.  =  A,^,_r, 

d.  h.  entweder 
oder 
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Da  aber  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (1.)  A^^^  nicht  für  alle 
angegebenen  Werthe  von  ^'  verschwinden  kann,  so  ist  j  eine  ganzzahlige 
Wui-zel  der  Einheit. 

Ist  j  eine  primitive  J.*^  Wurzel  der  Einheit,  so  ist  nach  Gleichung 
(3.)  A^^^_.=  Ü   oder  von  Null  verschieden,  je  nachdem 

i    nicht    =  0,  raod.  X     oder    i  =  0,  mod.  l. 
Da  A^  von  Null  verschieden  ist,  so  ergiebt  sich  insbesondere: 

Der  Exponent  A  der  primitiven  Einheitswurzel  j  ist  ein  Di- 
visor von  m. 

,«]  2. 

Es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Differentialgleichung: 
...  d''  u  du 

(A.)  -jr^f'Ti  *"•"  =  " 

mit  rationalen  Coefficienten  ein  algebraisches  Integral  u  besitzt,  und  es  sei 

(1.)  A.«"  +  ^^-.  ■"'""'  +  ■  ■  ■  +  -4„  =  0 

die  irreductible  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten,  welcher  dasselbe  genügt. 

I.  Alsdann  sind  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1.) 
Integrale  derselben  Differentialgleichung. 

Denn  aus  (1.)  ergeben  sich  -5-  und  -3-^  als  rationale  Functionen  von  u 
und  s.  Die  Substitution  derselben  in  die  Differentialgleichung  (A.)  Liefert 
eine  Gleichung  zwischen  u  und  z,  welcher  der  Voraussetzung  nach  eine  Wurzel 
u  der  Gleichung  (] .),  also  wegen  der  vorausgesetzten  In-eductibilität  dieser 
Gleichung  sämmtliche  Wurzeln  derselben  genügen  (vergl.  Liouville  1.  c.  und 
eine  Abh,  desselben  Verfassers  in  Liouville  Journal  t.  IV,  p.  432). 

II.  Wenn  die  Gleichung  {].)  zwei  Wurzeln  ^*^  und  u^  besitzt, 
deren  Quotient  nicht  für  j  eden  Werth  von  m  constant  ist,  so  hat 
die  Differentialgleichung  (A.)  nur  algebraische  Integrale. 

Denn  alsdann  lässt  sich  (s.  meine  Arbeit  dieses  Journal  Bd.  66^),  No,  2) 
jedes  Integi'al  u  in  der  Form 

(2.)  u  =  e^!(.  +  c,«, 

mit    Constanten  Coefficienten  c^  und  c,    darstellen.     Der  Ausdruck  (2.)    genügt 
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aber  einer  algebraischen  Gleichung,  welche  z.  B.  dadurch  erhalten  werden 
kann,  dass  man  in  Gleichung  (1.)  nach  einander  M,  und  u^  für  u  setzt  und 
zwischen  den  zwei  so  gebildeten  Gleichungen  und  Gleichung  (2.)  «f,  und  w, 
eliminirt. 

IIL  Ist  der  Quotient  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  {{.) 
constant,  so  ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A.)  "Wurzel 
einer  rationalen  Function. 

Ist  nämlich  ti^  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1.),  so  besitzt  dieselbe  die 
Wurzeln 

wo  /,  y,  ■■■,j  _  nach  der  vorigen  Nummer  ganzzahlige  Wurzeln  der  Ein- 
heit sind.  Es  seien  j'^,,;',, ..  .,^'^_,  resp.  ^.^'^^J^,  ■■■,  ^^.,^  primitive  Wurzeln  [loi 
der  Einheit,  l  das  Ideinste  Vielfache  dieser  Zahlen,  so  sind  j^,j^,  ...,j^^_^  auch 
l^s  Wurzeln  der  Einheit.  Da  nach  der  vorigen  Nummer  \,  i,^,  ...,  A^_,  Divi- 
soren von  m  sind,  so  ist  auch  i.  Divisor  von  m.  Nun  aber  sind  wegen  der 
vorausgesetzten  Irreductibilität  der  Gleichung  (1 ,)  Jj,  7^,  - . -,  J^,_,  tmter  einander 
und  von  der  Einheit  verschieden.     Andererseits  hat  aber  die  Gleichung 

x'-  =  1 
nicht  mehr  als  A  verschiedene  Wurzeln.     Es  ergiebt  sich  demnach  m  =  l. 

Nach  der  vorigen  Nummer  ist  A.^_^  =  0,  wenn  nicht  j  =  0  nach  den 
Moduln  ij,  Ag,  ...,  Z^_j,  d.  h,  wenn  nicht  i  durch  X  oder  m  theilbar  ist.  Dem- 
nach erhält  die  Gleichung  (l.)  die  Form 

(3,)  ^^,!f'"  +  ^„  =  0. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A.)  demnach  ein  algebraisches  Integral  m, 
welches  nicht  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  besitzt,  so  sind  ihre 
sämmtlichen  Integi'ale  algebraisch.  Dieses  ergiebt  sich  aus  den  Sätzen  II. 
und  III.  Aus  dem  letzteren  folgt  nämlich,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung 
(].),  welcher  'u  genügt,  mindestens  zwei  Wurzeln  hat,  deren  Quotient  nicht 
für  jedes  z  constant  ist.  Dann  aber  ergiebt  sich  unsere  Behauptung  aus  dem 
Satze  II. 

3. 
Die    Beurtheilung ,    ob    eine    lineare    Differentialgleichung    mit    rationalen 
Coefficienten  durch  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  befriedigt  werde, 


Hosted  by 


Google 


16  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  MIT  ALGEiJRAISCHEK  INTEGKALEN, 

fuhrt  in  jedem  Falle  auf  die  Frage  zurück,  ob  ein  gegebenes  System  linearer 
Gleichungen  endliche  Lösungen  besitzt. 
Es  ist  nämlich 

WO  a^,ß^,  ...,K  rationale  (nicht  laositive  ganze)  Za.hlen,  g{B)  eine  ganze  ratio- 
nale Function  bedeutet ,  der  allgemeinste  Ausdruck  für  die  Wurzel  einer 
rationalen  Function.  Für  die  singulären  Punkte  o^,  a^,  ...,  a  wird  entweder 
y  oder  die  Ableitungen  von  y  von  einer  gewissen  Ordnung  an  unendlich. 

Soll  also  eine  lineare  Differentialgleichung  durch  einen  solchen  Ausdruck 
befriedigt  werden,  so  müssen  a^,  ö^,  . . .,  a  mit  singulären  Punkten  der  Diffe- 
102]  rentialgleichung  zusammenfallen.  Die  Exponenten  ß^,  n,,  ...,  k  werden 
durch  gewisse  algebraische  Gleichungen  bestimmt  (cf.  I,iouviei^,  Journ.  de 
l'Ecole  Polyt.  cah.  22,  p.  154  sqq.).  Ergeben  sich  für  diese  Grössen  rationale 
Werthe,  und  substituirt  man  alsdann  den  obigen  Ausdruck  y  in  die  Diffe- 
rentialgleichung ,  welche  von  Nennern  befreit  gedacht  wird ,  so  erhält  man 
nach  Division  mit  {s  —  a^  '  {s  —  a^  ^  ..,(s'  — 0)*  ,  wo  n  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  ist,  eine  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  eine  ganze 
rationale  Function  von  s  identisch  verschwindet.  Setzt  man  die  einzelnen 
Coefficienten  derselben  gleich  Null,  so  erhält  man  ein  System  linearer  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  Coefficienten  von  gi/)-  Je  nachdem  letztere 
Gleichungen  Lösungen  haben  oder  nicht,  hat  die  gegebene  Differentialgleichung 
die  Wurzel  einer  rationalen  Function  zum  Integral  oder  nicht. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  in  jedem  gegebenen  Falle  durch  besondere 
Methoden  das  Verfahren  vereinfacht  werden  kann. 

Weit  schwieriger  ist  die  Frage ,  ob  eine  lineare  Differentialgleichung  alge- 
braische Integrale  besitzt,  welche  nicht  gleich  Wurzeln  aus  rationalen  Functio- 
nen sind.  Wir  wollen  uns  von  jetzt  ab  mit  der  letzteren  Frage  für  lineare 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  beschäftigen. 


Sind    die  Integrale    der    Differentialgleichung  (A.)    sämmtlich    alg 
so  gehört  dieselbe  zu  der  Klasse  der  Differentialgleichungen  (12.)  No.  4  meiner 
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Arbeit  dieses  Journal  Bd.  66').     Sind  daher  die  singulären  Punkte  fl,,  * 


wo  die  Grössen  «,  (3,  y  Constanten  bedeuten  und  yj  +  y^+ — hy  =  0  ist. 

Wir  nehmen    nunmehr    an,    dass   in    der  Gleichung  (A,)  p^  und  p^    diese 
.Form  haben,  und  substituiren  in  der  Gleichung  (A.) 

(2.)  u  =  (ly, 

wo 

(3.)  p  =  e--^''"'  =  (ä^a,)--"'(^-«.)~-"'. ..(»-«,)"'"«, 

und  erhalten  für  y  die  Differentialgleichung 


^  =  Py, 


[■»3. 


(4.)  ^=4«": +¥&-?•■ 

Da  P  eine  rationale  Function  ist,  welche  nur  für  «,,  a^,  ..,,  a  unendlich  wird, 
so  sind  auch  für  die  Differentialgleichung  (B.)  diese  Grössen  ausschliesslich 
die  singulären  Punkte. 

Die     zum    singulären    Punkt    a^    gehörige    determinirende    Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (A.)  ist 

(5.)  r{r^i)  +  a,y  +  ß,  =  Q, 

Die  zu  demselben  singulären  Punkte  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (B.)  ist 

(6.)  •■{r-l)  =  }.,'-i«,-ft. 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (6.)  ergänzen  sich  zur  Einheit, 
Setzt  man  in  der  Differentialgleichung  (B.) 
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SO  hat  P  die  Form 

(7.)  P  =  f  P,(f), 

WO   P,(0)   nicht  imendlicli  ist.    Die  Differentialgleichung  (B.)  verwandelt  sich  in 

(B-.)  flf,«f^P,<y, 

Demnach    ist    die    zu    ^  =  co    gehörige    deterrainirende    Fundamentalgleichung 
dcT  Differentialgleichung  (B.) 

r(,-l)  +  2r=  P,(0), 
oder 

(8.)  .••  +  r  =  P,(0). 

Die   beiden  "Wurzeln    der  Gleichung  (8.)  ergänzen    sich   zur    nega- 
tiven Einheit. 

Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  (5.)  rationale  Zahlen,  so  sind 
a,.  und  ß^  ebenfalls  rationale  Zahlen. 

Denn  es  sind  1  — «^  und  ß^  resp.  die  Summe  und  das  Product  der  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung  (5.), 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtlich  algebraisch, 
so  sind  die  Wurzeln  der  zu  jedem  der  singulären  Punkte  gehörigen  deter- 
minirenden  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen  (s.  meine  Arbeit  dieses 
104]  Journal  Bd.  66  No.  6,  H.  ^)),  also  die  sämmtlichen  Grössen  a.  und  ß.  eben- 
falls rationale  Zahlen.    Es  ergiebt  sich  also  aus  der  Form  von  (i,  Gleichung  (3.): 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A.)  sämmtlich 
algebraisch,  so  sind  auch  die  sämmtlichen  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  algebraisch. 

■  Sind  umgekehrt  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differential- 
gleichung (B.)  algebraisch  und  k^,  tc^,  . . .,  «^  rationale  Zahlen,  so 
sind  auch  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung 
(A.)  algebraisch. 

5. 
Es    sei    ?/j,  p^    ein    Fundamentalsystem    von    Integi-alen    der    Differential- 
gleichung : 
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(!■) 


dg'   ' 


■  P-y, 


wo  P  eine  beliebige  nationale  Function  von  ^  bedeutet,  so  ist  bekanntlich 
(vergl,  I<iouviLLE  in  dessen  Journal  t.  IV,  p.  428  und  meine  Arbeit  dieses  Jour- 
nal Bd.  66  No.  2')) 


wo  C  eine  vonJVuU  verschiedene  Constante  bedeutet.  Nach  irgend  einem 
Umlaufe  Ton  g  mögen  nun  y^  und  »/^  iibergeiien  in  y[,  y'^,  so  ist  bekanntlich 
(s.  meine  Arbeit  Bd.  66  No.  2^)) 


(3.) 


WO  (tj^,  ,..,  ttj^  Constanten  sind. 

Aus  Gleichung  (2.)  ergiebt  sich  aber 


wo  die  Substitutionsdeterminante 


[..5 


mit  A  bezeichnet  worden  ist.     Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.)  folgt: 

I.    Die  Substitutionsdeterminante  Ä  ist  für  jeden  Umlauf  von 

^  der  Einheit  gleich. 

Es    sei    fiy^,  y,,  et,  b^  c^  ...)    eine    mit    y^,  y^    gebildete    Form,    d.h.    eine 

ganze   homogene  Function   von  y^,  y^   mit    constanten  Coefficienten  ö,  6,  c,  ..., 

!p(i/j,^j,  ffi,  J,  c, .. .)  eine  Covariante  der  Form  f{t/,,y^,a,b,c,...). 

1)  Alh.TI,  Bmi  I  aiMCi  Aiug^bo,  8,  Witt.    Seh. 
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Wenn  durch  eine  Substitution 

\  y.  =  K  Y,  +  K,  y. 

A^xi^'ü'"'*''^' ■■■)  ^^  /(^.i^ii^.-B,  C,...)  übergeht,  so  ist  den  Eigenschaften 
der  Covarianten  gemäss: 

(6.)     <f{}i,,Y,  +  k„Y„k,^Y,  +  k,,Y„a,b,ü,...)  =  ik„k,,-kJ,-J-'^(Y^,Y„A,B,C,...j, 
wo  Ä  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wenn  F^,  F"^  lesp.  mit  y^,/i/^  zusammenfallen,  also 

f(¥i,y„a,l>,c,..-)    in   f(p„y„A,B,  €',...) 
übergeht,  so  ist  auch 

{6a,}     <i'iKp,  +  k,,p^,  'k^,ti,+  h^^p,,  a,b,  c, .. .)  =^  {^<:,,k^^-h,,h,,f  <D(y,,  i,^,  A,  B,  C, . . .). 

Ist  die  Substitution  (5.)  mit  der  Substitution  (3,)  identisch,  so  ergiebt  sich 
nach  Satz  I.: 

C^-)  9(«,iJ/i  +  a„2/i,  a,/y,  +  a,jj,,a,b,c,...}  =  ^{y,,y^,A,  B,  0,  ...)• 

Diese  Gleichung  ist  eine  in  Bezug  auf  y,,  i/,  identische,  da  sich  sonst  aus 
derselben  für  -^  ein  constanter  Werth  ergeben  würde,  was  der  Voraussetzung 
widersti'itte ,  da  ij^,  y^  ein  T'undaraentalsystem  bilden.  Es  sei  nunmehr  ins- 
besondere 

(8.)  f{y„y,,A,B,C,...)  =  yfiy„y„  a,b,c, ...), 

wo  y  eine  Constante  bedeutet,  so  ist  auch  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y  ,  y 
identisch,  so  dass 

A  =  ya,     B  =  yb,     C  =^  ye,     .  .  .; 

io6]  also  auch,  da  die  Covariante  in  Bezug  auf  die  Coefticienten  der  Form 
homogen  ist: 

(9-)  ?0/i!/A>^.  -B-C;  ■■■)  =  /'?{?/i.y!j,o>*-c,...), 

wo  k  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  ergiebt  sich  alsdann  aus  Glei- 
chung (7.) 

(10.)        f(a„y,  +  a„y„  «^,y,  + a^-^^,  a,l>,(:, ...)  =  y''fiy„y^,  a,b,c,...), 
d.  h. 
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II.  Wenn  nacli  irgend  einem  Umlauf  der  Variablen  s  die  l'orm 
/■(y^,?/^,  a,  6,c, .. ,)  in  sich  selbst  mit  einer  Constanten  multiplicirt 
übergeht,  so  wird  sich  nach  demselben  Umlauf  jede  Covaxiante 
dieser  Form  ebenfalls  in  sich  selbst  mit  einer  Potenz  derselben 
Constanten  multiplicirt  verwandeln. 

Da  eine  Form  f{y,,y^),  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist, 
durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  s  in  sich  selbst  mit  einer  Einheits- 
wuizel  multiplicirt  übergeht,  so  folgt  aus  Satz  II.,  dass  auch  die  Covariante 
einer  solchen  Form  durch  einen  beliebigen  Umlauf  in  sich  selbst  mit  einer 
Einheitswurzel  multiplicirt  übergeht.  Sind  nun  y^,  y^  Integrale  der  Differential- 
gleichung (B,),  so  wird  die  Covariante  unendlich  nur  von  einer  endlichen  Ord- 
nung, da  7/|  und  y^  diese  Eigenschaft  besitzen  (s.  meine  Arbeit  Bd.  66  No.  4')). 
Da  nun  eine  Function,  welche  durch  einen  beliebigen  Umlauf  der  unab- 
hängigen Variablen  in  sich  selbst  mit  Einheitsvvurzeln  multiplicirt  übergeht 
und  überall  von  endlicher  Ordnung  unendlich  wird,  eine  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

in.  Ist  y  ,  y  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.),  so  ist  die  Covariante  jeder  Form  f{y^,y,), 
welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  ebenfalls  Wurzel 
einer  rationalen  Function. 


Sind  wieder  y^,  y^  ein  Fundaraentalsystem  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung (].)  voriger  Nummer,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (2.)  derselben 
Nummer 

(1.)  y^  =  -c(%    oder    l'-  =  cr^. 

Es  werde  von  jetzt  ab  vorausgesetzt,  dass  die  sämmtlichen  Integi-aie  derselben 
Differentialgleichung  algebraische  Functionen  von  3  sind,  alsdann  ist  auch  —- 
eine  algebraische  Function  von  5,  demnach  nach  Gleichung  (I.) 

(2)  r^>  (^  f'°' 

'  J  v\     J  y\ 


algebraische  Functionen  von  g. 
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Nach  einem  Satze  von  Abel  (dieses  Journal  Bd.  4,  p.  264,  oder  Oeuvres 
compl.  1.  Th.  p.  355*),  vergl.  auch  Liouville,  Journal  de  l'EcoIe  Polyt.  cah.  22 
p.  147)  müssen  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Integrale  (2.)  rationale  i'unc- 
tionen  von  s  und  resp.  der  algebraischen  Function  -v  oder  -^  sein.  Hieraus 
folgt,  dass  y^  eine  rationale  Function  von  z  und  y^  und  umgekehrt  y^  eine 
rationale  Function  von  z  und  y^  ist.  Ist  der  Quotient  von  y^  und  y^  für  jedes 
B  constant,  so  sind  y^  und  y^  ebenfalls  rationale  Functionen  von  einander. 
Es  ergiebt  sich  demnach  der  Satz: 

Sind  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.) 
algebraische  Functionen  von  ^,  so  ist  jedes  Integral  derselben 
eine  rationale  Function  von  s  und  einem  beliebigen  anderen  In- 
tegrale derselben  Differentialgleichung. 


T.  Ist  y  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  und  m  der 
Gri'ad  der  iiTeductiblen  Gleichung,  welcher  y  genügt,  so  lässt  sich  bekanntlich 
jede  rationale  Function  tp(?/)  von  y  und  z  stets  und  nur  auf  eine  Weise  in 
die  Form 

(1.)  9(»/)  =  c„+c,j/  +  c,y  +  -.  +  c,„_,|/"'-' 

bringen,    wo    c^,,  f^,  ...,  c^_,    rationale    Functionen    von   z   sind.     Demnach    hat 
jedes  andere  Integral  y^  ausser  y  nach  voriger  Nummer  die  Gestalt: 

(2.)  y,  =  ?(!/). 

Ist  —   nicht  für  jedes  z  constant,    so    lässt    sich    bekanntlich  (s.  No.  2)  jedes 
dritte  Integral  durch  die  Form 

(3.)  0-y^^'^i.y) 

darstellen,  wo  «  und  ^  Constanten  bedeuten. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  auf  einem  gewissen  Wege  y  in  yj  übergeht, 
so  genügt  yj  der  irreductiblen  Gleichung  für  y,  und  es  ist  deshalb  nach  No.  1 
j  eine  ganzzahlige  Wurzel  der  Einheit.  Das  Integral  ^(y)  geht  alsdann  auf 
demselben  Wege  in  (p(^^')  über.    Da  ;p(^j)  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
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(B.)  ist,  SO  muss  dasselbe  die  Form  (3.)  haben,  also 

sein.    Die  dem  angegebenen  Wege  entsprechende  Substitution  des  Funda-  [los 
mentalsystems  y,  9(«/)  ist  daher 

Die    Determinante    Zi    dieser  Substitution    ist    nach   Satz  I,  No.  5    der  Einheit 
gleich.     Demnach  ist 

(6.)  ß=J-', 
und  man   erhält 

(6.)  cp(j/j)  ^  cctj+:rf{y). 

AVegen    der  Irreductibilität  der  Gleichung,    welcher  p   genügt,    folgt    hieraus: 

(7.)  <•{]'=   cj"',  («-0,2,3,. .,,m-I) 

(7a.)  c,j    ^  a  +  c;j-'. 

Ist  j  eine  primitive  /'^  "Wurzel  der  Einheit,    so    ergeben    die  Gleichungen  (7.) 
und  (7a.) 

(8.)  C;  =  0,    wenn  nicht  *  =  l    oder    i  =  —1,    mod.  ^, 

Es  sei  daher 

(9.)  ^(/)  =  '"  +  '''^'+'--  +  %-i)/^ 

[—  ist  eine  ganze  Zahl,  da  nach  No.  i   /  ein  Divisor  von  m  ist),  so  ist 

(10.)  <?{!/}  =  c,;'/ +  «/''"' 'i'(y), 

und  jedes  Integral  hat  die  Form 

(11.)  <y+ß'<\)p  +  ßV-''>({y')- 

Ist  j  eine  höhere  Einheitswuxzel  als  die  zweite,  eo  folgt  aus  Gleichung 
(7a.),  dass  c^  eine  Constante 
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Es  ergiebt  die  Gleichung  (10.),  dass 

ein  Integral  der  Differentalgleichung  (B.)  ist. 

Es  bilden  auch,  wenn  nicht  ^{y')  identisch  Null  ist,  y  und  ^''■!^(p')  ein 
.  Fundamentalsystem,  da  p^'^'^ii^')  nicht  einer  Constanten  gleich  ist. 
Ist  aber 

(13.)  j'  =  1, 

so  ist  a  =  0. 
109]    Es  ist  also  immer 

(14.)  a  =  c,{j-r'). 

Im  zweiten  Falle  hat  nach  Gleichung  (lü.)  jedes  Integi^al  die  Form 

II.  Ea  sei  F{y}  ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.), 
welches  nicht  gleich  y  mit  einer  Constanten  raultiplicirt,  und  von  der  Be- 
schaiFenheit,  daes 

(15.)  F(yj')  =  zF(y), 

wo  £  eine  constante  Grösse.  Da  ein  gewisser  Weg  y  in  yj  überführt,  so  führt 
auch  ein  Weg  (welcher  der  fe  maligen  Wiederholung  des  ersteren  aequivalent 
ist)  y  in  yß  über.  Der  letztere  führt  aber  nach  der  Voraussetzung  F{y)  in 
eF{y)  über.  Es  ist  daher  die  zu  diesem  Wege  gehörige  Substitution  des 
Fundamentalsystems  y,  F{y) 

Da  nach  No.  5  Satz  I  die  Determinante  dieser  Substitution  gleich  der  Einheit 
ist,  so  ergiebt  sich: 

(18.)  .  =  j-'. 

Da  aber  F{y)  die  Form  (lt.)  hat,  so  ist: 

(17.)  Fiy)  =  W+ß'cJy  +  ßy-^^(fy 

Aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (t5.)  und  (16.)  folgt: 

(18.)        (ß'+  ß'c,)  yj"  +  ß'y'-^r'W)  =  r*(«'+  ß\)  V  +  i-'ß'll-'  ^  (/). 
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Es  ergiebt  sich  hieraus  entweder 


(18.) 

a'+  /ÜV,  =  0     (/,■  unliestimmt) 

oder 

(19a.) 

/*  =  1,    d.  h.    2fc  ~  0,    mod. ;. 

Im  Falle  (19.) 

1  ist 

(20.) 

F(ij}  =  f!i'-''Ky')- 

Im  Falle  (19a.)  ist: 

1)  wenn  l  ungerade,  k  ^  i),  niod.  l,  also  ;^  ==  ],  e.  =  l,  d.  h,  die  Gleichung 
(ifi.)  ist  die  selbstverständliche 

P('j)  =  -F(</); 

2)  wenn  l  gerade,  so  würde  h  =  --^  mod.  l  sein  können,  d.  li.  j  =  —1  [no 
und  2  =  —  1,  und   die   Gleichung  (15.) 

(15a.)  F{~p)  =  -F{y). 

Fasst  man  dieses  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz: 

Die  Gleichung  (15.)  erfordert,  dass  £  =  J'*,  und  sie  besteht  für 
ein  nicht  durch  /  theilhares  fc  nur  dann,  wenn  entweder  F{y)  die 
Form  ^'?/''''({j(y')  hat,  oder  wenn  l  eine  gerade  Zahl  und  />:  =  7- ,  mod. /, 
also  £  =  — 1  ist. 

III.    Es    sei   F{y)    ein   beliebiges   Integral    der   Diiferentialgleichung  (B.), 
welches  nicht  gleich  y  multiplicu-t  mit  einer  Constanten,  und  es  sei 
(21.)  F{yr)  =  zFiyj"), 

wo  p  und  q  ganze  Zahlen,  s  eine  Constante  ist.  Diese  Gleichung  wird  von 
jeder  Wurzel  der  irreductiblen  Gleichung  für  y^  also  wenn  yj~''  für  y  gesetzt 
wird,  befriedigt;  es  ist  also: 

(22.)  F{yj<'-")  =  ^Fiy). 

Es  ergiebt  sich  daher  aus  dem  Satze  in  IL  dieser  Nummer : 

Die  Gleichung  (21.)  erfordert,  dass  t  =  j''~'\  und  sie  besteht, 
wofern  nicht  p  ^  q,  mod.  /,  nur  dann,  wenn  entweder  F{y)  die  Form 
/J'7/'"'4'(V)  hat,  oder  wenn/eine  geradeZahl  ist  und^  — §^--,  mod./, 
-also  e  =  —  l  ist. 
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IV.     1)  Ist 

(23.)  -FM  =  iSy- *(,'/), 

SO  ist 

(24.)  Fivi")  =  r"i'(y) 

für  jedes  ganzzahlige  h,  und  die  Glieder  der  Reihe 

(25.)  f ■(!/),  Fifij) F(,i'-) 

sind  nur  um  constante  Factoren  von.  einander  verschieden. 

2)  Ist  /  eine  ungerade  Zahl,  F(ij)  ein  beliebiges  Integral,  welches  nicht 
gleich  y  multiplicirt  mit  einer  Constanten  und  nicht  von  der  Form  (23.),  so 
ist  nach  II.  und  III.  kein  Glied  der  Reihe  (25.)  gleich  einem  anderen 
multiplicirt  mit  einer  Constanten. 

3)  Ist  l  eine  gerade  Zahl  und  F{y)  ein  wie  in  2)  beschaffenes  Integral, 
so  sind  die  Glieder  der  Eeihe 

"■](25a.)  Fiy),  F{yj),  ...,   F{y.rj 

nicht  um  nur  constante  Factoren  verschieden,  dagegen  ist 

(26.)  nvj'  )  =  ~F(yn 

8. 

Der  Grad  der  irreductiblen  algebraischen  Gleichung,  welcher 
ein  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  ist  für  alle 
Integrale  unverändert  derselbe. 

Es  sei  y  ein  algebraisches  Integi-al,  m  der  Grad  der  irreductiblen  alge- 
braischen Gleichung,  welcher  y  genügt,  y^  irgend  ein  anderes  Integral,  so  ist 
nach  No.  6  y^  eine  rationale  Function  <f(i/)  von  y  und  s.  Da  m  die  Anzahl 
der  verschiedenen  Werthe  ist ,  die  y  durch  alle  möglichen  Umläufe  von  s 
erhält,  so  nimmt  i/^  durch  alle  möglichen  Umläufe  von  2  eine  Anzahl  m'  ver- 
schiedener Werthe  an,  die  nicht  grösser  ist  als  m.  Bildet  man  eine  Gleichung 
m'''"  Gi'ades,  welcher  diese  m'  Werthe  genügen,  so  sind  die  Coefficienten  der- 
selben rationale  Functionen  von  ^.  Dieselbe  Gleichung  befriedigen  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher  y^  genügt.  Es  ist  daher 
der  Grad  m,    der   letzteren    Gleichung   nicht  grösser    als    m',    also    auch    nicht 
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grÖRser  als  m.  Andererseits  ist  aber  nach  No.  6  auch  y  eine  rationale  Function 
von  4/  und  ^.  Es  ergiebt  sich  daher  ebenso,  dass  m  nicht  grosser  als  tn^. 
Es  ist  demnach  m  ==  m^,  wie  behauptet  worden. 

Man  könnte  daher  mit  Kecht  m  den  zur  Differentialgleichung  (B.) 
gehörigen  Grad  nennen. 

H. 
Es  sei  y  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (B.),  und 

(1.)  ^mi/'^  +  -^m-^y"^''  +  ■■■  +  A  =  0 

die  irreductible  Gleichung,  welcher  y  genügt.  Es  seien  y,,  y^,  . . .,  y^_j  die 
m—i  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  (1.).  Unter  den  "Wurzeln  derselben 
Gleichung  seien  y,  y^,  y,,  ■  ■  ■,  y^^^  so  beschaffen,  dass  nicht  der  Quotient  irgend 
zweier  derselben  für  jedes  s:  constant  ist.  Wir  wollen  y^  y,,  p^,  .■■>  y^^^  das 
reducirte  Wurzelsystem  der  Gleichung  (I.)  nennen. 

Es  kann  eintreten ,  dass  n  ^=  m. 

Ist  aber  n  <:  m,  so  ist  nach  N"o.  ]  jede  nicht  zum  reducirten  Wurzel- 
system gehörige  Wurzel  gleich  einer  des  reducirten  Systems  mit  einer  [na 
ganzzahligen  Wurzel  der  Einheit  multiplicirt. 

I.  Sind  diese  Multiplicatoren  resp.  T^,  l^^^,  l^''^,  etc.  primitive 
Wurzeln  der  Einheit  J,J,,j'j,  etc.,  and  unter  den  Zahlen  /)  ^,, ',,  etc. 
l  die  grösste,  so  liefert  das  System: 

(2.)  Vn  Pih  ^iJ\   ---^  Vif''     ^ür    j  =  0,  1,  2,  ...,  m-1 

die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1.). 

Ist  nämlich  tj  eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung  (1.)  und  genügt  der- 
selben der  Werth  yj^'^,  so  genügt  ihr  auch  wegen  ihrer  Trreductibilität  tj'J^, 
wo  r^'  eine  beliebige  andere  Wurzel  derselben  ist.  Aus  demselben  Grunde 
genügt  ihr  auch  rj^.,  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  a.  Es  ist  demnach  all- 
gemein 

(3.)  yif'/y, 

eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  (],),  wenn  a,  b  beliebige  ganze  Zahlen  und 
i  eine  der  Zahlen  0,  1,  ...,  n  —  i   bedeutet. 

Es    sei    nun    das    kleinste  Vielfache    von    /  und  l.^   gleich    X,   und   g    eine 
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primitive  A'"  Wnrzel  der  Einheit,  so  ist 

i  ,  i 

(i-)  J  =  <l     ,     .'y  =  .'/      "> 

wo  r  und  r'  resp.  relativ  prim  zu  /  und  l^  sind.     Man  hat  also 

Nun  aber  sind  -,  und  -  relativ  prim,  ferner  ist  r  zu  -,-  relativ  prim,  folglich 
ist  r --  zu  Y  i^elativ  prim.  Der  grÖsste  gemeinschaftliche  Theiler  von  )■--  und 
r' y-  ist  also  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  *--y  und  r'.  Nun  ist 
r'  zu  y  relativ  prim,  demnach  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
r  und  r'  j-  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  r  und  r',  also  zu  l  und 
l.  ,  und  demnach  auch  zu  l  relativ  prim.  Derselbe  sei  t,  so  können  bekannt- 
lich ganze   Zahlen   a   und  h  so  bestimmt  werden,   dass 

(6,)  r.\-a  +  r'^i  =  T 

wird.     Es  ergiebt  sich  alsdann  für   diese  Werthe  a  und  ti    aus  Gleichung  (5.) 

"3]  (7.)  j\jl  =  (f. 

"Wir  behaupten  nun,  dass  X  ^=  l  sei.  Denn  wenn  dieses  nicht  stattfände,  so 
wäre  A  >■ /,  und  es  ergäbe  sich  aus  der  Gleichung  (7.),  dass  die  Gleichung 
(l.)  eine  Wurzel  y.g^  hätte,  wo  g'  eine  primitive  A'°  AVurzel  der  Einheit,  also 
von  höherer  als  der  P'"  Ordnung  wäre,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
Man  schliesst  hieraus : 

Die  Zahl  /  ist  ein  Vielfaches  der  Zahlen  ^^,  /^,  etc. 

Daher  sind  _/p /^,  etc.  in  der  Reihe 

j\  j\  f,  •■■,  f~' 

enthalten.  Da  aber  nach  No.  1  die  säramtlichen  Grössen  der  Reihe  (2.)  Wur- 
zeln der  Gleichung  (I.)  sind,  und  diese  Gleichung  wegen  ihrer  Irreductibilität 
nur  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  ist  unser  Satz  bewiesen. 

W"ir  wollen  /  den  Index  der  Gleichung  (I.)  oder  des  reducirten  Wuvzel- 
systems  .  derselben  nennen.     Wir  haben  alsdann  den  Satz : 
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II.  Das  Product  aus  der  Oliederzahl  des  reducirten  "Wurzel- 
systems der  Gleichung  (1.)  in  den  Index  derselben  ist  gleich  deni 
Grade  der  Gleichung. 

III.  Wenn  durch  irgend  einen  Umlauf  von  s  zwei  verschiedene 
Glieder  y.  und  j/^  des  reducirten  Wurzelsyatems  gleichzeitig  in 
y^.j"  und  ^j,./  übergehen,  wo  y^  und  y,^  ebenfalls  Glieder  des  redu- 
cirten Wurzelsysteme  sind,  so  sind  y^  und  y^  ebenfalls  verschieden. 

Denn    durch    einen    dein    angegebenen   Umlauf   entgegengesetzten   Umlauf 

gehen   gleichzeitig  y^  in  j""  y^   und  y,^  in  j^^y^   über.     Wäre    nun   i' =  k',    so 

müsste 

.r"Pi  =  t^Vk 
oder 

Vk  =  /""Vi 

sein,  gegen   die  Voraossfitzuiig. 

10. 
Es  sei  -/]  ein  beliebiges  IntegTal  der  Differentialgleichung  (B.),  welches 
einer  irreductiblen  Gleichung  m'™  Grades  genügt,  f],  'fi,,  \,  ■  ■  ■,  %_,  das  redu- 
cirte  Wurzelsystem  dieser  Gleichung  und  l  der  Index  derselben.  Da  die 
sämmtlichen  Wurzeln  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  sind,  so  lassen 
sie  sich  als  lineare  homogene  Functionen  eines  beliebigen  Fundaraentalsystems 
von  Integralen  y^,  y^  mit  constanten  Coefhcienten  darstellen.     Es  sei  also: 

(1-)  -'ii  =  -'1,1?/,  +  A.:'A-  («  =  0,1, 2,. ..,«-1) 

Wir  bilden  die  Form  n""^  Grades:  [114 

(2.)    ■      f(^„?A)  =  {Aii/,  +  A.yJ(Any.  +  A.p.) ■■■{^n.'J,  +  ^^.y.), 

so  wird  f{y,y)  durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  ^s  in  sich  selbst,  multi- 
])licirt  mit  einer  V"  Einheitswurzei,  übergehen.  Da  dieselbe  Function  überall 
nur  von  endlicher  Ordnung  unendlich  wird,  so  ergiebt  sich: 

I.  Die  Form  /(?/j,  y^)  ist  Wurzel  einer  rationalen  Function  von 
»,  deren  Exponent  höchstens  gleich  l 

IL  Ist  umgekehrt  eine  Form  F(y^,yJ  Wurzel  einer  rationalen 
Function  von  s  und 
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ein  Factor  der  Form,  und  bilden  yj,  '/j^,  -q^,  ...,  vj^_  ein  reducirtes 
Wurzelsystem  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher  Vj  genügt, 
so  ist  ■j)^  von  der  Gestalt: 

und  die  Form  F{y^^y^)  enthält  auch  die  Facto ren  tj,'1'j,...,i(]_. 

Denn  bezeichnet  man  den  durch  irgend  einen  Umlavif  von  z  erhaltenen 
Werth  von  F{y^,y^)  mit  F'{y^,yJ,  so  ist  der  Voraussetzung  gemäss 

(3-)  F'{y„y,)  =  ^F{y„y,], 

wo  s  eine  ganzzahlige  Einheitswurzel  ist.  Diese  Gleichung  ist  eine  identische, 
da  sich  sonst  für  —  ein  für  jedes  s  constanter  Werth  ergäbe.  Es  verschwinden 
daher  beide  Seiten  der  Gleichung  für  dieselben  Werthe  des  Verhältnisses  — ■ 
Wenn  nun  durch  den  angegebenen  Umlauf  ■/)  in  7)^.  übergeführt  wird,  so  ent- 
hält die  linke  Seite  den  Factor  t]^.,  folglich  auch  die  rechte.  Da  es  aber  stets 
Wege  giebt  (s.  PursEUx  in  Liouvilles  Journal  t.  XV),  welche  die  Wurzel  einer 
irreductiblen  Gleichung  in  jede  andere  Wurzel  derselben  überführen,  so  ist 
unser  Satz  bewiesen. 

Wir  wollen  eine  Form,  welche  nur  solche  Factoren  enthält,  die  zu- 
sammen das  reducirte  Wurzelsystem  einer  iiTeductiblen  Gleichung  bilden, 
welcher  ein  bestimmtes  Integi-al  genügt,  und  zwar  diese  Factoren  alle  und 
jeden  zur  ersten  Potenz,  eine  Primform  nennen. 

Aus  dem  Satze  I.  ergiebt  sich  dann; 

III.  Jede  Primform  ist  Wurzel  einer  rationalen  Function. 
Aus  dem  Satze  II.  folgt  aber: 

IV.  Haben  zwei  Primformen  einen  gemeinschaftlichen  Linear- 
factor,  so  sind  sie  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch. 

115J  V.  Ist  eine  Form  f{y,,yj  Wurzel  einer  rationalen  Function, 
so  lässt  sich  dieselbe  in  ein  Product  von  Primformen  zerlegen. 
Denn  ist  vj  einer  der  Factoren  der  Form,  und  bilden  vj  ,  vj  ,  . . .,  t]  _  zu- 
sammen mit  -/j  das  reducirte  Wurzelsystcm  der  irreductiblen  Gleichung,  welcher 
■q  genügt,  so  ist  nach  dem  Satze  II.  f{y^,y^)  durch  die  Primforra 

theilbar.      Nach    dem    Satze  HI.    ist    aber    '•?(?/,,  ^Z^)    Wurzel    einer    rationalen 
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Function,  also  auch  die  Form 

Wurzel  einer  rationalen  Function.     Durch  Fortsetzung  desselben  Schlusses  in 
Bezug  auf  f'{y,iy,^  ^-  s.  w.  ergiebt  sich  unser  Satz  von  selbst. 

Man  hat  also,  wenn  T'(yi)  y^))  ¥i(S'ii  S'j)' faCS*]!  ^a)'  ■  •  ■   Primformen  sind. 

wo  C  eine  Constante  bedeutet. 

Als  Corollar  ergiebt  sich  der  Satz: 

VI.  Ist  eine  Form  f{y^,y^  Wurzel  einer  rationalen  Function, 
so  enthält  sie  alle  solche  Linearfactoren,  welche  zusammen  das 
r  e  d u  c  i r  t  e  Wu r  /.  e  1  s y  s  t  e  m  einer  i r r  e  d u c  t i b  1  e  n  Gleichung  bilden, 
gleich  oft. 

In  der  That,  die  Form  enthalte  den  Factor  tj  genau  zur  ^'™  Potenz,  so 
müssen,  da  jede  Priraform  in  Gleichung  (4.)  jeden  ihrer  Factoren  nur  einfach 
enthält,  genau  k  Primformen  in  dem  Producte  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  den  Factor  v)  enthalten.  Diese  Primformen  sind  aber  nach  Satz  IV. 
bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch ,  folglich  ist  f{y^ ,  y^ )  genau  durch 
die  A'^  Potenz  einer  Primform,  welche  vj  enthält,  theilbar,  also  auch  genau 
dui-ch  die  )^  Potenz  jedes  Factors  derselben, 

11. 
Es  sei  m  der  zur  Differentialgleichung  (B.)  gehörige  Grad. 
Die  Anzahl    der  Glieder    des    reducirten  Wurzelsystems    der   iiTeductiblen 
Gleichung,   welcher    ein   Integi'al  y   der  Differentialgleichung  (B.)    genügt,   ist 
im  Allgemeinen  für  die  verschiedenen  Integrale  verschieden.    Der  geringste 
Werth,    welchen    diese    Anzahl    annehmen    kann,    sei  iV,    und    der    Index    der 
iiTeductiblen  Gleichung,    welcher    die  Glieder    eines  reducirten  Wurzelsystems 
von  der  Anzahl  iV  genügen,  sei  -L,  so  ist  nach  Satz  IL  No.  9 
m  =  NL. 

I.  Die  Zahl  JV"  ist  auch  der  niedrigste  Grad  einer  Form  [u6 
fiifij^i))  welche  Wurzel  einer  rationalen  F''unction  ist. 
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Dieser  Satz  ist  eine  Folgening  des  Satzes  II.  voriger  Nummer,  aus  welchem 
sich  ergiebt,  dass  jede  Form,  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist, 
mindestens  so  viel  Linearfactoren  enthält,  als  die  Anzahl  der  Glieder  eines 
reducirten  Wurzelsysteras  beträgt.  Die  aus  dem  Proöuct  der  Glieder  eines 
reducirten  Wurzelsystems  von  der  Anzahl  N  gebildete  Form  ist  nach  Satz  HI. 
voriger  Nummer  eine  Form  iV'""  Grades,  welche  gleich  der  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function. 

n.  Eine  Form  F('y^,y^),  welche  Wurzel  einer  rationalen  Function 
ist  und  den  niedrigsten  Grad  N  hat,  ist   eine  Primform  N'-^"  Grades. 

Wäre  nämlich  F{y^,y^)  nicht  Primform,  so  Hesse  sich  diese  Form  nach 
Satz  V.  voriger  Nummer  in  ein  Product  von  Primformen  zerlegen.  Diese  Prim- 
formen müssten  aber  von  niedrigerem  Grade  als  dem  iV'°"  sein,  was  dem  Satz 
III.  voriger  Nummer  und  dem  Satze  I.  dieser  Nummer  widcrspäche. 

12. 

Die  IlEssESche  Covariante  1''(?/,,  v/J  einer  Primform  '\>{y^,f/J  des 
jyten  Grades  ist  ebenfalls  eine  Primform. 

Nach  dem  Satze  III.  No.  10  ist  ^(y^^y^)  Wurzel  einer  rationalen  Function, 
folglich  nach  Satz  III.  No.  5  auch  ^(p^,pj  Wurzel  einer  rationalen  Function. 
Diese  Form  ist  bekanntlich  vom  (2iV— 4)""'  Grade.  Wäre  sie  keine  Primform, 
so  Hesse  sich  dieselbe  nach  Satz  V.  No.  1 0  in  ein  Product  von  Primformen 
zerlegen.  Von  diesen  müsste  aber  wenigstens  eine  von  niedrigerem  Grade 
als  dem  iV*"  sein,  was  nicht  möglich  ist. 

Wir  können  im  Folgenden  voraussetzen,  dass  die  HsssEsche  Covaiiante 
einer  Primform  iV'*"  Grades  nicht  identisch  verschwindet.  Denn  das  identische 
Verschwinden  der  HEssEschen  Covariante  einer  binären  Form  hat  zur  Folge, 
dass  die  Form  der  Potenz  einer  linearen  homogenen  Function  ihrer  Argumente 
gleich  wird.  Es  würde  demnach  schon  eine  lineare  homogene  Function  zweier 
Integrale  Wurzel  einer  rationalen  Function  werden ,  d.  h.  iV  =  i  sein. 

13. 
Es    sei    eine    aus    dem    Fundaraentalsysterae    v/^ ,  p^   gebildete    quadratische 
Form  von  ungleichen  Linearfactoren 
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WO  -f(^)  Wurzel  einer  rationalen  Function.     Setzen  wir  [117 


(2-) 

so   folgt   aus   (1.) 
(3.) 


Bezeichnet  man  die  logarithmischen  Ableitungen  von  f{u)  nach  m  und  von 
^{n)  nach  s  resp.  mit  fjiu),  9j(^),  so  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung 
(?,.)  mit  Kücksicht  auf  Gleichung  (1.)  No.  6: 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  und  abermalige  Berücksichtigung  der 
Gleichung  (1.)  No.  6,  und  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  (B.)  folgt: 

Durch  Elimination    von  -^  aus    den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)    ergiebt   sich: 

Substituirt  man  hierin  den  Werth  y^  aus  Gleichung  (3.),  so  folgt: 

oder 

(7.)  X=    cp(4^[cp,(^)=+2Äf)_4p], 

WO  l  den  constanten  Werth  C"(4ö^öj— a^)  bedeutet. 

Die  Constante  i  ist  von  Null  verschieden,  da  C  nach  No.  5  nicht  ver- 
schwindet und  die  quadratische  Form  ungleiche  Factoren  enthält.  Wie  man 
unmittelbar  sieht,  ist  diese  Constante  von  der  Wahl  des  Fimdamentalsystems 
unabhängig. 

Sind  P  und  '^(£)  gegeben,  so  bestimmt  sich  X  aus  Gleichung  (7.)  am 
zweckmässigsten  durch  Substitution  eines  besonderen  Werthee  für  z. 

Fnctit,  mstliem.  Werks,    n.  5 
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Da  der  Factor  von  <f  (s)"  in  Gleichung  (7.)  eine  rationale  Function  von  g 
ist,  so  ergiebt  sich  zunächst: 

I,  Das  Quadrat  von  '^(s)  ist  eine  rationale  Function. 
Setzen  wir 

äis]  HO  ergiebt  sich  ans  Gleichung  (7.) 

II.  Die    Differentialgleichung    (B.)    hat    in    diesem    Falle    das 
Fundanientalsystem  von  Integralen; 

(10.)  p^  =  <]>(z)     'g-'v.w     ^     ,^^  ^  ^^^-1     ig./v,v'     _ 

Diese  Integrale  sind  dann  und  nur  dann  algebraisch,  w ezin  J \/'l^ (z) ds 
gleich  dem  Logarithmus  einer  algebraischen  Function  ist. 

In  dem  Falle,    dass  ?/,,  */,  algebraisch    sind,    haben  sie,    wie   sich  aus  der 
Abhandlung   von  Abel  (Oeuvres  compl.   t.  I,  p.  EiöOsqq. '))  ergiebt,  die  Form: 

wo  p,  q  rationale  Functionen  von  s,  a  eine  rationale  Zahl  ist. 

Die  Entscheidung  hierüber  erfolgt  auf  bekannte  Weise. 

Wir  haben   also   unsere   fernere    Untersuchung  nui"   auf  die  Fälle  N>2 
auszudehnen. 


Es  sei  ^vieder  ^{y^,  yj  die  ÜESSESche  Covariante  der  Primform  iV'°"  Grades 
^iy,,y^)-,  und  es  werde  iV>  2  vorausgesetzt.  Da  diese  Covariante  eine  Prim- 
form ist  (s.  No.  12),  so  bilden  ihre  Linearfactoren  das  reducirte  Wurzelsystem 
einer  irreductiblen  Gleichung  m*^"  Grades  (s.  No.  10),  dessen  Gliederzahl  2iV"— 4 
ist.    Der  Index  dieser  Gleichung  sei  L\  so  ist  nach  Satz  Tl.  No.  9  und  No.  1 1 

(1.)  (2jV-4)L'  =  m  =  LN. 
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Ks  bedeute  nun  -q  einen  Linearfactor  von  ^(y^,^^),  J  eine  pi-imitive  L*^  Wurzel 
der  Einheit,   C  einen   beliebigen  Linearfactor  von  ?'"(^,,  ^,)-     Da   -q  und  C  In- 

tegi-ale  der  Differentialgleichung  (B.)  sind,  so  ist  C  nach  No.  6  eine  rationale 
Function  von  vj  und  *. 

Es  sei  der  Eactor  C  —  J^(^)  so  beschaffen,  dass 

(2.)  _F(^)^  ßr/"^'HrÖ, 

WO 

(3-)  l-CV-)   =  C,  +  c,-r,'+c,,r,^'  +  -  +  c.„_„,rr''" 

(s.  No.  7),  so  geht  durch  einen  Umlauf,  welcher  vj  in  qJ  überführt,  F{-q) 
in  J~'F{Ti)  über.  Es  genügt  daher  der  irreductiblen  Gleichung,  welche  [119 
C  befriedigt,  auch  QJ~'^.     Nach  Satz  I.  No.  9  ist  demnach 

(4.)  7;  >  L. 

Ist   I)   iV^  4,  so  ist 

Es  folgt  also  aus  (1.)  und  (4),  dass  nur 

L'  =  L    und     N  =  i 
sein  kann. 

Ist  2)  N=  'i,  so  ergiebt  die  Gleichung  (i.) 

(5.)  3L  =  2L\ 

Es  ist  also  i'  >  L.  In  diesem  Falle  ist  aber  nach  Satz  I,  No.  9  L  ein  Divisor 
von  L\  also  2  y    eine  gerade  Zahl,  daher  kann  die  Gleichung  (5.)  oder 

nicht  bestehen. 

Hat  also  ein  T,inearfactor  C  der  IlESSESchen  Covariante  die 
Form  (2.),  so  ist  N  =  i. 

Hierher  gehört  auch  der  Fall  Z,  =  1,  da  in  diesem  l'^alle  jedes  Integral 
die  Form  (2.)  hat.     Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

(6.)  L'(2JV-4)  =:  ]S\ 

also 

N  =2+    -J~-, 
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eine  Gleichung,  welche  in  ganzen  Zahlen  nur  bestehen  kann,  wenn 

L'  ^  1,    N  ^  i. 

Ist  endlich  ein  Factor  C  der  HESSESchen  Covariante  gleich  «(j,  wo  a  eine 
Constante,  so  ist  nach  Satz  IV.  No.  10  und  nach  No.  12  diese  Covariante  von 
<l'(y^,!/J  nur  um  einen  constanten  Factor  verschieden,  also: 

SA'- 4  =  N, 
d.  h.  wieder 

(7.)  N  =  4. 

15. 
Es    mögen    die  Bezeichnungen    der   vorigen  Nummer   beibehalten  werden, 
aber  es  werde  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Factoren  C  die  Form.  ßif~'''b{r^'') 
habe,  oder  gleich  -/j  multiplicirt  mit  einer  Constanten  sei. 
i2o]    Es  ist  alsdann  nach  No.  7,  IV.  kein  Glied  der  Reihe: 

(1.)  -PW,   Fir^J),   F{r,.r),    ...,    Fir^J'-'), 

wo  C  =  F(r[)  und  k  =  L  oder  y,  je  nachdem  L  ungerade  oder  gerade,  gleich 
einem  anderen  multiplicirt  mit  einer  Constanten.  Demnach  sind  die  Glieder 
der  Reihe  (f.)  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der  irreductiblen  Glei- 
chung, welcher  C  genügt,  also  sämmtlich  Factoren  von  '^'{y^-,y^)- 

Ist  i*^i(-/))  ein  Linearfactor  von  ^(y^,y^)-,  welcher  keinem  Gliede  der  Reihe 
(1.)  mit  einer  Constanten  multiplicirt  gleich  ist,  so  ist  auch  F^i^qJ")  für  ein 
beliebiges  ganzzahliges  a  nicht  gleich  einem  Gliede  der  Reihe  (l.)  mit  einer 
Constanten  multiplicirt. 

Denn  aus  der  Gleichung 

wo  e  eine  Constante  ist,  würde  sich  wegen  der  In-eductibilität  der  Gleichung 
für  -(i  ergeben: 

FM)  =  ^FiriJ'-'), 
gegen  die  A^'oraussetzung. 

Es  ist  also  keines  der  Glieder  der  Reihe 

(2.)  FM,F,ir^J),   ..-,  FÄ-r^J'-') 
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gleich  einem  Gliede  der  Reihe  (1.)  mit  einer  Constanten  maltiplicirt.  Es  ist 
aber  auch  nach  No.  7,  IV.  kein  Glied  der  Reihe  (2.)  gleich  einem  anderen 
derselben  Reihe  mit  einer  Constanten  multiplicirt.  Die  Glieder  dieser  Reihe 
sind  also  neue  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der  Gleichung  fiir  C, 
also  sämmtlich  Factoren  von  ^(yii^J. 

In  ähnlicher  Weise  würde  aus  der  Existenz  eines  Linearfactors  ^^{'ri)  von 
*F(y,,  yj,  welcher  weder  gleich  einem  Gliede  der  Reihe  (1 .)  noch  einem 
Gliede  der  Reihe  (2.)  mit  einer  Constanten  multiplicirt,  die  Existenz  einer 
von  (J .)  und  (2.)  verschiedenen  Reihe: 

(3.)  F,(r,),F,(r,J),...,F,{r,J'-) 

von  Gliedern  desselben  reducirten  Wurzelsystems  oder  A  neue  Factoren  von 
^(^i'^ä)  ^'^^^  ergeben. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Schlusses  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

I.  Ist  iV">  2  und  kein  Factor  der  HESSEsehen  Covariante  ^{y,,y,) 
der  Primform  <1*(^^,  i/^)  iV'*"  Grades  von  der  Gestalt  ßri^~'i/(ri^),  so 
ist  ^(y  ,)/)  ein  Froduct  von  Factoren  der  Form:  [lai 

(4.)  P,  =  F,(>))f,(r|J)...F,(,J"), 

WO  X  ^  L  oder  -^,  je  nachdem  Z,  ungerade  oder  gerade  ist. 

Da  die  Anzahl  der  Factoren  von  '^(y^,%)  gleich  2iV— 4,  so  ergiebt  sich 
aus  diesem  Satze: 

II.  Es  ist  X  ein  Divisor  von  2iV"- 4. 
Setzt  man  also 

^^-■, 

so  ist 

(6.)  •i'i'juy,)  =  6'p,p,...p,., 

wo  C  eine  Constante  bedeutet. 

J6. 
Unter  den  Voraussetzungen  der  vorigen  Nummer  sei: 
l)  L  =  2.     Aus  Gleichung  (t.)  No.  14  folgt  alsdann 
2/,'  ^,  2 


(l.)  i\  = 


L'- 
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d.   h. 

(2.)  i'  =  2,     N  =  4 

oder 

(3.)  U  =  3,     N  =  3. 

2)  ly  >  2.     In  diesem  Falle  bilden  nach  No.  7,  I. 
V,    und    v,-^"''i'(Tj^) 

ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.).  Setzen 
wir  demnacli 

(*•)  tl,  =  -'„     ?,  =  !'- ■>(>-,'■)■ 

Wir  haben  alsdann 

(5-)  -P',(vi)  =  '^JU  +  ß.y,, 

wo  «j.,  /3^,  Constanten  bedeuten.     Ferner  ist , 

(6.)  F,(:r,J-'-)  =  «,./■'■//, +  |J,J-\v,. 

Demnach  ist 

('■)  e,  =  j    ■   [f,vl  +  (~i-f^,/j,. 

Es  ergiebt  sich  also  aus  Gleichung  (6.)  vor.  Nummer: 

laa]  Ist  iV>- 2,  i  >  2,  und  kein  F actor  d er  Hesses chen  Covariante 
^iViiVi)  ^ß-^'  Primform  ^{y^iV^)  A'*'"  Grades  der  Gestalt  (*v)^"'(jj(rj^), 
oder  gleich  ^  multiplicirt  mit  einer  Constanten,  so  hat  ^'"(y^,i/,) 
die  Form: 

(8-)  'Hv^^ih)  =  '?(^'*''+(-i/-'«;j/,)(^tK+(-iy-'«^y,).--(i?''^'+(-iy-"'4!/;), 

wo  C  eine  Constante  bedeutet.  Diese  Covariante  enthält  also  y 
und  y^  nur  in  solchen  Potenzen,  deren  Exponenten  Vielfache  von 
A  sind.. 

J7. 
Die  HESSEsche  Covariante  der  HESSESchen  C'ovariante  ^'(^i'^J  Gleichung 
(8.)  vor.  Nummer  hat  die  Gestalt; 
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WO  ^i(*/,',  ^j)  nur  solche  Potenzen  von  y^  und  y,^  enthält,  deren  Exponenten 
Vielfache  von  A  sind. 

Da  die  ÜEfiSESche  Covariante  '^'{y^^y^  nach  No.  1 2  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  ist,  so  ist  nach  Satz  III.  No.  5  auch  die  ÜESSESche  Covaxiante 
der  ÜESSEschen  Covariante  ^Xy^Vi)  Wurzel  einer  rationalen  Function.  Da 
^viViiV-i)  ^^"^  Factor  y^  A~2mal  enthält,  so  enthält  dieselbe  Form  nach 
Satz  VI.  No.  1  0  sämmtliche  mit  y^  zu  einem  reducirten  Wurzelsystem  zu  vex- 
einigenden  Integrale  als  Linearfactoren  und  zwar  jedes  mindestens  zur  A  — 2'™ 
Potenz.  Da  die  Anzahl  der  Glieder  dieses  Wurzelsystems  mindestens  gleich 
JV  ist,  so  ist  'I^,(y,,yJ  demnach  durch  eine  Form  vom  mindestens  (^  —  2)1^" 
Grade  theilbar.     Nun  ist  ^',(y,,?/J  vom  Grade  4iV— 12.     Es  muss  also: 

(2.)  4iY-12>(A-2)Ä' 


oder 


(2a.) 


(3.) 


(6-A)iV^12 

Aus  dieser  Ungleichung  folgt: 
I.    Die  Zahl  A  ist  kleiner  als  6. 
Aus  Gleichung  (1.)  No.  14  folgt: 


Aus  No.  14,    ferner   dem   Satze  11.  No.  15,    dem   Satze  I.  dieser  Nummer    und 

der  Gleichung  (3.)  ergiebt  sich,    dass   füi'  iV>  2,  i  >-  2  die  folgende  Tabelle 

die    allein    zulässigen  Werthcomhinationen    von  iV,  X,  L'    sämmtlich 
enthält : 


i=    3, 

J  =  3 

i'=  2, 

»=    8   oder   /,' =  3, 

iY  =  4, 

L=    4, 

>.  =  2 

L'=  3, 

.A'=    6   odar    t' =  4, 

^'  =  4    oder   L'  = 

i=     6, 

A  =  5 

i'=  3, 

A'=  Vi   oder   i'  =  5, 

JV=  4, 

i=    0, 

A  =  3 

L'=i, 

S=    8   oder   /,'»5, 

N  =  5   oder   i'  = 

L=    8, 

X=  i 

L'=  6, 

A'—  10   oder   i'  =  ß, 

Ä  =  6    oder   L'  = 

L=  10, 

A  =  5 

/;  =  6, 

JV  =  12    oder   //  =  7 

W=  ?. 

Aus  No.  J4,  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  in  No.  16,  dem  Satze  I.  in 
No.  1 1  und  aus  der  eben  aufgestellten  Tabelle  (4.)  dieser  Nummer  ergiebt  sich 
der  Satz: 
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II.  Der  niedrigste  Grad  N  einer  aus  einem  beliebigen  Funda- 
mentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  i/^,  y^ 
gebildeten  Form  fiy^yP^),  welche  gleich  einer  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  von  2,  ist  niemals  grosser  als  12. 


Es  sei  wieder  yj  ein  Linearfactor  einer  Primform  niedrigsten  Grades,  und 
es  werde  L  >-  1  vorausgesetzt.  Es  giebt  alsdann  nach  No.  7,  I.  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  von  der  Form 

(1.)  S,   =  r„      ,j,  =  ,'-«>)'). 

Stellen  wir  die  Primform  iV*°"  Grades  durch  dasselbe  dar,  so  haben  wir 

"l"  ( !fi  T  .9, )  =  «0  yf  +  «1  y^~'  !/=  +  ■■■  +  a^y^. 

Diese  Form  hat  die  Eigenschaft: 

(2.)  *(yj,yj-')  =  '*(y„y,), 

WO  £  eine  Constante  bedeutet. 

Da  die  Gleichung  (2.)  identisch  erfüllt  werden  muss,  so  ergiebt  sich,  dass 

(3.)  ,  =  J"-', 

WO  fc  eine  der  Zahlen  0,  1,  ...,  iV  bedeutet,  und  dass 

(4.)  %  =  0,     wenn  nicht    2i  =  21c,  mod.  L,    d.  h.    i  =  h,  mod.  k. 

Da  aber  ^{y^,y^)  als  Primform  keinen  quadratischen  Factor  enthalt,  so 
dürfen  nicht  gleichzeitig 

'^■t]  a„  =  ü     mid     «,  =  0 

und  nicht  gleichzeitig 

ag_^  ^^  0     und     « j,  =  0 

sein.     Da    aber    der  Voraussetzung  nach  y^  ein  Divisor  der  Form  ^(ij,y)  ist, 
so  hat  man 

(6.)  a^f  =  0. 
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Demnach  ist  entweder 

(6.)  2/,- =  0    und    2!,:  =  2(N-1}   \ 

oder  [  »nod.  //. 

(6a.)  2k  =  2    und    2/:  =  3(iV-l)   ) 

Tm    Kalle   (6.)   wäre 

2(iV-l}  =  0,  mod,  L, 

d.  h. 

(7.)  N~l  =  0,  mod,  A. 

Finden  nun   1)  die  Voraussetzungen  der  No.  14  statt,  so  ist 

JV  =  4, 
also,   da  i  >  2,  nach   Gongruenz  (7.), 

1  =  3. 
Es  ergiebt  sich  also 

(8,)  N  =  4,     L  =  3     oder     i  =  6. 

Pinden    2)    die    Voraussetzungen     der    No.  15  statt,    so    folgt     aus     der    Cün- 
gruenz  (7.) 

(9.)  2iV'-2  =  0,  mod.  A. 

Unter  denselben  Voraussetzungen  ist  aber  nach  dem  Satze  U.  in  No.  ]  5 

(10.)  2N-i  =  0,  mod.  A. 

Aus  den  Congruenzen  (9.)  und  (10.)  ergiebt  sich: 

2  =  0,  mod.  A, 
d.  h, 

(11.)  A  =  2,     L  =  4. 

Die  möglichen  Gestalten  der  Primformen  niedrigsten  Grades 
für  N>2,  i>  2  sind  danach  in  folgender  Tabelle  enthalten: 

Euche,  DiiitlioiB.  Waric.    n,  6 
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(12.) 


w 

S  =  3, 

i  =  4, 

1>(»,,!/,) 

=  \f,  +  <^2y,yl, 

(« 

JS'=  4, 

i  =  3     oder     6, 

*(!(,■!/■) 

=  «,'A  +  ',S,f„ 

»  =  4, 

L  =  4, 

<II  (•/.,</,) 

=    "l?/'^2+«S?/l!/^ 

(r) 

1?=  5, 

L  =  6, 

"'(y,.!/.) 

=  ö.!/;»/, +  «^)/,,?/j, 

(ä) 

»  =  6, 

i  =  4, 

'I'(2/n?/J 

=  «,?;?■  +  ».  s;  !/;+«=  y.sS- 

Ä'=  6, 

L  =  8, 

t>(l/„!l,) 

=  «,!/;</■+»,?,•'=, 

(«) 

N=  7, 

t  =  10, 

<I>&„»,) 

=  '.P'iS.  +  i'.S,!/'., 

ft) 

iV  =  8, 

L  =  3    oder    6, 

*(S„9,) 

=    '*iJ/I;/s  +  '^4  2/IS'a  +  a,?/,  J/a, 

(i) 

S  =  10 

i  =  8, 

*{»„!/.) 

=  «,»>■  +  «,»;!(?  +  ",!/,>•, 

(S) 

JV  -  12 

i  =  5     oder     10, 

*(»..»,) 

=  »,!/"!/,+",»;»!+<■„!(,?;'. 

Die  Tabelle  (12.)  der  vorigen  Nummer  gestattet  noch  einige  Reductionen. 

In  der  That  ist  die  HEsSEsche  Covarlante  einer  kubischen  I'orm  eine 
quadratische  l-^orm.  Es  kann  demnach  N  nicht  den  Werth  3  haben  (siehe 
auch  No.  1  2).     Deshalb  ist  in  obiger  Tabelle  die  Form  («)  auszuschliessen. 

Die  HERSESche  Covariantc  der  Form  (/3)  für  7v'=  4,  L  =  i  obiger  Ta- 
belle ist 

Es  ist  daher  nach  Satz  III.  No.  5  schon  «,y,^  — «„y^  Wurzel  einer  j'ationalen 
Function,  also  iY-<4.  Demnach  ist  die  Form  [ß)  für  iV=^  4,  X=  4  aus- 
zuschliessen. 
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^^^  fXVi^y^)  ^i'i'^  beliebige  binäre  Form,  so  ist  beltanntlicli 
ÖY  ö'f  J'f  >'f       ,    ,(r~i)        d'f  d'f 


43 
[,a6 


(!■) 


'(•■~i)    d'f 

1 . 2       dy[  ^  dpi  dy\  dy'!^ 


dy\   dy[ 
eine  (.!ovariante  von  f{y^,pj. 

Danach  ist  für  r  ^  4  eine  Covariante  der  T^orm  (y) 
(la.)  -  (1  .  2 .  3 . 4)' .  2  .  3  «,  ß^  j/,  y^. 

Da   nun    weder   a^  noch  a^   verschwinden    dürfen,    weil  'l>(*/j,?/J  als  Primform 
nicht  durch  einen  quadratischen  Factor  theilbar  ist,  so  ist  demnach  (la.)  eine 
Form  zweiten  Grades,   welche  nach  Satz  III.  No.  5  Wurzel  einer  rationalen 
Function  ist.     Es  wäre  also  iV-c:5,  und  deshalb  Form  (y)  ausznschUessen. 
Ebenso   ist  für  )■  =  6  eine  nach  ( I .)    gebildete  Covariante    der  Form  (s) ; 


(Ib.) 


Es   ist    also    aus    denselben    Gründen  For 
demnach  folgende  Tabelle: 


2.5.(]  .2.3.4.5.6)'a,H,i/,(/j. 

(e)   auszuschlicssen.     Es    verbleibt 


4 

3  oder  (i 

c^iA  +  Ostf.yl 

6 

4 

"rp[y.  +  ^>ylyl  +  ci,y,yl 

ti 

8 

'^,fi%  +  <^.?/,?A 

8 

3  oder  6 

a,y\y^  +  a^f,yt  +  a,y,yl 

]S'ach  Gleichung  (2.)  No.  16  muss  noch  der  Fall  iV=  4,  i  =  2  berück- 
sichtigt werden  (N=  3  Gleichung  (3.)  daselbst  ist  aus  dem  im  Anfange  dieser 
Nummer  angegebenen  Grunde  auszuschli essen).  In  diesem  Falle  hat  nach 
No.  7,  I.  jedes  Integral  die  Form 

>J '>(!/')■ 
Mach  No.  14  ist  auch  der  F^all  N  =  4,  L  ~  i  in  Betracht  zu  ziehen. 
Hieraus    folgt,    dass    zur   Tabelle  (2.)    noch    die    aus    einem    beliebigen 
!■' u n d a m e n t a l s y s t e m    tj^,  \    gebildete    Form    vierten    Grades    hinzugefugt 
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werden  muss,  nämlich 

,    ,  (  N  =  i,     L  =   l     oder     2 , 

m\  20. 

Aus  der  vorigen  Nummer  und  No.  2  ergiebt  sich  der  Satz: 

I.  Wenn  die  Differentialgleichung  (B.)  ein  algebraisches  In- 
tegral besitzt,  so  ist  entweder  dieses  selber,  d.h.  eine  aus  einem 
Fundamentalsysteme  von  Integralen  p^,  ^^  gebildete  Form  ersten 
Grades,  oder  eine  aus  denselben  Integralen  gebildete  Form,  deren 
Grad  eine  der  Zahlen  2,  4,  6,  8,  10,  12  ist,  Wurzel  einer  rationalen 
Function. 

II.  Ist  umgekehrt  eine  aus  einem  Fundamentalsysteme  ^,,4/, 
gebildete  Form,  höheren  als  zweiten  Grades  und  nicht  Potenz 
einer  Form  zweiten  Grades,  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so 
hat  die  Differentialgleichung  (B.)  ein  algebraisches  Integral. 

Es  sei  nämlich  die  Form: 

wo  9(ä)  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  bedeutet.  Ist  0(?/^,*/J  die 
Potenz  einer  Form  niedrigeren  Grrades  ^(^,,f/j),  so  ergiebt  sich,  dass  auch 
die  letztere  Form  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist.  Dieselbe 
ist  der  Voraussetzung  nach  entweder  vom  ersten  Grade  —  in  welchem  Falle 
die  Differentialgleichung  (B.)  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  be- 
friedigt wird  —  oder  höheren  als  zweiten  Grades.    Im  zweiten  Falle  sei  also: 

{2.)  '^(.v,,?/,)  =  Ky^+''hyi"y,  +  ---  +  hpl  =  ^(^), 

wo  /t  >- 2,  und  wo  der  Voraussetzung  nach,  wenn 

(2a,)        *■(?/,,  2/J  =  i«ny,  +  ^r,p,f'Ky>  +  '^ny^'i'-^.y,-^  ''^s.t/^f'  ■■-, 

die  Exponenten  «j,  «,,  «,,  .-■  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen. 
Wir  setzen  wie  in  No.  13 


(3.) 


du 


«.).     ^^^^^F^  =  x.(.). 
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Alsdann  geht  die  Gleichung  (2.)  über  in; 

Die    logai'ithmisclie    Differentiation     dieser    Gleichung    unter    Benutzung    der 
Gleichung  (1.)  No.  6   ergiebt: 

(6.)  -C/,(»)  =  9;i.«-i./,^- 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  unter  abermaliger  Anwendung  [128 
der  Gleichxmg  (i.)  ISTo.  6  und  Berücksichtigung  der  Difl'erentialgleichung  (B.): 

Die  Elimination  von  -  j'j    aus  den  Gleichungen  (ö.)  und  (6.)  ergiebt: 

(8.)  c/\lcM^  +  fJuy\  =  [X,{.r+my\. 

Substituirt  man  hierin  für  y^  seinen  Werth  aus  Gleichung  (4.),  so  folgt: 

(9.)  C-[jÄ  +  ,,(„).jrt„)'"=  [X,{.)'^tQ]X{.)'. 

Es    soll  jetzt    na.chgewiesen    werden,    dass    diese    Gleichung    in    Bezug    auf  ?« 
nicht  identisch  erfüllt  ist. 

Dieselbe  wäre  nur  dann  identisch  in  Bezug  auf  «  erfüllbar,  wenn  die 
linke  Seite  von  u  unabhängig  wäre.  Nun  ist  zunächst  der  Voraussetzung  nach 
/'(m)  nicht  identisch  Null,  und  es  kann  auch  nicht  identisch 

sein.     Denn  hieraus  ergäbe  sich 

/■(..)  =  K{u-~v-f, 
WO  K  und  ,w  Constauteii  sind,  oder  was  dasselbe  ist: 
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Dieses  widerspräche  tiber  der  Voraussetzung.     Es  könnte  also  nur  noch 

-ß-f(«r[4^+/,(")']  =  « 

sein,  wo  v  eine  von  ii  unabhängige  und  von  Null  verschiedene  Grösse  wäre. 
Da  der  zweite  l-'actor  von  R  eine  rationale  Function  von  w  ist,  so  müsste  auch 

r(uf  = ,(») 

eine  rationale  Function  von  u  sein.     Hieraus  ergäbe  sich  aber 

/■(«)•  =  j(..)> 

oder 

(«„+»„«)*"'(.„  +  »„»)*"■(<'..+''.■«)■'"•-  =  sW- 

lag]  Es  müssten  also  die  Exponenten  4«^,  4«^,  4«^.  ...  den  gemeinschaftlichen 
Theiler  h  haben.  Da  aber  der  Voraussetzung  nach  a^,  k^,  k^,  ...  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  besitzen,  so  müsste  h  ein  Theiler  von  4  sein,  also,  da 
/f  >-  2, 

A-  =  4 
sein. 

In  diesem  Falle  ist  also : 

r  -  4^!M 3    (äfjuW 

'--         d,,'         f(u)[   du    )' 

Da  aber  der  Voraussetzung  nach  f{u)  mindestens  zwei  ungleiche  Linearfactoren 
hat,  80  ist  f  [j --j  nicht  durch  f{u)  theilbar,  deshalb  kann  R  sich  nicht  iden- 
tisch auf  eine  Constante  reduciren. 

Es  ergiebt  sich  daher  aus  der  Gleichung  (9.)  u  als  algebraische  Function 
von  ^.  Alsdann  a.ber  liefert  auch  die  Gleichung  (4.)  i/^  als  algebraische 
Function  von  i^,  wodurch  unser  Satz  bewiesen  ist. 

■21. 
Ist  y  ein  beliebiges  IntegTal  der  Differentialgleichung  (B.),  so  genügt 
(1.)  ,   =  5- 

einer  linearen  Differentialgleichung  (ii  + 1 )'™  Ordnung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten 
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(vergL  die  Abhandlung  des  Herrn  Liouville,  dessen  Journal  t.  IV,  p.  430). 
Dieselbe  wii-d  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung: 

(2.)  %t  =  (i  +  l)(p-i)P».  +  «'„ 

i  =  0,  1, . . .,  ft  — 1  setzt,  v^  =  V,  v^^^^  =  0  annimmt  und  aus  diesen  fi  Gleichungen 
durch  successive  Differentiation  und  Elimination  i',)  v^,  , ,.,  w    herausschafft. 

I.  Der  Differentialgleichung  (C.)  genügt  auch  jede  aus  einem 
Fundamentalsysteme  */,,  4/^  gebildete  Form  fi*""  Grades. 

In  der  That,  da  derselben  der  Ausdruck 

für  beliebige  Wcrthc  der  C'onstantcn  c^,  c^  genügt,  so  ist  auch 

.  (3-)  |,i,fe,</,+»,.!/.r,  f"° 

wo  die  Ij  ebenfalls  Constanten  bedeuten,  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
(C).     Setzt  man  nun 

lt{{i-l)...(!i-}c  +  l)    __ 

1.2...k  ^  '^* 

und 

(*■)  i>'kY.^i<~''f-i   ^   «*,  (fc  =  0,l,.,„^) 

wo  a^,  ßj,  ...,  a  beliebig  gegebene  Grossen  sind,  so  ist  die  Determinante  des 
Systems  lineaxei  Gleichungen  (4.)  für  die  Grössen  X^,\,...,l  wegen  der 
Wilikürliclikeit  der  Grössen  c^,  c.^  von  Null  verschieden,  woraus  sich  ergiebt, 
dass  das  Integral  (3.)  der  Differentialgleichung  (C.)  gleich  einer  beliebigen 
Form 

gemacht  werden  kann. 

In  der  oben  angeführten  Abhandlung  des  Herrn  Liouville  bemerkt  der- 
selbe pag.  431  in  einer  Note  gelegentlich,  dass 

■^^o    Vo  Vi    zwei    verschiedene    Integi"ale    der    Differentialgleichung    ~{-  =  Py, 
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A^,  A^,  ...T  A^^_^^  willkürliche  Constanten  bedeuten,  das  vollständige  Integral 
der  linearen  Differentialgleichung  (/i+Af"  Ordnung  sei,  welcher  y''  genügt. 
Den  Beweis  theilt  er  nicht  mit,  da  diese  Bemerkung  für  die  Frage,  welche 
dort  verhandelt  wird,  nicht  von  Belang  sei.  Wie  man  sieht,  stimmt  der 
Sache  nach  diese  Bemerkung  mit  unserem  Satze  I.  dieser  Nummer  überein. 
Es  lässt  sich  übrigens  auch  direct  durch  Differentiation  in  analoger  Weise 
wie  für  v  =  y'',  für  v  =  ^('~*y*  zeigen,  dass  die  lineare  Differentialgleichung, 
welcher  dasselbe  genügt,  durch  Elimination  aus  dem  System  (2.)  erhalten  wird. 
Aus  der  Homogeneität  der  Differentialgleichung  (C.)  ergiebt  sich  alsdann,  dass 
eine  beliebige  aus  3/^,  y^  gebildete  Form  ein  Integi-al  derselben  ist. 

II.  Die  Integrale 

(5-)  '!/",  y'x~'y„  ■•■,  < 

der  Differentialgleichung  (C.)  bilden  ein  Fundamentalsystem. 
Denn  wenn  die  Gleichung 

«0  :'/i'  +  t*i  yi~'  ih  +  ■■■  +  ß«  y^  =  0 

ä3i]  bestehen  könnte,  ohne  dass  die  constanten  Coefficienten  a^,  a^,  . .  .,a^  sämmt- 
lich  Null  wären,  so  ergäbe  sich  aus  derselben  ein  für  jedes  ^  constanter  Werth 
des  Verhältnisses  — ,  was  der  Voraussetzung  widerspricht,  dass  1/  ,y  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  bilden. 

Aus  der  Bildungsweise  der  Differentialgleichung  (C.)  ergiebt  sich: 

III.  Die  Differentialgleichung  (C.)  hat  keine  anderen  singu- 
lären  Punkte  als  die  der  Differentialgleichung  (B.). 

IV.  Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  sämmt- 
licb  algebraisch,  so  sind  auch  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (C.)  sämmtlich  algebraisch. 

Sind  nämlich  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B,)  sämmtlich  alge- 
braisch, so  gilt  dasselbe  für  das  Fundamentalsystem  (5.)  der  Integi-ale  der 
Differentialgleichung  {€,),  folglich  für  jedes  Integral 'derselben. 


Aus  den  Sätzen  I.  und  11.  No.  20  und  aus  No.  1 :)  ergiebt  sich,  wenn 
man  noch  erwägt,  dass  die  Differentialgleichung  (C.)  für  fi  =  1  mit  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  coincidirt,  der  folgende  Satz: 
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Die  noth  wendige  Bedingung  dafür,  dass  die  Differential- 
gleichung (B.)  algebraische  Integrale  besitzt,  ist  die,  dass  die 
Differentialgleichung  (C.)  für  eine  der  Zahlen  ft  =  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12 
durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  werde. 

Erfolgt  dieses  für  fi  =  1,  oder  erst  für  einen  der  angegebenen 
Zahlenwerthe  von  ft,  der  grösser  ist  als  2,  so  hat  auch  umgekehrt 
die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale. 

Erfolgt  dieses  aber  zuerst  für  fi  =  2,  und  ist  9(0)  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  (C)  für  ft  =  2,  welches  gleich  einer  Wurzel 
einer   rationalen  Function,    so    ist    ^(^)'    eine   rationale  Function    von 

eine^  constante  Grösse  L  Ist  nun  a/"— /l  gleich  dem  I.ogarithmus 
einer  algebraischen  Function,  so  sind  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (B.)  algebraisch. 

Durch  diesen  Satz  ist  die  Untersuchung  der  Frage,  wie  die  Differential- 
gleichung (B.)  beschaffen  sein  müsse,  um  algebraische  Integrale  zu  besitzen,  [13a 
bis  auf  die  Untersuchung  von  /— rr  für  den  I'all  (*  =  2,  nach  No.  3  auf  die 
elementare  Aufgabe  zuin.\ckgeführt  worden,  zu  ermitteln,  tmter  welchen  Um- 
ständen ein  System  linearer  Gleichungen  Lösungen  zulässt  oder  nicht  zulässt. 

In  der  That  wird  man  ein  für  allemal  für  ^  =  2,  4,  6,  8, 10, 12  die  Diffe- 
rentialgleichung (C.)  aufstellen  können,  und  in  jedem  gegebenen  Falle  die 
Untersuchung  anzustellen  haben,  unter  welchen  Umständen  eine  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen durch  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  wird, 
eine  Untersuchung,  welche  nach  No.  3  auf  die  Frage  der  Lösbarkeit  eines 
Systems  linearer  Gleichungen  zurückgeführt  wird. 

23. 

Wir  wollen  nunmehr  zeigen,  dass  man  die  allgemeine  Aufstellung 
der  Differentialgleichung  (C.)  für  die  angegebenen  Werthe  von  (i 
auch  entbehren  kann. 

Soll  nämlich  die  Differentialgleichung  (C.)  für  jt  >  2  durch  eine  Wurzel 
einer   rationalen    Function    befriedigt   werden,    so    sind   nach    dem    Satze    der 

Fnchs,  mathera.  Worte.    U.  7 
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vorigen  Nummer  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.), 
folglich  auch  nach  dem  Satze  IV.  No.  21  die  sämmtlichen  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (C.)  algebraisch.  Diese  gehört  demnach  zur  Klasse  der  Diffe- 
rentialgleichungen (12.)  No.  4  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  66^))  (vergl. 
diese  Arbeit  l^io.  4),  und  hat  nach  Satz  III.  No.  21  die  singulären  Punkte 
«,,  a^,  . . .,  a  . 

Es  seien  jetzt  7\  und  ^—r.  die  beiden  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkte 
a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung 
(B.)  (s.  No.  4),  y^,  y^  das  Fundamentalsystem,  zu  welchem  diese  Wurzeln  als 
Exponenten  resp.  gehören,  so  gehören  die  nach  Satz  II.  No.  21  ein  Funda- 
mentalsystem bildenden  Integrale  y^,  y'^~'i/j,  ■■■,  y,'  <ier  Differentialgleichung 
(C.)  resp.  zu  den  Exponenten: 

(1.)  ftfi,     (ft~2).j-^  +  l,      [n-ijr,+  2,      ..  .,     ((t-2(i)r;+f(, 

welche  demnach  auch  die  ^  + 1  Wurzeln  der  zum  singulären  Punkte  a.  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (C.)  sind. 

Sind   ferner    o    und  —  o  — 1  die  beiden  Wurzeln    der    zu    ^  ==  oo   gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (B.)  (s.  No.  4), 
so    ergiebt    sich    ebenso ,    dass    die   zu   s  =  oo  gehörige  determinirende  Funda- 
133]  mentalgleichung  der  Differentialgleichung  (C.)  die  Wurzeln 
(2.)  fia,     (^-2)^-1,     (ft-4)a-2,     .  .  .,     (ft-2fi)a-(» 

hat.  Ist  ein  Integral  v  der  Differentialgleichung  (C.)  Wurzel  einer  rationalen 
Function,  so  hat  dasselbe  die  Form: 

(3.)  .-(;,-■.,)'*■(»-«,)"■•. -(^-»/'»W         (S.  No.  3), 

WO  «,,  «j,  ■■-,«„  rationale  Zahlen  und  ^(^)  eine  ganze  rationale  Function  be- 
deuten. 

Aus  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  56^),  No.  5)  ergiebt  sich,  dass  die 
Grössen  «,,  a^,  ■■■,%  Zahlenwerthe  aus  der  Eeihe  (1.)  sind, 

Ist  ferner  v  der  Grad  von  g{s),  so  ist  nach  derselben  Arbeit 
-(*  +  «.  +  «,  +  . -.  +  a^) 
mit  einer  der  Grössen  (2.)  identisch. 


1)  Abb.  TI,  Bd.  I  dioaer  Ausgabe,  8. 159  ff.    Seh. 
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Man  hat  also  nachzusehen,  für  welche  ganzzahligen  Werthe  von  k^,  h^,  ■•■tK 
und  a  die  Summe 

2,  4,  6,  8,  i(),  12  darstellt,  eine  ganze  positive 


wo  (i  einen  der  Zahlenwerthe 
Zahl  V  wird,  und  dann 


(5.) 


:  (ft_2/ö,)r,+  /e,, 


^  (,li-2l;)>;  +  l;, 


:  ((i-2Ä^)f^+Z:^, 


und    den    Grad    von  g(^)   gleich   v    zu    wählen,    und    mit    diesen  "Werthen    zu 
untersuchen,  ob  v  in  (3.)  der  Differentialgleichung  (C.)  genügt. 

Diese  Untersuchung  lässt  sich  nun  folgendermassen  ausführen: 
Es  sei  II  eine  der  Zahlen  1,  2,  4,  6,  8,  10,  12,  und  es  werde  das  Gleichungs- 
system (2.)  No.  21   gebildet: 


(6.) 


— -■-  =  itPv  +  V, 
dv 


2(fl-l)PP.  +  »3, 


=  !^I\ 


(^■) 


9i^)  =  S,  +  9,«  +  S2^ 


und  substituiren  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  (6.)  den  Werth  v  aus 
Gleichung  (3.),  so  liefert  dieselbe  v^.  Setzen  wir  diesen  Werth  für  v^  [134 
und  V  aus  Gleichung  (3.)  in  die  zweite  der  Gleichungen  (6.),  so  erhalten  wir 
v^  u.  s.  w.  Die  letzte  der  Gleichungen  (6.)  muss  identisch  befriedigt  werden. 
Man  erhält  also  aus  dieser  zuletzt  ein  System  lineai'er  Gleichungen  für  die 
Coefhcienten  ^^,  ^^,  .  ..,^^.  Je  nachdem  dasselbe  für  irgend  eine  der  Zahlen 
fi  =  J,  2,  4,  6,  8,  10,  12  und  irgend  eines  der  oben  bestimmten  Werthsysteme 
«  ,  K^,,  ...,  ß  ,  V  endliche  Lösungen  besitzt  oder  nicht,  wird  die  Differential- 
gleichung (C.)  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  oder 
nicht. 
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Wir  schliessen  dem  Vorstehenden  einige  Sätze  an,  aus  welchen  sich  in 
vielen  Pällen  auch  ohne  die  nach  voriger  Nummer  zu  veranstaltende  Rech- 
nung beurtheilen  lässt,  ob  die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale 
besitzt. 

Es  sei  r  eine  Wurzel  der  zum  singuläi-en  Punkte  a  oder  zu  ^  =  co  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (B.), 
wo  a  einen  der  Punkte  a^,  a^,  ...,  a  bedeutet,  und  es  werde  vorausgesetzt, 
dass  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch  sind, 
so  ist  r  eine  rationale  Zahl  (s.  No.  4).  Bezeichnen  wir  mit  ^  das  Glied  des 
zu  a  gehörigen  Fundamentalsystems  von  Integralen  derselben  Differential- 
gleichung, welches  dem  Exponenten  r  entspricht,  und  setzen: 

(1.)  r  =  -^-, 

wo  j  und  n  zwei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  bedeuten. 

Nach  einem  Umlaufe  von  s  um  a  geht  y  in  yj^  über,  wo  j  eine  primitive 
Wurzel  der  Gleichung 

(2.)  f  =  1 

ist.  Nach  No.  1  ist  ti  ein  Theiler  des  Grades  m  der  irreductiblen  Gleichung, 
welcher  y  genügt. 

Die  Anzahl  v  der  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  derselben  Glei- 
chung kann  nicht  kleiner  als  N  sein  (s.  Satz  I,  No.  11). 

Nach  No.  1  und  No.  9  ist  aber 

(3.)  v^Y' 

d.  h.  nach  No,  1 1 

(4.)  „S^. 

135]    Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

(5.)  nSi. 

Ist  demnach 
(6.)  Jf  >  2, 
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SO    folgt    aus    der    Tabelle  (2.)    No.  19  und  Gleichung  (3.)    derselben   Nummer 
(7.)  11  <  10. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Ist  irgend  ein  Kenner  der  auf  ihro  kleinste  Benennung  ge- 
brachten rationalen  Zahlen,  welche  die  zu  den  singulären  Punkten 
und  zu  :?  —  CO  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
der  Differentialgleichung  (B.)  befriedigen,  grösser  als  10,  so  besitzt 
dieselbe  Differentialgleichung  kein  algebraisches  Integral,  wenn 
nicht  diese  selber  oder  die  Differentialgleichung  (C.)  für  fi  =  2 
durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  wird. 

25. 
Wird    die    Differentialgleichung  (C.)   für    jt  =  2    dui-ch    die  Wurzel    einer 
rationalen  Function  befriedigt,   so    ist    unter  Beibehaltung    der  Bezeichnungen 
der  No.  )  3 

Ist  a  irgend  ein  singularer  Punkt  der  Differentialgleichung  (B,),  r  und  1  —  r  die 
Wurzeln  der  zu  demselben  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung, 
so  ist  in  der  Umgebung  von  a: 

wo    X^  und  Xj    nach    positiven    ganzen    Potenzen    von    s  —  a    fortschreitende 
Reihen  sind,  die  für  z  ^=  a  nicht  verschwinden. 
Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  folgt: 

(3-)     ViVi  =  C,.Ca,X'(^-ö^r  +  (<^uCn+<'s.<',ä)^,-X',(^-fl!)  +  C,aC,,X|{s-fly"-''  =  '}(3)~'. 

Ist  '^{s)  für  3  ^  a  von  der  ft'™  Ordnung  Null  oder  von  der  Ordnung  —  (t  un- 
endlich, und  hat  r  einen  von  den  Zahlen  J,  2,  4  verschiedenen  Nenner,  so 
ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  [136 

c„  =  0,     c,,  =  0     oder     i\^  =  0,     i'^,  =  0 
und  —  -|-  =  1   oder 

(4.)  ft  =  -2, 
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d.  h.  4(^)  kann  in  einem  singulären  Punkte  nur  unendlich  werden,  und  zwar 
zweiter  Ordnung.  Nach  Gleichung  (1.)  wäre  aber  jeder  Punkt,  in  welchem 
'^{s)  verschwindet,  ein  singulärcr,  es  kann  deshalb  ^(3)  überhaupt  für  keinen 
endlichen  Werth  von  s  verschwinden.  Wird  aber  i(^)  in  einem  nicht  singu- 
lären Punkte  b  unendlich,  so  folgt  aus  Gleichung  (1.),  dass  (|j(j)  den  Factor 
s  —  b  eine  gerade  Anzahl  mal  enthält.     Es  ist  demnach 

(^.)  M.)  =  -^^ 

WO  g(s)  eine  ganze  rationale  Function  von  s  ist. 

Je  nachdem  also  j—rr  gleich  dem  Loganthmus  einer  algebraischen  Func- 
tion ist  oder  nicht,  sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  Wurzeln 
rationaler  Functionen  oder  überhaupt  nicht  algebraisch. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Wird  die  Differentialgleichung  (C.)  für  ji  =  2  durch  die  Wurzel 
einer  rationalen  Function  befriedigt,  und  sind  die  sämmtlichen  Nen- 
ner der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  von  den  Zahlen 
J,2,  4  verschieden,  so  wird  die  Differentialgleichung  (B.)  entweder 
überhaupt  durch  kein  algebraisches  Integral  oder  durch  die  Wurzeln 
rationaler  Functionen  befriedigt. 

In  einer  Abhandlung  dieses  Journal  Bd.  75,  S.  292ff.^J  hat  Hen-  Schwauz 
unter  Anwendung  von  Abbildungsproblemen  die  Bedingungen  aufgestellt,  unter 
welchen  die  Differentialgleichung  der  GAUssschen  Reihe  algebraische  Integrale 
besitzt.  Da  diese  Differentialgleichung  einen  besonderen  I'all  der  Differential- 
gleichung (A.)  bildet,  wenn  nämlich  die  Anzahl  der  singuläi'en  Punkte  gleich 
zwei,  so  liessen  sich  die  Resultate  des  Herrn  Schwarz  aus  den  oben  ent- 
wickelten Principien  für  den  besonderen  Fall  p  =  2  herleiten.  Wir  heben 
hier  nur  hei'vor,  dass  aus  der  vorhergehenden  und  dieser  Nummer  sich  der 
wahre  Grund  dafür  ergiebt,  dass  in  der  Tabelle  derselben  Abhandlung  S.  323^, 
wenn  nicht  von  den  drei  Zahlen  A",  fi",  v"  zwei  den  Kenner  2  haben,  die  Nenner 
die  Zahl  5  nicht  übersteigen  dürfen. 


ond^i  S.  216.    Soll, 
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26.  [137 

Es  seien  wieder  die  rationalen  Zahlen 

^'-    und     1  -  ^^- 

die  Wurzeln  der  zum  singulare«  Punkte  a^  gehörigen,  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung der  Diiferentialgleichung  (B )  und  »/;,,  2/;,  das  zu  demselben 
singulären  Punkte  gehörige  Fundamentalsystem  von  Integralen  derselben  Dif- 
ferentialgleichung, welche  resp.  den  Exponenten  —  und  1  —  -  -  entsprechen. 
Ferner  sei  -^  die  in  algebraischem  Sinne  grössere  dieser  beiden  Zahlen,  so 
dass  —  positiv  ist. 

Alsdann    ist   nach    meiner  Arbeit    (dieses  Journal  Bd.  titi^)  No.  5)    in    der 
Umgebung  von   a^ 

.3'_ 
(1.)  y,,  =  {^-«,)"^-.> 

WO    ü);^    eine   nach   positiven   ganzzahligen  Potenzen    von    s  —  a.   fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  welche  für  z  =  a,  nicht  verschwindet. 
Nach  No.  6  Gleichung  (1.)  ist 


(2.)  y.,  =  C,-?A 


/: 


wo  C.  eine  Constante  bedeutet. 

Ist  nun  11.  =  2  und  der  Coefficient  y^  von  (.5— «,)'  in  der  Reihe  für 
—2-  gleich  Null,  so  tritt  in  der  Entwiclcelung  von  n.^  kein  Logarithmus  auf, 
und  man  hat  in  der  Umgebung  von  a^  ebenfalls 

(3.)  <(„  =  («'-«,)       •'.»„, 

wo   «).    eine    nach   positiven   ganzzahligen  Potenzen    von  s  —  a.  fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  die  für  z  =  a^  nicht  verschwindet. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  für  alle  singulären  Punkte 

(4.)  it;  =  2,     y,  =  0 

sei.  Es  bleiben  alsdann  ?/^,  ^j,»/,j,  y].,  nach  einem  Umlaufe  von  s  nm  a.  ungeändert. 

1)  Abb.  VI,  fluid  J  dieaar  Auegfibe,  8.  IfiB  IT.    Seh. 
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138]    Ist  li  eine  von  i  verschiedene  Zahl  der  Reihe  1,  2,  ...,  p,  so  ist 

Es  ist  demnach  p''.^  von  der  l'orm: 

Nach,  einem  Umlauf  von  s  um  «^  bleibt  daher  ^J,  ebenfalls  ungeändert.  Da 
aber  y-  als  Integral  einer  Differentialgleichung  von  der  Form  (12.)  meiner 
Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  66,  No.  4'))  überall  von  endlicher  Ordnung  unend- 
lich wird,  so  ist  y.^  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Fnnction. 

Wir  erhalten  also  den  Satz; 

Ist  für  alle  singulären  Punkte  11,  =  2,  ;-.  =  0,  so  wird  die  Diffe- 
rentialgleichung (B.)  durch  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Func- 
tion befriedigt. 

27. 

"Wir  wollen  zum  Beschluss  noch  ein  Verfahren  angeben,  vermöge  dessen 
die  Betrachtung  der  Differentialgleichung  (C )  entbehrlich  gemacht 
und  durch  die  directe  Untersuchung  der  aus  einem  Fundamental- 
systeme y^,  y^  gebildeten  Formen  ersetzt  wird. 

Es  sei  i/j,  y^  ein  beliebiges  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Diffe- 
rentialgleichung (B.), 

(1-)  "H^ir^'O  =  "-yf +<^,yf  "!/,  +  •■■  + a^^yf 

eine  Primform  niedrigsten  Grades,  wo  also  nach  Satz  I.  No.  20  N  eine  der 
Zahlen  2,  4,  6,  8,  10, 12  bedeutet. 

Zum  singulären  Punkte  a^  gehöre  das  Fundamentalsystem  von  Integi'alen 
der  Differentialgleichung  (B.)  ^^,1^,^^  so  ist  bekanntlich 

Sind  die  Exponenten,  zu  welchen  y^,,  y^^  resp.  gehören,  —  und  ]— — ,  und 
bedeutet  j^  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 

(3-)  A'"  =1. 
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SO  verwandeln  sich  y^,  y^  nach  einem  Umlauf  von  s  um  «,.  resp.  in 


(i-) 


(6-) 


'S  ' 


A"  =  , 


cfAur-<i<: 

I, 

A"> 

-C<(jf-i 

->') 

A<" 

««üNjT 

) 

A« 

' 

«'Mü."*-«? 

<J? 

Da    0(i/  ,2/  )  Wurzel    einer    lationalen    Function    sein    soll,    so    muss    die 
Substitution 


(6.) 


Si  = 


if.  K 


diese  Form  in  sich  selbst  multiplicirt   mit   einer  Constanten  verwandeln,    also 

(7.)  ^Hif,v,-\-Ky^,  Kvi+K^y.)  =  ^i'^iVi^y,) 

sein,  wo  s.  eine  Constante  bedeutet. 

Da  diese  Gleichung  identisch  erfüllt  sein  muss,  so  müssen  die  Coeffi- 
cienten  der  Grössen  yf~**/*  auf  beiden  Seiten  üh  er  einstimmen.  Man  erhalt 
so  .¥+1  Gleichungen  für  jeden  singulären  Punkt,  im  ganzen  demnach 

{X+l)9 

Gleichungen,  deren  System  wir  mit  (G.)  bezeichnen  wollen. 

Es  sei  a  einer  der  singulären  Punkte,  und  die  Grössen  c"',  c"J,  c"^,  c'^^  be- 
liebig gewählt,  ferner  sei 


(8.) 


2,  3,  ...,p, 


natism.  Worlie.    3 
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-   <^\i7,i  +  CiiViii  'as   ^   t^ji7i2+ '^ssJ'ss' 


In  meiner  Abhandlung  (dieses  Journal  Bd.  75,  S.  208ff.  ^))  ist  gelehrt 
worden,  wie  die  Coefficienten  der  linearen  homogenen  Kelationen,  durch 
welche  die  zu  den  verschiedenen  singularen  Punkten  gehörigen  Fundamental- 
systeme mit  einander  verbunden  sind,  aus  den  in  den  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung enthaltenen  Constanten  zu  bestimmen  sind.  Danach  ergeben 
140]  sich  die  Grössen  y*,  y'^^,  )'"*,  y'^l  als  bekannte  Functionen  der  in  den  Coef- 
ficienten der  Differentialgleichung  (B.)  enthaltenen  Constanten.  Ihre  Werthe 
sind  z.  B.  fiir  den  Fall  p  ^  2  übereinstimmend  mit  den  durch  die  GAUsssche 
ll-Function  ausgedrückten  Coefficienten  jener  linearen  homogenen  Relationen, 
welche  zwischen  den  zu  je  einem  der  beiden  singulären  Funkte  gehörigen 
Fundamentalsystemen  von  Integi'alen  der  Differentialgleichung  der  GAUssschen 
Reihe  bestehen  (s.  die  Abhandlung  des  Herrn  Kümmee  dieses  Journal  Bd.  15, 
S.  58,  vergl.  auch  die  im  Nachlass  enthaltene  Arbeit  von  Gauss  in  dessen 
Werken,  3.  Band). 

Die  Function  P  in  der  Differentialgleichung  (B.)  hat  die  Form: 

wo  fjg.jC«)  eine  ganze  rationale  Function  von  s  vom  {2^  —  2)^"  Grade  bedeutet. 
Dieselbe  enthält  also  ausser  den  singulären  Punkten  a^,a^,...,a,  die  wir 
als  gegeben  annehmen,  noch  2s»  — 1  Constanten.  Das  System  (G.)  implicirt 
also  als  bestimmbare  Grössen: 

1)  die  Grössen  (.■^j,  f"^,  c^",  c,", 

2)  die  Coefficienten  von  f,„_,{s), 

3)  die  Coefficienten  a^,  a^,  ...,  a^^  der  Form  (l.). 

Das  System  (G.)  ist  nun  für  jedes  N  der  Zahlenreihe  2,  4,  6,  8,  10,  12  auf- 
zustellen. Alsdann  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafüi-, 
dass  eine  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  die,  dass  wenigstens  für 
eines  dieser  Systeme  (G.),  die  Grössen  t),  2),  3)  so  bestimmt  werden  können, 
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dass  dasselbe  befriedigt  wird  und  sich  e^  als  Einheitswurzel  ergiebt.  Denn 
die  l'orm  ^(^,,yj,  welche  nach  den  Umläufen  von  m  um  je  einen  singulären 
Punkt  sich  nur  mit  je  einer  Einheitswurzel  multiplicirt,  ist  Wurzel  einer 
rationalen  Function,  da  y^^  y^  als  Integi'ale  der  Differentialgleichung  (B.)  überall 
von  endlicher  Ordnung  unendlich  sind. 

Es  ist  hiermit  die  Präge  beantwortet,  wie  die  Coefficienten  von  /'„_,(s') 
beschaffen  sein  müssen,  damit  die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Inte- 
gTale  besitzt. 

Wir  haben  oben  dieselbe  Erage  unter  Zuhülfenahme  der  Differential- 
gleichung (C.)  gelöst,  indem  wir  sie  im  Allgemeinen  auf  die  Untersuchung 
zurückführten,  unter  welchen  Umständen  ein  System  algebraischer  linearer 
Gleichungen  befriedigt  werden  könne. 

Das  in  dieser  Nummer  gelehrte  Verfahren  führt  insofeiTi  auf  trans-  [141 
scendente  Gleichungen,  als  die  Coefficienten  y^'J  durch  die  in  den  Coeffi- 
cienten der  Differentialgleichung  enthaltenen  Constanten  sich  im  Allgemeinen 
vermittelst  unendlicher  Reihen  darstellen  lassen  (s.  meine  Arbeit,  dieses  Journal 
Bd.  75,  S.  212*)).  Indessen  wo  die  Gesetze  dieser  transcendenten  Functionen 
sich  einer  ähnlichen  Einfachheit  wie  die  GAUSSsche  H-Function  erfreuen,  wird 
die  zweite  eben  angegebene  Methode  nicht  ohne  Vortheil  anwendbar  sein. 

28. 
Ist  die  Differentialgleichung  (B.)  gegeben,  und  soll  entschieden  werden, 
ob    dieselbe    algebraische  Integrale    besitzt,    so    lässt    die    in    voriger    Nummer 
gelehrte  zweite  Methode  Vereinfachungen  zu. 
Wir  wählen 

{!-)  ^1  =  S'.n     Vi  =  y,a- 

Nach  einem  Umlaufe  von  s  um  a^  ist  alsdann: 

(2.)  ^i3iJf,y.JT^')  =  ^i^iViv^Vi^)- 

Diese  Gleichung  erfordert,  dass  Sj  die  Form  hat: 

(3.)  .,  =  ^-■^'■'\ 

WO  Ä.  eine  der  Zahlen  0,  1,  2, ...,  iV  bedeutet.    Andererseits  aber  muss  *&(^^j,?/,.j) 

1)  Abh.  XIV,  Band  I  dieser  AnseBlie,  S.  399.    Soli. 
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durch  beliebige  Umläufe  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  X*^"  Wurzel  der 
Einheit  übergehen  (s.  No.  9  Satz  I.  und  No.  10  und  11).     Hieraus  folgt: 

(iV-2/,v)i(i  =  0,  mod.  Hf, 

oder,  da  j^  zu  n.  relativ  prim, 

(4.)  (iV-2Ä-;)L  =  0,  mod.  Hj. 

Nun  ist  nach  No.  1   n.  Divisor  von  m  =  NL,  folglich 

(5.)  2it,./,  =  0,  mod.  H;. 

Es  ist  ferner 

a^  =  0,    wenn  nicht    2a  =  2h^,  mod.it,-, 

■\vo  a  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...,  iV  bedeutet,  während  für 

2n  =  2k^,  mod.  n,-, 
«^  unbestimmt  bleibt. 

Hiernach  lässt  sich,  wenn  die  Differentialgleichung  (B.)^  vorgelegt  ist, 
analog  der  Tabelle  (2.)  in  No.  19  eine  Tabelle  (T.)  aufstellen,  welche  für 
14z]  iV=  2,  4,  6,  8,  10,  12  die  den  eben  gefundenen  Bedingungen  genügenden 
Gestalten  der  mit  je  einem  der  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen Fundamentalsystemen  gebildeten  Primformen  enthält. 

Ist  nun 

so  wird 

Soll  '!'(*/.,,  y.J  Wurzel  einer  rationalen  Function  sein,  so  muss  auch  nach 
einem  Umlaufe  von  s  um  flj  die  Form  ^(y;,)^(j)  in  sich  selbst  multiplicirt 
mit  einer  Einheitswurzel  übergehen.  Demnach  muss  ^jX^n^Pti)  ^^  ^'^^  mög- 
lichen Formen  derselben  Tabelle  (T.)  gehören. 

Wendet  man  demnach  die  Transformation  (6.)  für  alle  von  i  verschiedenen 
Werthe  von  k  der  Reihe  A  ^  1,  2,  . . .,  p  an  und  identificirt  ^1(^4,,  «/^j)  mit  den 
entsprechenden  Formen  der  Tabelle  (T.),  welche  mit  y^^,  y^^^  gebildet  sind,  so 
erhält  man  ein  gewisses  System  (H.)  von  Gleichungen,  welches  befriedigt 
werden  muss. 
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Da  nun  umgekehrt  eine  Form  der  Tabelle  (T.),  die  aus  dem  zu  einem 
singulären  Punkte  gehörigen  Fundamentalsysteme  gebildet  ist,  nach  einem 
Umlaufe  von  s  um  diesen  Punkt  in  sieh  selbst  multiplicirt  mit  einer  Einheits- 
wurzel übergeht,  und  die  Integi^ale  überall  von  endlicher  Ordnung  unendlich 
werden,  so  ergiebt  sich: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  Form  Wurzel  einer  rationalen  Function  wird,  ist  die,  dass 
das  System  (H.)  befriedigt  wird. 

Heidelberg,  im  Juli  J875. 
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Änderungen 

gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt; 

S.  18, 

Gl.  (B'.)  Pi(()i/  statt  Pi(t), 

I.    19- 

Zeile  3  t.  rv  statt  B.  i. 

„    32, 

„      4  Function  statt  Functionen, 

»    26, 

„    12  2)  statt  (2.), 

«    27, 

Formel  (3.)  j»  statt  Ä, 

„    28, 

Gl,  (6.)  1  statt  ^ , 

„    3S, 

Zeile    4  V  u   diese  Constaate  statt  dieselbe, 

„    38, 

„1                d        t  tt 

d 

ht 

„    40, 

„      11     y   t  tt       f      h 

d 

b    da  (2.)  . 

als  Gleichungsnummer  unter 

B     43. 

Form  Ifl)  -      t  tt  - 

d  — 

-^-  statt 

'    1.2   ' 

.,    46, 

Zeile  12  ml    t      t  tt  m 

„    47, 

„       6            J      ttty 

»    *8' 

a     ^y  t      t 

tt  1 

Sj  tems, 

„    5S, 

1  f    1       t  tt  d 

t  U 

n      n  1 

d         d 

0  1 

g  —  (i  unendlich  statt  oder  unendlich, 

..    57, 

d    mFlg 

d     ( 

)    tatt  G, 

„    Ö9, 

„        3    4  \\        1 
«      14  71     t  tt  T 

t      1 

t  tt  eine 

rationale, 

2)  Wie  Herr  F   KrriN  {    t  b      li      d      ph    i)t  1     h  medicinischen  Societät  zu  Erlangen,  Sitzung  vom 

26.  Juni  1876,  3   aurh  M  th  m        h     4      !       Bd  11    1877,  S,  US)  bemerkt  hat,  enthält  die  TabeUe 
(12,)  auf  S,  i"  noch     1     fl  1  gl    h  die  Abhandlung  XXV. 

SCH. 
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XXI. 

EXTKAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  A  M.  HERMITE. 

(Journal  de  Matli(5matiques  pures  et  appKguöes,  3^  Serie,  tome  II,  1876,  p.  158 — 160.) 


Mon  Memoire  traite  des  equations  differentielles  lineaires  du  second  [158 
ordre  qui  possedent  des  integrales  algebriques,  et  d'une  application  nouvelle 
de  la  th^orie  des  invai'iants. 

Chaque  integrale  de  l'equation  differentielle  est  une  fonction  lincaire  et 
homogene  de  deux  Solutions  fondamentales  */,,  ^/j  de  cette  equation,  avec  des 
coefficients  constants.  üne  integrale  queiconque ,  algebrique  etant  yj  ,  toute 
fonction  symetrique  des  diverses  valeurs  qu'adraet  v;  est  une  forme  binaire  des 
deux  quantites  y^  et  y^^  qui  est  elle-meme  une  fonction  rationnelle  de  la  variable 
independante  s.  Mais,  comme  eile  peut  etre  uu  produit  de  puissances  entieres 
d'autres  formes  binaires,  il  est  n6cessaire  de  considerer  ces  formes  binaires 
coraposees  des  quantites  y^,  y^,  qui  representent  des  racines  de  fonctions  ration- 
nelles.     Designons  leur  complexe  par  <!>. 

Si  Von  peut  satisfaire  ä  l'equation  differentielle  par  la  racine  d'une 
fonction  rationnelle,  les  formes  lineaires  seront  du  plus  petit  degre  possible, 
parmi  ceUes  du  complexe  0;  en  gen^ral,  nous  allons  chercher  Ic  degre  mini- 
mum  N  qui  puisse  etre  attribue  ä  une  forme  de  ce  complexe. 

Comme  «/,  et  y^  se  changent,  par  les  divers  chemins  qu'on  peut  faire 
suivre  k  la  variable  ^,  en  des  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  ces  m^mes 
quantites,  avec  des  coefficients  constants,  les  diverses  valeurs  qni  en  resultent, 
pour  une  forme  compos^e  de  y^  et  «/,,  s'obtiennent  au  moyen  de  substitutions 
lineaires  effectuees  sur  y,  et  y,.     En  m'appuyant   sur    cette   remarque,  je    de- 
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montre  que  les  covariants  d'une  forme  du  complexe  *I>  representent  aussi  des 
racines  de  fonctions  rationnelles.  De  lä  resulte  que  les  covariants  de  la 
forme  du  degr^  minimum  iV,  dont  les  degres  sont  inferieurs  ä  iV",  doivent 
159]  tous  s'^vanouir  identiqueroent.  On  poun-ait,  par  suite,  obtenir  facilernent 
le  nombre  N,  si  Ton  possedait  la  Solution  du  probleme  suivant:  Trouver 
l'expression  algebrique  des  forraes  binaires  de  degre  7»,  dont  tous 
les  covariants  de  degre  inoindre  que  m  disparaissent  identiqiie- 
ment.  Mais  ce  probleme  n'etant  pas  encore  resolu,  voici  la  marche  que  j'ai 
suivie  pour  determiner  N. 

Parmi  les  racines  d'une  equation  algebrique  irreduotible  qui  satisfont  ä 
l'equation  diff^rentielle ,  je  distingue  celles  dont  les  quotients  ne  sont  pas 
constants,  en  designant  leur  ensemble  par  le  nom  de  Systeme  reduit  des 
racines.  Chaque  forme  du  complexe  *t>,  composee  des  termes  d'un  Systeme 
reduit  comme  facteurs,  etant  aussi  appel^e  forme  primaire,  je  trouve  que 
la  forme  de  degre  minimum  N  represente,  aussi  bien  que  son  covariant  hes- 
sien,  une  forme  primaire.  Je  conclus  ensuite,  de  l'expression  meme  du  cova- 
riant HESsien,  que  N  nc  peut  6tre  superieui-  ä  12;  puis,  au  moyen  d'une 
reduction  ulterieure,  que  N  n'a  qu'une  des  vaieurs  2,  4,  6,  8,  10,  12. 

Donc,  pour  que  l'equation  differentielle  possede  des  integi'ales  algebriques, 
il  faut  qu'une  forme  dont  le  degre  est  Tun  de  ces  nombres  seit  une  racine 
d'ane  fonction  rationnelle  de  la  variable  independante ;  et  le  theoreme  rcci- 
proque  a  lieu,  en  exceptant  le  cas  de  N  =^  2. 

Pour  reconnaitre  s'il  y  a  des  formes  qui  representent  des  racines  de 
fonctions  rationnelles,  j'ai  employe  deux  methodes:  l'une  ramene  ä  la  question 
de  satisfaire  ä  une  equation  differentielle  lineaire ,  par  la  racine  d'une  fonction 
rationnelle.  En  effet,  toute  forme  en  y^,  y^,  et  du  degi-^  m,  satisfait  ä  une 
Equation  differentielle  lineaire  d'ordre  m  +  l;  donc  generalement,  pour  que 
l'equation  differentielle  donnee  possede  des  integrales  algebriques,  il  faut  et 
il  suffit  qu'une  Equation  differentielle  lineaire  determinee,  et  dont  l'ordre  ne 
Burpasse  point  le  nombre  13,  puisse  ^tre  satisfaite  par  la  racine  d'une  fonction 
rationnelle.  Mais  la  question  de  satisfaire  ä  une  equation  differentielle  par 
la  racine  d'une  fonction  rationnelle  se  reduit  ä  la  question  elementaii'e  de 
reconnaitre  si  un  Systeme  d'equations  lineaires  admet  des  Solutions  finies. 
Ensuite  je  monti-e  comment  on  peut  parvenü:  a  ce  Systeme  d'equations  lineaires, 
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Sans  former  effectivement  l'equation  diff^rentielle  d'ordre  iV+1,  mentionnee 
plus  haut, 

La  seconde  des  deux  methodes  dont  j'ai  paiiö  s'appuie  sur  une  recherehe 
directe  des  changements  qu'eprouvent  lea  formea  composees  de  y^  et  j/^,  [160 
par  lee  chemins  divers  de  z,  en  employant  les  coefficients  de  ces  relations 
lineaires  et  homogenes,  qui  lient  les  systemes  fondamentaux  d'int^grales  ap- 
partenant  aux  divers  points  singuUers  de  l'equation  differentielle,  relations  que 
j'ai  developpees  dans  le  Journal  de  M.  Borchardt,  tome  LXXV,  page  208^). 

Enfin  j'ajoute  quelques  theorcmes  particuliers ,  parmi  leaquels  je  ne  men- 
tionne  ici  que  le  suivant;  Les  nombres  rationnels  qui  representent 
les  racines  des  equations  fondamentales  d^terminantes,  appar- 
tenant  aux  divers  points  singuliers  de  requation 

et  ä  3=^00,  etant  reduits  ä  leur  plus  simple  expression,  si  l'un 
des  denominateurs  surpasse  le  nombre  10,  la  proposee  n'a  pas 
d' integrale  algebrique,  a  moins  cependant  que  la  racine  d'une 
fonction  rationnelle  ne  satisfasse  ä  cette  equation,  ou  ä  l'equa- 
tion en  y'. 

Heidelberg,  janvier  1876. 


Hosted  by 


Google 


ANMERKUNG. 


lerungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  64,  Zeile  14  facteurs  statt  facteur, 
„     ,, ,      „       5  V.  u.  13  statt  13, 


S-f  statt  - 
17  wurde  sdu»  zwischsn  »covariant«  und  »HBSaien«  v 
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XXII. 

SUE  LES  EQUATIONS  DIFF^RENTIELLES  LINEAIRES  DU  SECOND 
ORDEE. 


(Comptes  rendus  liebdomadaires  des  Si5ances  de  TÄcadeinie  des  Sciences,  t- 1 
p.  1494-1497;  Söancc  du  26  juin  1876.) 


Lorsque,  plusieurs  mois  apres  la  pubiication  de  mon  travail  sur  les  [1494 
equations  lineaires  du  second  ordre,  dans  le  Journal  de  M.  Borchabdt 
(t.  LXXXI,  p.  97  et  suiv.^)),  mon  attention  se  porta  sur  le  travail  du  P. 
Pepin,  paru  dans  les  Annali  di  Matematica  da  Tortolini  (t.  V,  p.  185  [149s 
et  suiv,),  et  qu'il  rapporte  dans  sa  Note  des  Comptes  rendus  du  5  juin  J  876, 
je  reconnus  aussitöt  que  les  r^sultats  de  cet  auteur  sont  en  defaut,  du  moina 
quant  ä  leur  relation  avec  l'integration  par  des  fonctions  algcbriques  des 
^quations  du  second  ordre. 

Maintenant,  comme  le  P.  Pei^in  semble  croire,  dans  la  Note  citee,  avoir, 
par  son  Memoire,  repondn  aux  questions  se  rapportant  a  l'integration  sous 
cette  forme  plus  tot  et  plus  completement  que  je  ne  l'avais  fait,  je  me  vois 
oblige  de  montier  que,  loin  q\\,e  ce  füt  fait  par  le  Memoire  du  P.  Pepin, 
ses  resultats  sont  au  contraire  en  defaut,  Ces  resultats  se  resument,  comme 
il  l'a  ^nonc^  lui-mßme  dans  la  Note  citee,  en  ce  theoreme:  Si  l'integrale 
generale  de  l'^quation 

f  I  =  P'j 
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est  algebrique,  il  y  aura  toujours  une  integrale  particuliere  teile, 
que  la  fonction  ■-- -^  soit  une  fonction  rationnelle  de  a;  ou  une  racine 
d'une  equation  du  deuxieme  ou  du  quatrieme  degre. 

Tout  d'abord,  je  veux  signaler  uu  defaut  que  la  Solution  du  P.  Pepin 
it,  lors  meme  qu'elle  serait  correcte.  Si,  en  effet,  pour  la  resolubilite 
irique,  la  condition  que 

dx 
:  ä  une  equation  du  quatrieme  degi'e  etait  effectivement  necessaire,  la 
merae  condition  ne  serait  encore  aucunement  süffisante,  car 

n'est  pas  toujours  algebrique  en  meme  temps  que  C- 

Mais  je  vais  maintenant  faire  voir  que  le  theoreme  du  P.  Pepin,  que  je 
viens  de  citer,  est  inexact. 

Prenons,  par  exemple,  l'equation 


oa,  en  posant 


(!•) 


'■^^y  „    ^1    — s^  +  ^  — ; 


D'aprcs  le  Memoire  de  M.  Schwarz  (Journal  de  M.  Borcharut,  t.  LXXV, 
p.  323,  no.  XI')),  cette  equation  n'a  que  des  integrales  algebriques. 

Mais  il  est  utile  de  prouver  cela  ici  directement  en  appliquant  la  raethode 
de  mon  Memoire  cit^  ci-dessus,  puisque  ce  sera  ainsi  donner  la  refutation  la 
plus  simple  du  theoreme  du  P.  Pispin. 

1496]  D'apres  les  principes  de  mon  travaU  dans  le  tome  LXVI  du  Journal 
de  M.  BoRCHARDT^},  on  a  un  Systeme  fondamental  d' integrales  tj^,  tj^,  qui, 
multipliees  respectivement  par  ^  "^,  •?  ^,  sont  holomorphes  (pour  parier  avec 
MM.  Briot  et  Bouquet)  dans  le  voisinage  du  point  ^  =  0 ,  et  un  autre 
Systeme    fondamental    d'integrales   y^,  y^^   qui,    multipliees    respectivement    par 


«  mitli.  ibtasutltiuiK«D,  Bd.  II  (IS90),  r-  S^^- 
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{^  — 1)  "^,  (^^  — 1)  ,  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point  z  =  \.  Ces 
systemes  fondameutaus  sont  lies  entee  eux  par  des  relations  que  l'on  peut 
deduire  des  principes  ^tablis  dans  mon  travail  du  Journal  de  M.  Borchahdt 
{t.  LXXV,  p.  208  et  suiv.^)),  ou  que  ron  peut  mieux  tirer  du  Memoire  de 
M.  Kümmer  (Journal  de  Grelle,  t.  XV,  p.  58)  ou  auasi  des  CEuvres  de 
Gauss  (t.  III,  posth.,  p.  210  et  suiv.).  On  conclut  de  ces  relations  que,  ^ 
faisant  une  cixculation  autour  du  point  ä  =  0,  t/,,  ^^  se  changent  respective- 
ment  en 


\'-^    —  S^ 


QU  j  est  une  racine  primitive  de  l'cquation /"  =^  J. 
II  s'ensuit,  en  posant 

2x 
cos^  1 

10 
et 

(4.)  p,-<^r'ti.  =  ?..  ih-ßf'''^  =  'h, 

que,  par  une  circulation  de  s  autour  du  point  ^  =^  ü,  les  fonctions 

Vi'   y^i    ?of   'Pi!    ?!!   %i   '?.u   1-0'   ''iu   '■r'.i   'Isi   'i'4 

se  changent  respectivement  en 

?2r    "ki^    fo.    ¥4-    'f'ai    Vr'    'S-«!    Vi'    9^,    'ki^    "^i!    ¥1' 

ä  des  facteurs  numeriques  pres,  et  que  le  produit  de  tous  ces  facteurs  num^- 
riques  est  egal  ä  —  Sf^.     Donc  la  forme 

dejä  invariable  par  une  circalation  de  s  autour  du  point  i^  =  1,  se  change  [1497 


1.  a«  «tta  «aitlon.    Seh, 
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par  une  circulation  de  z  autour  du  point  ^  =  0  en  elle-möme  multipliee  par 
—  \f^,  Fax  conseqiient  f(^,,^a)  est  une  raoine  d'une  fonction  ration- 
nelle.  Comme  une  racine  d'une  fonction  rationnelle  ne  varie  pas,  ä  une 
racine  de  l'unite  comme  facteur  pres,  quand  z  fait  une  circulation  autour 
d'un  point  critique,  et  comme  j/,,  y^  acquierent  par  une  circulation  de  z  autour 
du  point  z  =  ]  respectivement  les  facteurs  ftj\  une  forme  binaire  coraposee 
de  ^|,  y^  du  premier  ou  du  second  degre  et  egale  k  une  racine  d'une  fonction 
rationnelle  doit  etre  ou  j/^,  ou  y^,  ou  y,y^-  Mais  aucune  de  ces  formes  n'a  la 
propriete  de  se  transformer  en  elle-meme,  a  une  racine  de  l'unite  comme  fac- 
teur pres,  par  une  circulation  de  z  autour  du  point  ^^  =  0.  Une  forme  du 
douzieme  degi-e  etant  donc  racine  d'une  fonction  rationnelle,  sans  qu'une  forme 
du  premier  ou  du  second  degre  ait  la  möme  propriete,  il  suit  des  theoremes 
cit^s  pages  127  et  100  de  mon  Memoire*)  que  l'equation  differentielle 
n'a  que  des  integrales  algcbriques. 


(Comptes  rendus  etc.,  t,  83,  187Ö,  p.  46— 47;  Seance  du  3  juillet  1876.) 


46]  Nous  venons  de  voir*)  que,  dans  notre  cas,  une  forme  primaire,  comme 
je  Tai  definie  dans  mon  Memoire,  est  d'un  degre  plus  eleve  que  le  deuxieme. 
n  suit  alors  du  m^me  Memoire  que  le  moindre  degre  N  d'une  teile  forme 
ne  pourrait  avoir  qu'une  des  valeurs  4,  6,  8,  10,12.  Nous  allons  faire  voir 
que,  dans  notre  cas,  N  est  egal  ä  12;  car,  en  soumettant  une  forme  binaire 
composee  de  y^.,  y^  et  du  degr6  iV,  oü  iV"  a  une  des  valeurs  que  nous  venons 
d'indiquer,  aux  conditions :  1°  d'etre  invariable  pai'  une  cii'culation  de  :?  autour 
du  point  j  =  1,  ä  des  racines  de  l'unite  comme  facteur  pres;  2"  que  ni  la 
forme  meme,  ni  son  covariant  iiESsien  ne  contienne  des  facteurs  quadratiques 
(voir  p.  1 14  et  1 16  de  mon  Memoire^)),  on  deduit  qu'une  teile  forme  ne  peut 


■")  Comptes  rendus,  söance  du  26  juin  1876,  t.  LXXXII,  p.  1494 ''). 

1)  Memoire  XS,  p.  44  et  14  du  präsent  rolnme.    Seh. 

2)  Nste  pr^c^dente.    Scb. 
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etre  d'un  degre  moindre  que  le  douzieme  et  qu'elle  est  composee 
semblablement  ä  la  forme  (5.), 

Soit  y  une  integrale  qnelconque  de  l'equation  (1.)  et  soit  l'equation  alge- 
brique  ä  laquelle  satisfait  C  =  — °^  du  ?i'*™  degre.  D'aprcs  un  thcoreme  ü'Abel 
(Journal  de  Grelle,  t.  VI,  p.  77^);  voir  aussi  le  Memoire' de  M.  Lioüvjlle 
dans  le  Journal  de  l'Ecole  Polyt,  Cah.  XXIII),  log?/  a  la  forme  AXo^u, 
u  ctant  une  fonction  rationnelle  de  ^  et  de  C  et  .4  en  notfe  cas  un  nombre 
rationnel.  Donc  une  certaine  puissance  de  y,  soit  f/*,  est  une  fonction  ration- 
nelle de  z  et  de  C,  et  satisfait  par  consequent  aussi,  comme  Ton  sait,  ä  une 
equation  dont  le  degre  ne  surpasse  pas  le  nombre  n.  D'apres  le  theoreme 
du  P.  Pepin  cite  ci-dessus,  pour  une  certaine  integrale,  n  ne  surpasserait  pas 
le  nombre  4.  Par  consequent,  on  pourrait,  pour  cette  integrale,  trouver  un 
nombre  entier  fi  tel  que  y''  satisfasse  ä  ime  equation  dont  le  degre  ne  sur- 
passerait pas  le  nombre  4,  c'est  ä  dire  que  y  ne  pourrait  acquerir  par  les 
cherains  divers  de  s  plus  de  quatre  valeurs  dont  les  quotients  ne  soient  pas 
racines  de  l'unite.  Le  Systeme  reduit  (voir  raon  Memoire  p.  111  ^j)  de  cette 
equation,  n'ayant  plus  ainsi  que  quatre  termes,  offrirait  une  forme  primaire, 
dont  Je  degre  ne  surpasserait  pas  le  nombre  4.  Or  nous  avons  demontr^  ci- 
dessus  que  le  moindre  degre  que  puisse  avoir  une  forme  primaire  est  le  [47 
douzieme.     Donc  le  theoreme  du  P.  Pepin  est  en  defaut. 

Je  pourrais,  du  reste,  en  enti'ant  dans  les  developpements  du  Memoire 
d^jä  cite  du  P.  Pepin  (contenu  dans  les  Annali^)),  faire  ressortir  plusieurs 
erreurs  qui  l'ont  porte  au  thcorcmc  que  nous  venons  de  refuter;  mais  cela 
etendrait  cette  Note  plus  qu'il  ne  me  semble  necessaire. 

Enfin  je  remarque  que  l'on  peut  comprendre  aussi  par  ce  qui  precede 
que  le  P.  Päpin  est  en  erreur,  en  croyant  pouvoir  reduire  mes  formes  cano- 
niques  au  premier  ou  au  second  degre,  comme  il  l'a  annonce  a  la  fin  de  sa 
Note,  p.  1326  des  Comptes  rendus*}). 


.)  0™v™  compl.  i 

.na' 

!)  p.  27  dn  pesmt 

volnm. 

8)  t,  V.  186,S,    Seh. 

*)  t.  Sä,  lS7fl.    doh. 
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Änderungen  g 
Es  wurde  i 


t,  ZeUe  9  v.  u.  XI  statt  11, 
,  13  V.  u.  ou  statt  oii, 
,     4  208  statt  209, 


dlogy 


13 


4  C  =  ii^^  statt  : 

de 
9  de  2  et  de  C  statt  de 
K.  p.  111  statt  p.  3 


HEsaien  statt  s 
dlog^ 


coyariante  HESsienne, 
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SELBSTANZEIGE  DER  ABHANDLUKG:  .ÜBER  DIE  LINEAREN  DIFFE- 
RENTIALGLEICHUNGEN ZWEITE»  ORDNUNG,  WELCHE  ALGE- 
BRAISCHE INTEGRALE  BESITZEN,  UND  EINE  NEUE  ANWENDUNG 
DER  INVARIANTENTHEOHIE.,  BORCHAKDTS  JOURNAL, 
BAND  81,  S.  97  sqq.'). 
(Repcrtoriuai  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  I,  1877,  S.  1 — 9.) 


(A.) 

eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten, 
welclier  eine  Wurzel  u  der  irreductiblcn  algebraischen  Gleicliung: 

(1.)  A„tir  +  A^^,tr-'  +  ■■■  +  A^u  +  Ä^  ^  0, 

deren  Coefticienten  rationale  Functionen  von  s  sind,   genügt,    so    genügen  ihr 
die  sämmtlichen  Wurzeln  derselben  Gleichung  (Siehe  S.  100). 

Besitzt  die  Gleichung  (l.)  zwei  Wurzeln  u^,  u^,  deren  Quotient  nicht  für 
jedes  0  constant  ist,  so  bilden  u^,  u^  ein  Fundamen talaystem  von  Integralen, 
d.  h.  jedes  Integral  der  Differentialgleichung  hat  die  l'orm  c^n^  +  c^u^,  wo  c^,  c^ 
constant  sind  (siehe  die  Abhandlung  des  Verfassers  im  66,  Bande  des  Bor- 
CHARDTschen  Journals^)  No.  2*)).     Hieraus  ergiebt  sich,    dass    in    diesem  Falle 


*j  Es  sollon  im  Folgenden  die  Arbeiten  des  Verfassers  im  JäoRCHARDTSclien  Journal  einfacher  durch, 
blosse  Angabe  des  Bandes,  in  welchem  sie  enthalten  sind,  bezeichnet  werden. 


LI  ff.     Die  tTjOl-ttä! 


b,TI,  nandl  disBer  AuBga 
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die    sämmtliclien   Integrale    der   Differentialgleichting    algebraisch    sind    {Siehe 
S.  1  00). 

Ist  der  Quotient  je  zweier  AVuxzeln  der  Gleichung  (1.)  für  jedes  ä  con- 
stant ,  so  hat  sie  die  Form : 

(la.)  ^^M™+^„  =:  0, 

und  die  Differentialgleichung  wird  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function 
befriedigt.  —  Dieser  Satz  wird  (S.  100  — 101 )  aus  einem  allgemeineren  auf 
S,  99  bewiesenen  hergeleitet,  welcher  folgendermassen  lautet:  Besitzt  die 
irreductible  Gleichung  (1.)  zwei  Wurzeln  «*,,  w^,  deren  Quotient  eine  rationale 
Function  j  von  z,  so  ist  j  eine  ganzzahhge  Wurzel  der  Einheit. 
2]  Hieiiaach  sind  also,  wenn  die  Differentialgleichung  (A.)  algebraische  In- 
tegrale besitzt,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Sie  wird  durch  die  Wuizel  tp  einer  rationalen  Function  befriedigt.  In 
diesem  Falle  ist  es  möglich  aber  nicht  nothwendig,  dass  die  Differential- 
gleichung (A.)  noch  ausserdem  ein  algebraisches  Integral  <^  besitzt,  ohne  dass 
-^  constant  ist,  dass  also  der  Differentialgleichung  nur  algebraische  Integrale 
genügen.  Tritt  .-dieses  ein,  so  hat  die  Differentialgleichung  ein  Fundamental- 
system von  Integi-alen,  welches  aus  zwei  verschiedenen  Wurzeln  rationaler 
Functionen  besteht*). 

2)  Die  Differentialgleichung  wird  durch  die  Wurzeln  einer  irreductiblen 
algebraischen  Gleichung  befriedigt,  von  denen  mindestens  der  Quotient  zweier 


■*■)  Man  crLeant  die-ies  am  eiufathaten  folgenderm.i'isen : 

Nich  (B  Wi'    Nu  4)  Lit  \t   m  d«  l  m^Bljune  Pines  singulären  Punktes  a  der  Differeiitialgldchung 
die  Form 

(1-1  ^  =  c,<f\.cM-ttf-i{z), 

wo  C[  und  fj  Constanten  und  y{~)  emp  nach,  ganzen  positnen  Potenzen  von  s  — a  fortschreitende  Reihe 
ditstellt,  welche  für  2  ^=  o  nicht  verschwindet  Hioiaus  eigiebt  siih  dass  —  f-i-j  in  der  Umgehung  eines 
jpden  der  smguhien  Punkte  a  mit  einei  Potenz  \on  ^  — o  multipücut  eindeutig  wird.  Da  diese  Function 
algebiai-^ch  und  fui  alle  uhngen  eudhihen  Werthe  von  e  eindeutig  ist,  so  i^t  sie  Wurzel  einer  rationalen 
Function  Bezeichnen  wii  dieselbe  mit  (,  so  ergiebt  iich  aus  einem  Satze  von  Abel  (vergl.  Liotiville, 
Journil  de  l'Ecole  Poljtech   cah  22,  p  131)   dass 

f -/'"-(»+<' 

■wo  p  eine  rationale  Function  von  C  eine  Constante  bedeutet.    Demnach  ist 
(2.)  ->  =  |?<pt+Cf. 


Süd  I  wieset  Ausgabe,  l 
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nicht  für  jedes  s  constant.  In  diesem  Falle  sind  die  sämmtlichen  Integrale 
algebraisch. 

Der  mit  ] )  bezeichnete  Fall  ist  leicht  zu  erledigen  nach  einem  für  lineare 
Differentialgleichungen  einer  beliebigen  Ordnung  gültigen  Verfahren.  Sind 
nämlich  a^,  a^,  . . .,  a  die  sämmtlichen  singuläi-en  Punkte  einer  solchen  Diffe- 
rentialgleichung, so  hat  eine  ihr  genügende  Wurzel  einer  rationalen  Function 
die  Form: 

wo  K^,  «^,  ...,a^  rationale  Zahlen,  g[£)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet 
(S.  101).  Es  werden  zunächst  (S.  102)  gewisse  algebraische  Gleichungen  ratio-  [3 
nale  Wurzeln   besitzen    müssen,    welche    die    Exponenten    k  .  k «     liefern. 

'  i-  1'     a'         '     p 

Alsdann  hat  ein  bestimmtes  System  linearer  Gleichungen  endliche  Lösungen 
zuzulassen,  welche  die  Werthe  der  Coefficienten  von  g{s)  gewähren. 


Bei    der  Behandlung    des  Falles  2)  voriger  Nummer   ist    es   zweckmässig 
die  Differentialgleichung  (A.)  durch  die  Substitution 


in  eine  Differentialgleichung 

ZU  verwandeln.  Der  Untersuchung  werden  gewisse  aus  einem  Fundamental- 
systeme von  Integralen  der  Differentialgleichung  (B.)  y^^  y^  gebildete  Formen 
zu  Grunde  gelegt.  Es  sei  nämlich  v]  ein  algebraisches  Integral  dieser  Diffe- 
rentialgleichung, welches  einer  irreductiblen  Gleichung 

mit    rationalen    Coefficienten    genügt       Unter    den    Wurzeln    derselben    seien 
1' ''Ji' ■'Ja' ■■  ■)  ^™-!  ^'^  beschaffen,   dass  nicht  der  Quotient  zweier  derselben  für 
jedes  3  constant  ist,    so    wird   ihre  Gesammtheit  (S.  111)    als    das  reducirte 
Wurzelsystem  der  Gleichung  (I.)  bezeichnet. 
Das  Product 
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ist  eine  algebraische  Function,  welche  für  jeden  Umlauf  von  3  in  sich  seihst 
multiplicirt  mit  einer  Einheitswurzel  übergeht,  d.  h.  Wurzel  einer  rationalen 
Function  (S.  114).  Andererseits  ist  v],  als  Integral  der  Differentialgleichung 
(B.)  der  Form  c^y^^c^y^,  wenn  c.^,  c.j  Constanten  bezeichnen.  Demnach  ist 
n  r=  f[y^^y^  eine  aus  y^-,y^  gebildete  Form  «'™  Grades.  —  Wahrend  also  in 
dem  Falle,  dass  die  Differentialgleichung  (B.)  durch  die  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  befriedigt  wird,  eine  lineare  Form  c^y^  +  c^y^  gleich  der  Wurzel 
einer  rationalen  Function  ist,  so  sind  in  dem  allgemeineren  Falle ,  so  fem  die 
Differentialgleichung  nur  algebraische  Integrale  hat.  Formen  höheren  Grades 
gleich  Wurzeln  rationaler  Functionen.  —  Der  niedrigste  Grad  einer  Form 
dieser  Art  werde  mit  N  bezeichnet  (S.  116).  Es  wird  nachgewiesen  (Siehe 
4]  S.  123,  Satz  II.),  dass  die  Zahl  N  niemals  grosser  als  zwölf,  und 
weiter  (Siehe  S.  126),  dass  sie  eine  gerade  Zahl  sei. 

Bezeichnen  wir  den  Complex  aller  Formen,  welche  Wurzeln  rationaler 
Functionen  aequivalent  sind,  mit  0,  so  zeichnen  sich  unter  diesen  diejenigen 
aus,  welche  nur  die  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  einer  irreductibien 
Gleichung  als  Factoren  enthalten,  welcher  ein  bestimmtes  Integral  genügt, 
und  zwar  diese  Glieder  alle  und  jedes  zur  ersten  Potenz.  Dieselben  werden 
Primformen  genannt  (S.  1 1 4).  Jede  Form  des  Complexes  <!>  lässt  sich  in 
ein  Product  von  Priraformen  zerlegen  (S.  115).  Die  Zahl  N  ist  auch  der 
niedrigste  Grad  einer  Primform  (S.  1 1  6). 

3. 

Nach  Ermittelung  der  eben  angegebenen  oberen  Grenze  für  die  Zahl  N 
werden  im  Wesentlichen  zwei  Methoden  angewendet,  um  über  die  Frage  zu 
entscheiden,  ob  die  Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale  habe 
oder  nicht. 

I.  Methode. 

Eine  aus  einem  Fnndamentalsysteme  von  Integralen  der  Differential- 
gleichung (B.)  y^,  y^  gebildete  Form  fi'*"  Grades  genügt  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung f(  +  l'"  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten ,  welche  in  der 
Arbeit  S.  129  als  Differentialgleichung  (C.)  bezeichnet  ist.  Dieselbe  ist  über- 
einstimmend mit  der  linearen  Differentialgleichung,  welcher  y'^  genügt,  wo  y 
ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  ist  (S.  129  —  131). 
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Wird  also  die  Differentialgleichung  (B.)  nur  durch  algebraische  Integi-ale 
befriedigt,  so  muss  die  Differentialgleichung  (C.)  für  fi  —  iV,  demnach,  wenn 
nicht  iV=1,  d.h.  schon  der  Differentialgleichung  (B.)  eine  Wurzel  einer 
rationalen  Function  genügt,  für  einen  der  geradzahligen  Werthe  von  ft 
die  nicht  die  Zahl  12  übersteigen,  durch  die  AVurzel  einer  rationalen 
Function  befriedigt  werden  (S.  131). 

Erfolgt  dieses  für  jt  =  1  oder  für  einen  der  angegebenen  Zahlenwerthe 
Yon  (t  die  grösser  sind  als  2,  so  hat  auch  umgekehrt  die  Differential- 
gleichung (B.)  algebraische  Integrale  (S.  131).  Dieser  Satz  ergiebt  sich  aus 
dem  folgenden;  Ist  eine  aus  dem  Fundamentalsysteme  p^,  y^  gebildete  Form 
höheren  als  zweiten  Girades  und  nicht  Potenz  einer  Form  zweiten  Grades 
Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  hat  die  Differentialgleichung  (B.)  ein 
algebraisches  Integral,  ein  Satz,  welcher  S.  127  —  128  bewiesen  ist. 

Hat  aber  die  Differentialgleichung  (C.)  zuerst  für  fi  =  2  eine  Wurzel  tp  [5 
einer  rationalen  Function  zum  Integral,  so  ist  f^ißf  eine  rationale  Func- 
tion und 


eine  constante  Zahl  X.     Ist  nun 


^/ 


gleich  dem  Logarithmus  einer  algebraischen  Function,  so  sind  die  Integrale 
der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch  (S.  131).  Der  Beweis  dieses  Satzes 
gründet  sich  auf  die  S.  117  — 118  gemachten  Entwickelungen. 

Hiermit  ist  die  Untersuchung  der  Frage,  wie  die  Differentialgleichung 
(B.)  beschaffen  sein  müsse,  um  algebraische  Integrale  zu  besitzen,  bis  auf  die 
Betrachtung  von  f—r-.,  die  im  letztangegebenen  Falle  nöthig  wird,  auf  die  in 
No.  1  dieser  Notiz  angeführte  Aufgabe  zumckgeführt,  nämlich  zu  bestimmen, 
unter  welchen  Umständen  eine  lineaj-e  Differentialgleichung  durch  die  Wurzel 
einer  rationalen  Function  befriedigt  wird,  d.  h.  nach  S.  102  zu  untersuchen, 
ob  ein  bestimmtes  System  linearer  Gleichungen  endliche  Lösungen  zulasst. 

Es  wird  (S.  132  — 134)  nachgewiesen ,  dass  bei  der  Anwendung  dieser 
Methode    die    Differentialgleichung  (G.)    nicht    aufgestellt   zu   werden   braucht, 
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dass  man  vielmehr  ein  derselben  gleichbedeutendes  sich  unmittelbar  dai-bietendes 
System  von  Differentialgleichungen  der  Eeclinung  zu  Grunde  legen  kann. 

II.  Methode. 

Diese  stützt  sich  auf  Entwickelungen ,  welche  der  Verfasser  im  Bande  75 
des  BoRCHÄEDTSchen  Journals  8.  208  sqq,')  in  Bezug  auf  die  Coefticienten  der 
linearen  homogenen  Relationen  gegeben  hat,  durch  welche  die  zu  den  ver- 
schiedenen singulären  Punkten  einer  linearen  Differentialgleichung  gehörigen 
Fundamentalsysteme  derselben  mit  einander  verbunden  werden ;  Entwickelungen, 
durch  welche  diese  Coefticienten  aus  den  in  den  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung enthaltenen  Constanten  bestimmt  werden. 

Indem  nun  (S.  138 — 140)  direct  die  Einwirkungen  der  verschiedenen 
Umläufe  von  ^,  als  eben  so  vieler  mit  einem  Fundamentalsysteme  y^^  y^  aua- 
6]  geführter  linearer  Substitutionen,  auf  eine  aus  y^tV^  gebildete  Form  unter- 
sucht werden ,  erhalten  wir  ein  gewisses  System  von  Gleichungen  zwischen 
den  Coefficienten  jener  linearen  Relationen,  den  Coefficienten  der  Primform 
niedrigsten  Grades,  und  den  in  P  enthaltenen  Constanten.  Es  lässt  sich  dem- 
nach bestimmen ,  wie  diese  Constanten  beschaiFen  sein  müssen ,  damit  die 
Differentialgleichung  (B.)  algebraische  Integrale  besitze. 

Der  Verfasser  bemerkt  jedoch  (S.  141),  dass  die  erste  Methode  vor  dieser 
den  Vorzug  besitze,  die  endgültige  Entscheidung  auf  ein  System  algebrai- 
scher linearer  Gleichungen  zurückzuführen,  während  die  zweite  Methode 
die  Untersuchung  transcendenter  Gleichungen  erforderte.  ludessen  wo 
die  Gesetze  dieser  transcendenten  Functionen  sich  einer  ähnlichen  Einfach- 
heit erfi-euen  wie  die  GAUSSSche  tl-Function,  könne  diese  Methode  nicht 
ohne  Vortheil  angewendet  werden. 

Ist  umgekehrt  die  Differentialgleichung  (B.)  gegeben,  und  soll  ent- 
schieden werden,  ob  diese  algebraische  Integrale  besitzt,  so  lässt  die  zweite 
Methode  Vereinfachungen  zu  (Siehe  S.  141  — 142),  indem  gelehrt  wird,  eine 
Tabelle  von  ähnlicher  Beschaffenheit  aufzustellen,  wie  die  auf  S.  1 26,  und 
die  Relationen  zwischen  den  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  ge- 
hörigen Fundamentalsystemen  auf  dieselbe  anzuwenden. 
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Es  ist  in  No.  2  dieser  Notiz  das  Resultat  erwähnt  worden,  dass  die  Zalil 
N  nicht  gTÖsser  als  12  sei.  Dasselbe  ist  eine  unmittelbare  Folge  von  Ent- 
wickelungen,  welche  sich  auf  die  Eigenschaften  derjenigen  algebraischen 
Functionen,  welche  der  Differentialgleichung  (B.)  genügen,  und  die  Natur 
der  binären  Formen,  welche  aus  einem  Fundamentalsysteme  y^,  y^  derselben 
gebildet  sind,  beziehen  (S.  102— 126).  Die  hauptsächlichen  Elemente  dieser 
Entwickelungen  sind  die  folgenden: 

Sind  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  algebraisch, 
so  ist  jedes  Integi^al  derselben  eine  rationale  Function  von  s  und  einem  be- 
liebigen anderen  Integrale  (S.  107). 

Wenn  ein  algebraisches  Integral  y  auf  einem  gewissen  Wege  in  yj  über- 
geht, wo  j  constant,  so  ist  j  eine  pi-imitive  ganzzahlige  l*'"  Wurzel  der  Einheit; 
es  ist  l  Divisor  des  Grades  m  der  irreductiblen  algebraischen  Gleichung, 
welcher  y  genügt,  und  jedes  Integi'al  hat  die  Form 

worin    a,  ß'  Constanten,    '^(y^)  eine    ganze    rationale   Function    von   y'  vom  [7 
Grade  ~  —  1    mit    in    £   rationalen    Coefficienten   bedeutet.     Die    Grösse    c^   ist 
ebenfalls  constant,  wenn  ^>  2  (S.  108). 
Die  Function 

«/'""' 'l'(y) 

ist  ebenfalls  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  (S.  108  — 109). 

Ist  F[y)  ein  Integi'al,  welches  nicht  gleich  y  multiplicirt  mit  einer  Con- 
stanten und 

1}  («.)     F(y)  =  ß'ii'-''l{ij')     (,3'  constant), 

so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

(,3.)     Fin),  F{yj),  F{yr) FOyj^-) 

nur  um  constante  Factoren  verschieden. 

2)  Ist  F{y)  nicht  der  Form  («.)  und  l  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  kein 
Glied  der  Reihe  (/?.)  gleich  einem    anderen  multiplicirt  mit  einer  Constanten. 
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3)  Ist  F{y)  nicht  der  Form  (a.)  und  l  eine  gerade  Zahl,  so  ist  kein  Glied 
der  Reihe 

(y.)     F{y),  F{yj),  Fiyf),  ...,  F[yf') 

gleich  einem  anderen  multiplieirt  mit  einer  Constanten.     Dagegen  ist 

Äyj^i  =  --Fto'O    (s.  110-111). 

Der  Grad  m  der  irrednctiblen  algebraischen  Gleichung,  welcher  ein  alge- 
braisches Integral  der  Differentialgleichung  (B.)  genügt,  ist  für  alle  Integi'ale 
unverändert  derselbe.  Man  kann  daher  mit  Recht  m  den  zur  Differential- 
gleichung (B.)  gehörigen  Grad  nennen  (S.  111). 

Ist  ?/,  y^,  t/j,  ,..,  ?/„_^  das  reducirte  Wurzelsystem  einer  irrednctiblen  alge- 
braischen Gleichung  m'^"  Grades,  welcher  das  Integral  y  genügt,  und_;',J^,  J^,  ,. ., 
die  Reihe  der  Zahlen,  mit  welchen  irgend  welche  der  Glieder  dieses  Systems 
multiplieirt  die  anderen  Wurzeln  derselben  Gleichung  reproduciren ,  so  sind 
diese  Zahlen  Einheitswurzeln.  Sie  seien  resp.  ^*%  l^'y  /^",  ...,  primitive  Wurzeln 
der  Einheit,  und  unter  den  Zahlen  /,  /,,  l^,  ...,l  die  grösste,  so  ist  l  ein  Mul- 
tiplum  von  l^,  l^,  ...,  und  es  liefert  das  System: 

^n  PiJ>  VtJ^  ■■■'  Vif"  (i^  0,1,2,... ,n-l) 

die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (S.  111  —  113). 

8]  Die  Zahl  Z  wird  der  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  genannt,  es  ist 
also  das  Product  aus  der  Gliederzahl  des  reducirten  Wurzelsystems  in  den 
Index  desselben  gleich  dem  Grade  der  Gleichung  (S.  113). 

Von  jeder  Form  des  in  No.  2  dieser  Notiz  mit  il>  bezeichneten  Complexes 
gilt  der  Satz,  dass  sie  alle  solche  Lineai'factoren,  welche  zusammen  das  reducirte 
Wurzelsystem  einer  irrednctiblen  Gleichung  bilden,  gleich  oft  enthält  (S.  115). 

Gehört  eine  Form  dem  Complexe  0  an,  so  gehört  auch  jede  Co  Variante 
derselben  dem  Complexe  $  an  (S.  106). 

Die  HEssESche  Covariante  einer  Primform  niedrigsten  Grades  ist  ebenfalls 
eine  Primform  (S.  116). 

Die  Linearfactoren  einer  Priraforra  niedrigsten  Grades  bilden  ein  redu- 
ch'tes  Wuizelsystem  mit  kleinster  Gliederanzahl  N.  Es  wird  der  Index  des- 
selben mit  L  (S.  115)  bezeichnet. 
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Es  sei  V]  ein  Linearfactor  einer  Primform  niedrigsten  Grades  ^(y^^yj) 
C  irgend  ein  Factor  der  HESSESchen  Covariante  'F(?/j,yJ  derselben.     Ist 

wo  ß'  constant  und 

so  ist  iV  =  4  (S.  1 1 9). 

Ist  kein  Factor  C  der  Form  [d.),  und  iV>  2,  und  setzt  man  ^  =  y  oder 
i,  je  nachdem  L  gerade  oder  ungerade,  so  ist  A  Divisor  von  2N—4  (S.  121) 
und  ^(y^,l/J  der  Form 

(«•)  n»,,!/.)  =  cißi,/,.+{-if-'«;y;][ß:9',+(-if-'«',!ii]---ißisi-n-vi'-'<'i</,], 

i'=^i(S.122). 

Die  HESSESche  Covariante  *i\{!/,}%)  der  HEssEselien  Covariante  ^(^^,^3) 
hat  die  Form 

wo  ^^'[i'i/'i  i/l)  nur  solche  Potenzen  von  ^,  und  j/^^  enthält,  deren  Exponenten, 
Vielfache  von  A  sind  (S.  122). 

Die  Zahl  ;.  ist  kleiner  als  6  (S.  122). 

Die  Zahl  iV  ist  nicht  grösser  als  12  (S.  123). 

Die  Covarianten  niedrigem  als  iV*™  Grades  einer  Primform  niediigsten 
Grades  müssen  identisch  verschwinden  (Siehe  S.  98). 

Mit  Hülfe  der  Eigenschaften  der  Primformen  niedrigsten  Grades  wird  [9 
eine  Tabelle  für  die  möglichen  Gestalten  derselben  hergeleitet  (S.  123  — 126), 
aus  welcher  sich  namentlich  ergiebt,  dass  N  von  den  die  Zahl  12  nicht  über- 
steigenden Werthen  nur-  die  geradzahligen  annehmen  kann. 


Zum  Schluss  noch  einige  besondere  Resultate,  weiche  zeigen,  wie  man 
in  concreten  Fällen  aus  den  in  der  Arbeit  entwickelten  Principien  einfache 
Mittel  der  Entscheidung  gewinnen  kann,  ob  die  Differentialgleichung  (B.) 
algebraische  Integrale  hat. 

Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (B.)  sämmtlieh  algebraisch, 
so  gehört  sie  zu  der  Klasse  der  Differentialgleichungen  (12.)  No.  4   der  Arbeit 
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in  Bd.  66^),  und  es  müssen  die  AVuxzeln  der  zu  den  einzelnen  singulären 
Punkten  gehörigen  determinixenden  Fundamentalgleichungen  nach  (Bd.  66 
No.  6  11^))  rationale  Zahlen  sein  (s.  8.  104  der  vorl.  Arheit).  Ist  dieses  erfüllt, 
und  irgend  einer  der  Nenner  dieser  auf  ihre  kleinste  Benennung  gebrachten 
Zahlen  gi-össer  als  10,  so  besitzt  die  Differentialgleichung  (B.)  kein  alge- 
braisches Integral,  wenn  nicht  diese  selber  oder  die  Differentialgleichung  (C.) 
für  ft  =  2  durch  die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  wird  (Siehe 
S.  134  —  135). 

Sind  die  Nenner  derselben  Zahlen  sämmtlich  von  den  Zahlen  1,  2,  4  ver- 
schieden, und  wird  die  Differentialgleichung  (C.)  für  ji  =  2  durch  die  Wurzel 
einer  rationalen  Function  befriedigt,  so  genügt  der  Differentialgleichung  (B.) 
entweder  überhaupt  kein  algebraisches  Integral  oder  die  Wurzel  einer  ratio- 
nalen Function  (S.  135  — J36). 

Sind  sämmtliche  Nenner  gleich  2,  ferner  ^  die  in  algebraischem  Sinne 
grössere  der  beiden  Wurzeln  -^-,  1~-^  der  zum  singulären  Punkte  a^  gehörigen 
determinirenden  Fiindamentalgleichung ,  endlich  ^.^  das  zu  —  als  Exponent 
gehörige  Integral  (s.  Bd.  66,  Nq.  6^)),  und  setzt  man  voraus,  dass  für  alle  singu- 
lären Punkte  der  Coefticient  von  (s  —  «J  '  in  der  Entwickelung  von  — ^  nach 
steigenden  Potenzen  von  s  —  a.  verschwindet,  so  wird  die  Differentialgleichung 
(B.)  durch  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt  (Siehe 
S.  137  —  138). 

Heidelberg.  L.  Fuchs. 


1)  ibh.  VI,  Bind  I  lüeser  A 
S)  Ebenaa,  S.  199.    Seil, 
«)  Ebenda,  S.  IWff.    Scb. 
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ANMERKUNG. 


ÄBderaHgen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S,  76,  Zeile  Ib  jedes  stitt  jeden, 

„       ö  Entwickelungen  statt  EmwirLnnoon, 

„       8  V  u  GAbiiBche  n  Fun:,tion  stitt  (lUsssclieii  H-Fuiictioiiön, 
„       7  gebildet  sind  6tatt  überhaupt, 
„      12  die  Kedie  dei  Zalilen  etatt  die  Zahlen, 
„       7  Factor  ^  statt  C  Factor, 
I.  (£.)  (-l)^-Mj'f  statt  (-if-'Liyl, 
,  Zeile  17  No.  6  statt  No.  5, 
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XXIV. 

SUR  QUELQUES  PROPßlETES  DES  INT^IGEALES  DES  EQUATIONS 

DIFFERENTIELLES,  AÜXQUEELES  SÄTISFONT  DES  MODULES  DE 

PERIODICITE  DES  INT:&GEALES  EI-LIPTIQUES  DES  DEUX 

PREMIERES  ESPECES. 

Extrait  d'une  lotti-e  atlressce  ä  M,  Heemite. 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  83,  1877,  p.  13—37,) 


Dans  le  memoire  suivant  je  concois  le  module  h  des  fonctions  eliip-  [13 
tiqu.es  comme  variable  independante,  et  je  definis  les  quantites  K  &t  K" 
comme  des  fonctions  de  cette  variable  au  moyen  de  l'^quation  difFerentielle 
a  laquclie  elles  satisfont,  Soient  K  et  K'  des  valeurs  determinees  de  ces 
fonctions  pour  une  valeur  donn<5e  de  ?e;  leurs  valeurs  qui  correspondent  aux  che- 
mins  de  la  variable  independante  menant  au  m^me  point  li  ont  respectivement 
les  formes  a^K+b^K',  a,^K+b^K',  oü  a^,  6,,  a^,  b^  sont  des  nombres  independants 
de  k.  Je  dötermine  ces  nombres  au  moyen  des  principes  etablis  dans  mon 
memoire  (Journ.  de  M.  Borchardt,  t.  7],  p.  W]  "■)),  et  ensuite  je  demontre 
que  la  partie  reelle  du  quotient. 

a,K+hJC 

est  ou  nulle,  ou  positive.  Ce  tlieoreme  comprend  comme  cas  special  le 
th^oreme  connu  dans  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques,  qui  dit  que,  pour 
une    valeur    fixe    de    h,   la    partie   reelle    du    quotient    des    deux 


1)  ii™,\in,  t.i  ai 
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d^finies  JC  et  K"  est  positive.  Comme  la  demonstratio n  de  notre  theoreme 
plus  general  s'appuie  sur  des  principes  tout-ä-fait  diff&ents  de  ceux  qu'on 
applique  pour  demontrer  le  theoreme  special  dans  la  theorie  des  fonctions 
elliptiques,  eile  en  foui'nit  en  m^me  temps  une  nouvelle  demonstration. 

Je  considere  ensuite,  dans  rcquation  q  =  e  ,  q  comme  variable  inde- 
pendante,  et  je  fais  voir  que  la  fonction  k'  de  q  qui  en  resulte  pai'  l'inversion 
est,  de  m6me  que  K^  une  fonction  holomorphe  dans  l'interieua'  d'un  cercle 
S',  decxit  antour  du  point  (/  ^=  0  comme  centre  avec  un  rayon  egal  ä  i'unite. 
De  cette  recherche  il  resulte  une  connexion  entre  k^  et  g  teile  que,  lorsque  q 
decrit  un  chemin  quelconque  dans  l'interieuT  de  ^,  partant  du  centre  et 
14]  aboutissant  ä  un  point  quelconque  de  la  peripherie,  la  fonction  Ä'  partant 
du  point  k  =  0  doit  aboutir  ä  Tun  des  points  k  =  1,  k  ^=  00.  II  s'ensuit -que 
chaque  point  de  la  circonference  de  ^  est  .un  point  de  discontinuite  de  la 
fonction  F  de  q.  Voila  la  cause  de  la  propriet^  dejä  signalee  de  cette  fonction, 
de  ne  point  permettre  d'extension  par  continuite  au  delä  de  cette  peripherie. 

La  •  dependance  qu'il  y  a  entre  k^  et  q  et  que  nous  venons  d'indiquer, 
peut  egalement  etre  caracterisee  de  cette  maniere  que,  dans  le  plan  de  k,  ä 
un  chemin  quelconque  joignant  le  point  ft  =  0  ä  Tun  des  points  k  =  l,  Ä  =^  oo, 
coiTespond  vm  chemin  de  q,  contenu  dans  Tintörieur  de  ^,  partant  de  5  ^  0 
et  aboutissant  a  la  peripherie,  de  sorte  que  la  fonction  k^  de  q,  holomorphe 
dans  l'interieui'  de  ^,  epuise  tous  les  points  du  plan  de  k. 

Je  considere  en  second  lieu  les  periodes  de  l'intcgrale  elliptique  de 
seconde  espece,  J  et  J',  comme  fonctions  de  la  variable  iudependante  /c,  en 
les  definissant  par  une  (^quation  differentielle  lineaire  du  second  ordre  a  laquelle 
elles  satisfont,  Les  valeurs  diverses  de  /  et  /'  qui  correspondent  aux  chemins 
divers  de  la  variable  independante  menant  au  meme  point  k,  ont  respective- 
ment  les  forraes  a^J+  ß^J',  a^J+  ß^J\  oü  «j,  j3,i  «j,  (Jj  sont  des  nombres  inde- 
pcndants  de  k.     Ayant  determine  ces  nombres,  je  fais  l'etude  du  quotient 

7   „    cc,J+ß,J' 


<x,J+ß,J' 

Ensuite  je  considere,  dans  requation  s  =  e  "  ,  s  comme  variable  independante, 
et  je  demontre  que  la  fonction  — p—  de  s,  qui  en  resulte  par  l'inversion,  est 
aussi  holomorphe  dans  l'interieur  d'un  cercle  8,  decrit  autour  du  point  s  =  ö 
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comme  centre  avec  un  rayon  ^gal  ä  l'unite,  Mais  on  trouve  une  diiference 
essentielle  entre  la  fonction  -^p—  de  s  et  la  fonction  k^  de  g  dont  il  a  ete 
question  plus  haut:  c'est  que  les  valeurs  de  k  correspondant  aux  points  de 
l'interieur  de  ?,  n'epuisent  pas  tous  les  points  du  plan  de  k]  au  contraire  la 
fonction  — p —  de  s  permet  une  extension  par  continuite  au  dela  de  la  Peripherie 
de  S,  de  teile  maniere  que  dans  l'exterieur  de  S  eile  est  aussi  holomorphe 
pour  toute  valeur  finie  de  q.  Eutin  notre  recherche  meme  eclaircira  pourquoi 
c'est  yr  et  non  -j-  qui  joue  le  i'öle  analogue  a  -^- 

1.  [.5 

Supposons  k  reel  et  en  valeur  absohie  inferieur  ä  l'unite,  et  posons 


äx 


8i  en  prenant  la  racine  carree  avec  le  signe  positif,  on  effectue  les  int^gi-ations 
tout  le  long  de  l'axe  reel  des  x,  ces  integrales  seront  des  fonctions  de  k 
hien  determinees.  Soient  x"  ^  y  et  k^  =  —,  de  aorte  que  u  est  reel  et  ^1; 
on  aura 


2^  l   V?/(i-y/){"-!/)  2      J, 


oü  la  racine  \ju  est  positive    et   les   integrations   s'effectuent  le  long  de  Taxe 
reel  des  y  avec  le  signe  positif  de  la  racine  cartee. 
En  posant 


\lyil~y)(u~y)  J,      \/y(y-l)(u-y)' 

on  a 


Les  valeurs  des  fonctions  '/;,,  t}^  de  m  etant  definies  dans  le  numero  pre- 
cedent  pour  des  valeurs  limitees  de  la  variable  tt,  je  rae  propose  de  les  deter- 
miner  pour  des  valeurs  quelconques  complexes  de  cette  variable.  Pour  cela 
je  recours  ä  leur  proprietc  eonnue  de  satisfaire  ä  l'cquation  difterentielle 


(A.) 


'*." 
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(Voir   p.  e.  mon    memoire    dans    le    Journ.  de  M.  Borchardt,    t.  71,  p.  H8^), 

eq.   (7.)). 

All  ffi6me  endxoit  (p.  122^))  j'ai  demontre  ce  qui  suit: 

Au  point  singulier  m  =  0  appartient  le  Systeme   fondamental    d'integrales 

*'oi' ^ü2  l'^^i  dans  le  domaine  du  mßme  point,  ont  les  formes: 


(1.)  {     "'  1    V     2.4.fi...  2b     }      ' 

ou  II^(ii)   est    une    fonction   holomorphe  dans    le    möme    domaine,    definie   par 
i6]  l'cquation: 


HJu)  =  4log2+  r    AJ 


l  +  K.jn-l)  ^ 


HJu)  =  4los2+  /     - -,I    "l^_ ^'  du. 


Au  point  singulier  m  =  1  appartient  le  Systeme  fondamental  d'integrales  w^^,  v^^ 
qui,  dans  le  domaine  du  point  u  =  J,  ont  les  formes; 


2.) 


2.4.6... 


QU  H^{u)    est   une   fonction  holomorphe    dans    le    meme    domaine,    definie    par 
l'cquation: 

Enfin  au  point  singulier  «  =  co  appartient  le  Systeme  fondamental  d'integrales 
1'^^,  v^j  qui,  dans  le  domaine  de  u  =  oo,  ont  les  formes : 


(3.) 


3.4. ö  ...  2b 


oü  -H"^(«()    est   une   fonction   holomorphe    dans   le  meme  domaine,    definie   par 
l'equation: 
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Oll  a  par  consequent 

(4.)  r,,  =  a,v„  +  b,v,^;     r,^  =  «,«„+ 6jf,3, 

oü.  ßj,  6j,  «j,  fej  sont  des  constantes  que  nous  allons  determiner. 
En  posant 

■Ti,  =  A,  +  B, 
et 


:i-y)o*-^)' 

oü  Toii  doit  prendre  \^  positive  et  effectuer  les  integrations  le  long  de  Taxe 
reel  des  y  avec  les  signes  positifs  des  racines  carrees,  on  a 

A^  =  2  log  2,     pour     M  ^   1; 
puis  on  a 

B,  =  21og(\/«  +  l)-logO(-l). 

Donc  [i? 

lim  [-rjj  + log («—!)]  =  4log2,     pour     u  =  1. 

En  ayant  egaid  aux  equations  (2.),   il  suit  de  la  premiere  des  equations  (4.): 

J^  =  -1,     o^  ==  0. 

Par  un  calcul  analogue  il  vient: 

limiij  =  IT,     pour     u  ^  1; 
et  puis 

h^  =  0,     «,  =  TV. 

La  relation  (4.)  devient  ainsi: 

Nous  avons  de  meme 

(5.)  T|i  =  c,v^,  +  d,v^^;     Tja  =  CjV„,  +  (^j«„,, 

oü    Cj,  d^,  Cj,  d^    sont    des    constantes    que    nous    allons    determiner.      On    voit 
immediatement  que 

limiiiV'*  ^^  ■'^T     pour     u  =^  oo. 
II  s'ensuit  donc  des  equations  (3.) 

ä,  =  0,    c,  =  IT. 

FnchBT  mathäm.  Worke.    n.  l3 
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Posons  ij  =  u  —  (u—})s  dans  -/j^;  on  aura 
r7s 


,.,^^r 


M  — 1 


'  \A(i-,)[i-i^ 


■  'l.  +  -B. 


oü   les   integrations    doivent   etre  effectuees  de  la  mime  maniere  que  dans  les 
integrales  A^,  B^.     On  a 

lim -4,  =  2  log  2,  \ 


lim  Tjj  \/m  +  log  —    =  4  log  2,     pour     u  =  oo. 

Par  consequent,  en  ayant  egard  aux  equations  (3.),  il  vient 

i\  ^  -1,     c,  =  Ü. 
is]  Nons  obtenons  ainsi: 

Posons  eiiiiii 

La  dctermination  des  constantes  e^,  f^,  e^,  f^  exige  un  autre  procede,  parce  que 
Yj  ,  Tjj  ne  sont  definies  dans  le  no.  precedent  que  pout  des  valeuTS  reelles  de 
u  qui  surpassent  l'imite.  L'une  ou  l'autte  des  equations  (B.)  et  (C)  est 
propre  ä  definir  les  fonctions  -q^,  vj^  pour  toute  l'^tendue  du  plan  u,  les  fonc- 
tions  ))„,  v,j,  i;„,,  «„^  etant  deterniinees  dans  ce  plan.  (Voir  mes  mömoü-es 
t.  66,  p.  121;  t.  75,  p.  177  du  Journ.  de  M.  Boechaedt ^)).  Nous  pourrions 
aussi  definir  -v],,  vj^  pour  toute  Tetendue  du  plan,  en  fixant  leurs  valeurs  par 
des  integrales  definies  d'apres  la  methode  de  mon  mem.  t.  71,  p.  123^).  Une 
circulation  de  u  autour  du  point  it  =  1  change  v],,  t;^  en  des  fonctions  lineaires 


n.  XIV,  p.  aei  du  1. 1  äe 
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et  homogenes  de  ces  quantites,  representees  d'apres  les  equations  (B.)  par  la 

Substitution: 


s,  = 


De  merae  une  circulation  de  n  autour  de  ?(  ^  co  change  vj^,  r^^  en  des  fonctions 
lineaires  et  homogenes  de  ces  quantites,  representees  d'apres  les  equations  (C.) 
par  la  Substitution: 

Et  si  le  meme  contour  est  decrit  dans  le  sens  inverse,  7],,  t),  deviennent  des 
fonctions  lineaires  et  homogenes  de  ces  quantites  representees  par  la  Substitution: 


«--CL  JV 


la  Substitution  qui  seit  ä  determiner  les  fonctions  lineaires  et  homogenes  des 
quantites  irj^,  i^^,  qui  resultent  d'une  circulation  de  u  autour  du  point  «  =  0; 
on  aura 

(7.)  S_,  =  S,S„ 

en  designant,  comme  on  le  fait  usuellement,  une  Substitution  composce  de 
deux  ou  de  plusieurs  autres,  par  le  produit  des  eubstitutions  composantes. 

L'equation  (7.)  peut  etre  ecrite  ainsi  [tg 

/-l  0\   _  /a-2yi    ß-2Si\ 

[-2i    -ij  -[       y  §       j 

et  fournit  tout  de  suite: 

a-2yi  =  -1,     ß~2d-i  =  0,     y  =  -2i,     ä  =  -1, 
OU 

(8.)  a  =  3,     ß  ^  -2i,     y  =  -2j,     3  =  ~1; 

donc 
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Or  d' apres  les  eqaations  (6.)  et  (i.)  on  a 


/« ß] 


(::0 


")(::  'ä 


en  d^signant  par  Ä"^  la  Substitution  inverse  d'une  Substitution  S,  ou,  en  posant 
Sr.ifJ,  2„if; 


/«     ß\ 


a^if; 


1  + 


On  en  tire  donc  ä  l'aide  des  equations  (8.): 

(9.)  — ^—  _  -1,        -^-  _  -1,         -^  -  1. 

Mais  comme  une  de  ces  Equations  est  une  consequence  des  deux  autres,  elles 
ne  presentent  en  effet  que  deux  equations  pour  la  determination  des  quantltes 
^n  fit  ^ii  ff  IJeux  autres  equations  decoulent  de  la  methode  suivante,  par 
laquelle  nous  pourrons  obtenir  encore  d' autres  formules  utiles  pour  ce  memoire. 
On  a  (Voir  p.  e.  mon  raem.  t.  66,  p.  128^)) 


■  u(u-l)' 


oü  C  est  independant  de  ti.     Par  consequent 

f  («-)  ,.(..-1) 


■]  D'apres   les    equations   (B.)  et  (2.),    t]^  et  -^    ont    des    valeurs   finies   pour 


^ 

1, 

du 

^. 

«(  =  1,    savoir 
Donc  on  a 


n;    en  outre  v]j{m  — 1)  =  0  et  -t^(m  — 1)  = 


-1    pour  u  =  1. 
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et  par  consequent: 


(D.) 

du        " 

= 

-, 

..(..-1) 

On  a  de  m^me: 

C" 

»(1.-1) 

oü  C  est  ind^pendant  de  «t;  donc 

c 

"nS-  » 

M-1 

En  posant  m  =  0,  on  trouve  d'apres  les  equations  (].) 
G'  =  -1, 


par  consequent 
(10.) 


du 
dv„. 


m(m  — 1) 


Or  on  dednit  des  equations  (6.) 


Ih 

dp 

du 

'' 

—  A 

Ol 

dr„ 

dv,. 

du 

da 

^0! 

par  consequent  on  conclut  des  equations  (D.)  et  (1 0.) 

(11.)  A  =  ... 

Soit  u  une  quantlte  reelle  et  positive  inferieure  a  1,  et  l'integrale 

,  =  r      ^ — 
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2i]  prise  le  long  de  Taxe  r^el  des  y  avec  le  signe  positif  de  la  racine  carree; 
ö  Tegardee  comme  fonction  de  ti  satisfait  a  l'equation  diiferentielle  (A.).  Par 
un  calcul  analogue  ä  celui  que  nous  venons  de  faire  pour  la  determination 
de  la  limite  de  -/),  pour  ti  =  1,  on  deduit 

lim  il  =  —T.,    poiir    H  =  \. 

D'une  maniere  semblable  ä  celle  que  Ton  a  employee  ci-dessus  pour  t;^  on 
trouve : 

(12.)  ft   =   --^n- 

De  cette  equation  et  des  equations  (B.),  on  conclut  que  ^  represente,  pour 
des  valeuvs  reelles  de  u  comprises  entre  0  et  1,  le  prolongement  de  la  fonction 
— -f]    teile  qu'elle  est  definie  pax  l'equation  (B.)  ou  (C).     Donc  on  a 

lim  y;^  ^  —lim  El,     pour     u  =  0, 


Mais  en  posant 


K  V3/(j/-i)(w-?/)  K 


lim  J.„  =  -2log2,  i 

lim  B„  =  -  2  log  2  +  lim  log  u,   \        "^  **  —    )■ 


Donc 


lim  [t|5  +  log  ?(]  =  4  log  2,     pour     u  ~  0. 
De  la  seconde  des  equations  (6.)  on  deduit,  en  ayant  egard  aux  equations  (l.), 

f.  =  1,     e,  =  0. 
Par  consequent  Ics  equations  (9.)  et  (IJ.)  dounent  les  valeurs 

C_    =    TT,      /■,    =    i,       Cj    =    0,      /,    =    1. 

On  a  donc: 

(E.)  T,.  =  «v  +  jf,,;     r,,  =  V,,. 

Ces  equations  et  les  equations  (l.)  pourraient  servir  ä  determiner  Fexpression 
de  S^,    que    Ton    trouverait   d'accord  avec  l'expression  dejä  donnee  plus  haut. 
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Recherchons  maintenant  les  diverses  valeurs  que  les  foiictions  tj^,  v;^  peu- 

veiit  acquerir  pour  an  point  quelconque  it,  d'apres  les  divers  cheniins  que 
peut  suivre  la  variable  pour  parvenir  k  ce  point. 

A  cet  effet  on  deduit  aisement  les  equations  [ja 

/     3      -21V        /2n  +  l        -2ni    \ 
^^■>  ^'   -  \-2i    -1  )         \-2ni     -(2n-l)j' 


2.) 


n  -2ir_  n  -2n 


pour  une  valeur  quelconque  entiere  de  n,  en  designant  toujours  une  Sub- 
stitution composee  de  plusieui-s  autres  par  des  produits  et  des  puissances  des 
substitutions  composantes. 

Les  substitutions  S^,  S^  et  leurs  puissances  ont  par  consequent  la  forme: 


oü  A,  (t,  V,  p    sont    des  nombres  rcels  et  entiers.     Composons  la  Substitution  i 
avec  une  Substitution  semblable  a'; 


oü  A',  fi,  v',  q'  veprcsentent  aussi  des  nombres  entiers  et  reels;   il  en  resulte  la 
Substitution 

\{vX^^v')i     -i'.u'+ppV  \v"i    9") 

de  la  mthiie  forme. 

De  lii  il  suit   que  la  Substitution: 

II  =  s^s^s^'s^'s^sy.., 

oü  k,  l,  k^,  l^,  k^,  /,,...  signiftent  des  nombres  reels  et  entiers   positifs,    negatifs 
DU  nuls,  a  toujours  la  forme  d'une  Substitution  a, 

Comme  un  chemin  quelconque  de  la  variable  u  change  les  fonctions 
vj^,  Tjj  en  des  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  ces  fonctions  dont  les  coeffi- 
cients  s'obtiennent  par  une  Substitution  de  la  forme  0,  il  s'ensuit  que  toutes 
les    valeurs    dont    vj^    et   -f^^    soient    susceptibles    pour   le    möme    point    u,    sont 
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repr^sentees  par  les  foimules: 

(F.)  Ay],  +  .aiv5,,     vir^^  +  QT^^, 

oü  A,  [i,  Vf  Q  sont  des  nombres  reels  entiers.    Les  determinants  des  substitutions 
8^  et  Sj  ^tant  egaux  ä  l'unite,  et  le  determinant  d'une  Substitution  coraposee 
de  plusieurs  autres  ^tant,    comme  Von  sait,    egal  au  produit  des  determinants 
des  substitutions  composantes,  il  en  resulte  que 
{&.)  XQ  +  tiv  =  I. 

23]  4. 

D'apres  le  no.  precedent,  le  quotient 


prendra    en    un    point    queleonque    «t,    pour    les    divers    cbemins    par    oü   la 
variable  ti  y  parvient,  les  valeurs  contenues  dans  la  forme: 


(«.) 


i±9i-\. 


en   deaignant   par  H^,  une    valeur    queleonque    parmi  Celles  que  H  acquiert  en 

u,    et  par   A,  f^,  v,  q   des   nombres  reels  entiers  qui  satisfont  a  l'equation  (G.). 

(>r  d'apres  les  equations  (B.),  (C),  (E.)  et  les  ^quations  (l.),  (2.),  (3.)  du 


(« 


H. 

= 

~  i,     pour 

u. 

= 

0.        pour 

H. 

= 

■tlogg   ^    1 

limlogit,     poiir 


c.  ä.  d.  que  la  partie  reelle  de  H^  est  infinie  et  positive  pour  u  =  oo. 

Donc  toutes  les  valeurs  qu'acquiert  H  pour  les  points  ^*  =  0,  1,  co,  la 
variable  u  y  parvenant  par  un  chemüi  queleonque,  sont  reprcsentees  par  les 
formules  suivantes: 


pour 

!  +  (. 

pour 

„  =  i, 

H=|i, 

pour 

U  —  oo, 

H  =  ou  a 

Hosted  by 


Google 


SUR  QUELQUES  EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  DE  LA  THEORIE  DES  FONCT.  ELLIPT.       97 

ou  ä  un  nombre  dont  la  paitie  reelle  est  infinie  et  positive,  en  designant 
toujouTs  par  A,  ft,  v,  q  des  nombres  r^els  entiers  qni  satisfont  ä  l'^quation 
(Gr.).  II  faut  remarquer  que  la  seconde  valeur  que  H  peut  avoir  pour  u  =  oo 
correspond  a  ji  ^  0.  Mais  on  a  alors  d'apres  l'equation  (G.)  Ip  =  1,  ou, 
l,  0  etant  des  nombres  entiers,  A  =  9  =  ±l,  c.  ä.  d.  -|-  =  I.  Portant  dans 
{«.)  la  valeur  de  H^  donnee  par  {ß.)  pour  m  =  co,  et  ft  =  0,  on  arrive  ä  une 
valeur  dont  la  partie  reelle  est  infinie  et  positive. 
Posons  maintenant 

q  =  e         ; 
,  les   differentes   valeurs    qu'acquiert   q  pour  «  =  0,  1,  co,   la   variable   u   ayant 
d^crit   pour    parvenir    ä    Tun    de    ces    points    un   ehemin  quelconque,    sont  [34 
donnees  dans  le  tableau  suivant; 

!q  =  e  '"  *,  pour  m  =  0, 
2  =:  e~'^",  pour  ti  =  1, 
5  =:  ou  ä    e     '       ou  ä  zero,     pour    *(  ^  co, 

oü  d,  s,  C  sont  des  nombres  reels  et  rationnels.     Donc; 

A  Texception  de  la  valeur  g  —  0  toutes  las  valeurs  du  tableau 
(H.)  ont  des  modules  egaux  ä  l'unite. 


On    deduit    des    equations    (B.),  (C),  (E.)    et  des  equations    (1.),  (2.),  (3.) 
du  no.  2 


(1.)  H  . 


fl.(»)-log»  ,        ,     ,       . 

— .r.,  -  , — ~, T-     dans  le  tiomai 

+  .[i4(i.)-log«] 


dans  le  domai 


'ß.)  H  = ll^{ti) log—     dans  le  domai 


ne  de    u  =  0, 
de    M  =  1, 

de    u  =  00. 


Comme  H„{u),  —II^{u),  —  H^{u}  dans  le  voisinage  respectivement  de  ti  =  0, 
is  =  1,  M  =  00  ne  diiferent  que  tres-peu  de  la  valeur  4  log  2,  tandis  que  les 
parties  reelles  de  logM,  log(M  — 1),  log—  dans  le.  voisinage  respectivement  des 
m^mes  points  acquierent  des  valem-s  infinies  negatives,  on  conclut  que  lea 
parties  reelles  des  valeurs  de  H  donnees  par  les  formules  (1.),  (2.), 
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(3.),  sont  positives  dans  trois  parties  du  plan,  dont  l'une  contient 
lepoint  ^(  =  0,  l'autre  le  point  m  =  1  et  la  troisieme  le  point  u  =  oo. 
Designons  ces  parties  du  plan  respectivement  par  f^,,  f^,  f^- 
Soit  pour  un  chemin  quelconque  de  u 

H  =  a  +  ßi, 

oü    a,  ß    sont    des    quantit^s    reelles;    on    a    d'apres    le    no.  4,    formule   (a.)    la 
valeuT  suivante  de  H  pour  -un  autre  chemin  quelconque  de  u : 

H  =   ^i  +  ei^  +  ßi)  _  a9  +  {ß&^-v)i 
K  +  tt.i(a  +  ßi)  i-iiß  +  {icei 

La  partie  reelle  en  est  d'apres  l'equation  (G.) : 


ß  —  fißy+ii'tt' 
Donc: 

Le  signe  de  la  partie  reelle  de  H  est  independant  du  chemin 
parconru  par  la  variable  «t. 

as]     En  appliquant  ce  theoreme  aux  valeurs  de  H  pour  les  points  de  f„,  f  f , 
on  trouve: 

La  partie  reelle  de  H  en  un  point  quelconque  de  f^,f\,f  est 
positive  ou  nulle,  independamment  du  chemin  qu'a  parcouru  u 
pour  parvenir  ä  ce  point,  ou  hien: 

Le  module  de  q  est  egal  ou  inferieur  ä  l'unite  pour  les  points 
de  f,f,f,  independamment  du  chemin  de  u. 


De  l'equation  (D.) 

resulte 
All 

äq   __ 
Ä   ^" 

et  par  suite 

ou 

(j.) 

«'s 
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On  d^duit  dea  equations  (C.)  et  (3.)  no.  2  que  dans  le  domaine  de  m  ^  ex 


donc  on  a 

oü  f(—\  represente  une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances  entieres  et  posi- 
tives de  —  et  convergente  dans  le  domaine  de  u  =  co.  Au  moyen  d'un 
theoreme  connu  on  tire  de  cette  equation: 

(2.)  i  =  \aq  +  q^'^{q), 

oü  r^^q)  represente  une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances  entieres  et  posi- 
sitives  de  q  et  convergente  ä  Tint^rieui'  d'un  cercle  decrit  autour  du  point 
^  =  0  comme  centre  avec  un  rayon  sufüsamment  petit. 

En  considerant  dans  l'equation  diffcrentielle  (J.)  q  comme  variable  inde- 
pendante,  cette  equation  a  une  integrale  — ,  s'evanouissant  avec  q  et  repr^- 
sentÖe  par  l'equation  (2.)  dans  le  voisinage  de  q  =  0.  D'apres  un  theoreme 
connu,  (Voir  le  m(5m.  de  MM.  Briot  et  Bouquet  dans  le  Journal  de  l'Ecole 
Polytechn.  cah.  36,  p.  138)  cette  integrale  reste  holomorphe  dana  une  partie 
du  plan  qui  contient  §  =  0,  tant  que  ~  a  la  meme  propriete  par  rapport  ä  [26 
q  et  «,  ou  bien  lorsque  l'on  n'a  point  ^  =  co  et  que  !(  n'acquiert  aucune  des 
valeura  0,  1. 

En  outre,  pour  une  valeur  q  ^=  q'  finie,  differente  de  zero  et  non  situee 
sur  la  circonference  du  cercle  decrit  autour  de  9  =  0  comme  centre  avec  un 
rayon  egal  ä  l'unite,  il  n'est  paa  possible  que  u  prenne  une  valeur  u'  diffö- 
xente  de  0,  1,  00  et  pour  laquelle  t]|  soit  ^gale  a  zero.  Car  on  aurait  alors 
dana  le  voisinage  de  ti  =  ti',  r^^  =  (u  —  u')f(u),  oti  f(u)  est  holomorphe  dans 
le  meme  voisinage  et  ne  s'evanouit  pas  pour  u  =  u';  et  l'on  döduirait  de 
l'equation  (J.) 

äq\u-u'j  T^'g 

Donc  -  _  ,  serait  dans  le  voisinage  de  q  =  q'  une  fonction  holomorphe  de  q 
et  ne  deviendrait  pas  infinie  pour  q  =  q\  contre  l'hypothese. 
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Mais  pour  la  fonction  «(  de  ^  on  a  tonjours  l'equation: 
(3.)  4  =  e-"", 

et  d'apres  le  no.  4  pour  w  =  0,  1,  le  module  de  q  est  6gal  ä  l'unite;  d'oü 
Ton  conclut  imraediatement  ce  theoreme: 

I.  Si  Ton  eonsidcre  dans  requation  (3.)  u  comme  fonction  de 
j,  cette  fonction  est  holomorphe  dans  un  cercle  §:  d^crit  autour 
du  point  5=0  comme  centre  avec^un  rayon  ^gal  ä  l'unite.  En 
outre  dans  aucun  point  de  l'interie'ur  de  Ä  la  variable  u  n'ac- 
quiert  une  valeur  qui  fasse  ^vanouir  la  fonction  7]^. 

L'equation  (2.)  definit  la  fonction  ii  dans  toute  l'etendue  du 
cercle  ^. 

La  definition  des  fonctions  v]^,  tj,  par  des  integrales  definies  (Voir  no.  1) 
fait  voir  que,  pour  des  valeurs  reelles  et  positives  de  u  superieures  a  l'unite, 
H  Sera  r^el  et  positif  et  ne  s'annulera  que  pour  m  =  co.  Donc  quand  u  par- 
court  l'axe  r6el  des  l'infini  jusqu'ä  l'unite,  q  partira  de  j  =  0,  döcrira  une 
courbe  dans  l'intörieur  de  ^,  enfin  s'an-etera  en  un  point  l  de  la  periphärie 
%  de  ce  cercle.  Quand  5,  tout  en  partant  de  $  =  0,  decrit  dans  l'interieur 
de  ß  une  courbe  quelconque  qui  se  termine  ä  un  point  quelconque  de  ^, 
on  pourrait  supposer  que  «,  partant  de  u  =  co^  parvint  ä  Tun  des  points 
M  =  0,  1  ou  n'y  parvint  pas.  Seit  a  une  partie  finie  de  la  courbe  ^,  dont 
les  points  ne  correspondent  ainsi  ä  aucun  des  points  u  ^  0,  \  tandis  qu'une 
extr^mit^  it  de  cet  arc  appartient  a  l'une  des  valeurs  m  =  0,  1;  alors  -^  est 
fini  et  determinö  le  long  de  l'arc  0,  et  d'apres  le  theoreme  dejä  cit6,  (Voir 
27]  Briot  et  BouauET  1.  c),  on  pourrait,  en  traversant  l'arc  o,  continuer  la 
fonction  w  de  j  ä  l'exterieur  de  ^,  et  de  cette  maniere  ^^  serait  aussi  pour 
tout  point  fini  de  cet  exterieur  une  fonction  holomorphe  de  q,  puisque  le 
module  de  5  y  est  partout  superieur  ä  l'unite,  et  par  suite  u  diiferent  de  0, 1. 
Donc  tous  les  points  de  l'interieur  du  cercle  ^  et  les  points  ä  distance  finie 
de  son  exterieur,  qui  communiquent  les  uns  avec  les  autres  par  des  chemins 
traversant  l'arc  a,  constituent  ensemble  un  domaine  du  plan,  dans  lequel  l'in- 
tegrale  u  de  l'equation  differentielle  (J.),  qui  devient  infinie  pour  y  ^  0,  est 
holomorphe.  Deux  chemins  de  q  qui  joignent  le  point  5  =  0  au  point  (t, 
mais  dont  l'un  est  entierement  renferme  ä  rint^rieui-  de  S,  tandis  que  l'autre 
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traverse  d'abord  la  p^riph^rie  le  long  de  o  et  reste  ensuite  a  l'exterieur  de 
^,  correspondent  donc  ä  deux  chemins  de  «*,  qui  menent  de  u  =^  aa  juaqu'au 
m^me  point  u  =  0,  ou  u  =  i..  Mais  cela  est  impossible,  car  ce  serait  ime 
contradiction  avec  le  theoreme  cnonce  ä  la  fin  du  numero  precedent  et  d' apres 
lequel  aux  valeurs  de  u  dans  le  voisinage  de  Tun  des  points  0,  1,  correspondent 
des  valeurs  de  q,  dont  les  modules  sont  inferieurs  k  l'unite. 

Ayant  demontre  qu'il  y  a  au  moins  un  point  X  de  la  periph^iie  ^  jouis- 
sant  de  la  propriete,  qu'un  chemin  joignant  q  =  0  k  q  =  l  et  restant  dans 
Vinterieur  de  ®,  rameue  la  fonction  de  u  ^  oo  jusqu'a  un  des  points  ^(  =  0, 
u  ^  1,  on  a  ce  theoreme: 

II.  Si  la  variable  q  part  de  5  =  0  et  parcourt  un  rayon  quel- 
conque  du  cercle  Ä,  la  fonction  ii  part  de  «  =  co  et  finit  par  arri- 
ver  a  Tun  des  points  0,1  au  moment  oü  q  atteint  la  peripherie  ^, 

Si  la  variable  u  passe  dans  le  plan  des  u  de  u  =  00  jusqu'a  Tun  des 
points  M  =  0,  M  =  1,  la  valeur  correspondante  de  q  partira  de  j  =  0  et  decrira 
un  chemin  entierement  contenu  dans  S  jusqu'a  la  p^riph^rie  *p;  cai  d'apres 
le  th^oi-eme  II.  q  ne  peut  atteindre  ^  avant  que  u  soit  parvenu  ä  Fun  des 
points  u  =  0  ou  u  =  '[.     On  peut  donc  enoncer  ce  theoreme: 

m.  A  chaque  valeur  finie  ou  infinie  de  «  correspondent  des 
valeurs  de  5,  dont  les  modules  sont  inferieurs  ou  egaux  a  l'unite. 
II  est  impossible  d'etendre  d'une  maniere  continue,  k  travers  la 
Peripherie  de  ^,  l'integrale  u  de  l'equation  differentielle  (J.)  qui 
devient  infinie  pour  q  =  0. 

Le  nombre  de  ces  valeurs  de  q  qui  correspondent  ä  la  meme  valeur  de 
u,  est  infini.     L'une  en  etant  e        ,  les  autres  sont  d'apres  le  no.  4 

oü  A,  II,  V,  Q  sont  des  nombres  reels  et  entiers  d^finis  dans  le  no.  3. 

Puisque,  d'apres  le  theoreme  I.,  toutes  les  derivees  de  «  envisage  [28 
comme  fonction  de  q,  ainsi  que  la  fonction  u  elle-meme  sont  holomorphes  a 
l'interieur  de  ^,  on  conclut  de  l'equation  differentielle  (J.): 

IV.  T-a  fonction  tf^  est  aussi  une  fonction  holomorphe  de  j  ä 
l'interieur  de  ^. 
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Oll  parvient  aussi  au  theoreme  suivant: 

V.  La  fonction  v]  de  q  est  differente  de  zero  pour  toute  valeur 
ä  l'interieur  de  Ä,  except^  pour  le  point  §  =  0;  eile  devient  infinie 
pour  tous  les  points  de  la  Peripherie. 

En  premier  Heu  pour  tout  point  de  l'interieur  de  S",  diiferent  de  ^  =  0, 
notre  assertion  se  trouve  dejä  demontree  par  le  theoreme  I. 

Soit  maintenant  q"  un  point  de  la  peripherie.  D'apres  le  theoreme  II. 
on  devra  faire  correspondre  ä  cette  valeur  Tun  ou  l'autre  des  points  ii  =  Ü, 
u  =  1;  les  equations  (F.),  (E.),  (B.)  montrent  alors  que  tj^  est  toujours  infini. 
II  pourrait  sembler  que  les  cas  oü  pour  «t  ;=  0,  A  +  p  ^  0  et  oü  pour  u  =  i, 
A  =  0,  dussent  faire  exception.  Mais  comme  A,  ft,  v,  q  satisfont  ä  l'equation 
(G.) ,  on  aurait  dans  le  premier  cas  A  =  ;*  =  ±  I ;  par  consequent  vj^  aurait 
dans  le  domaine  de  M  =  0  la  forme  tj,  =  -''^"o,-  Dans  le  second  cas  (i  serait 
egal  a  ±  1 ,  et  par  consequent  \  aurait  dans  le  domaine  de  M  =  1  la  forme 
7j^  =  ±Tc«jj.  Dans  Tun  et  l'auti-e  cas  ■"■■"-- ^''  serait  dans  le  voisinage  de 
q  ^=  q\  M  :=  0  ou  M  =^  1,  une  fonction  holomorphe  de  ^f  et  de  j,  et  par  con- 
sequent, d'apres  le  theoreme  d^jä  cite,  l'integrale  u  de  l'equation  ditferentielle 
(J.),  etendue  d'une  maniere  continue  de  l'interieur  de  ^  ä  l'interieur  d'un 
cercle  entourant  le  point  5",  resterait  holomorphe  dans  ce  cercle,  et  ainai 
nous  obtiendrions  des  valeurs  de  m,  correspondant  ä  des  valeurs  de  5,  dont  les 
modules  surpasseraient  l'unite;    ce   qui  est  impossible  d'apres  le  theoreme  III. 

Le  theoreme  pr^cedent  peut  aussi  6tre  enonc^  comme  il  suit; 

Va,  T-a  fonction  tj^  de  u  ne  s'^vanouit  que  pour  %i  =^  ca  et  de- 
vient infinie  pour  «  =  0,  m  =  i,  quel  que  soit  le  chemin  parcouru 
par  la  variable  u. 

Du  theoreme  V.  on  conclut  aussi  qu'il  est  impossible  d'etablir  une  extension 
par  continuit^  de  la  fonction  -/j^  de  q  en  passant  de  l'interieur  de  ^  ä  travers 
la  peripherie  a  l'exterieur. 

Dans  l'equation 

(4.)  (^)''=S"[16  +  2?(s)r, 

29]  qui  est  une  consequence  de  l'equation  (2.),   developpons    la  seconde  partie 
suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  y;    on  obtient  pour  un  nombre 
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entier  queleonque  n  une  equation  de  la  forme : 


(a.)  (•-)■=  «■.•*.(«), 


oü  i  {q)   est   une    serie    qui   ne    s'evanouit   pas  pour  q  =  Vi  et  qui  est  conver- 
gente  dans  toute  l'etendue  de  ^,   parce  que  —  n'y   devient  ni   zero  (excepte 
au  point  q  =  0),  ni  infini  (pour  «  =  0,  mod  5  =  1,  voir  no.  4). 
Posons  n  =  8,  on  a 

(6.)  (^)"=  V/^=  \/25n.(3), 

relation  que  Ton  peut  transformer  dans  l'equation  connue: 


(7.)  v'/."=  V2  2' 


iö„i('  +  ';'0(i  +  ^*)--- 


{1  +  q)   (L  +  9^)., 


(Jacotsi,  Fundamenta  p.  89*))*). 

I.e  developpement  de  tJj  suivant  les  puissances  de  q  peut  s'obtenir  de 
deux  manicres:  Dans  l'expression  de  t]^  en  «t,  contenue  dans  les  equations 
(C),  on  peut  substituer  la  valeur  de  —  (de  l'equation  (2.))  et  de  f— j  (de 
l'equation  (5.),  pour  n  =  %).  Ou  bien  au  moyen  de  l'equation  (J.)  on  peut  cal- 
culer  les  valeurs  des  derivees  successives  de  v]'  en  fonctions  de  q,  pour  q  ^  0 
et  ensuite  appliquer  le  th^oreme  de  Maclaurin.  De  ce  d^veloppement  de  tj^ 
et  de  celui  de  «^  qui  decoule  de  l'equation  (5.)  pour  n=^— 2,  on  conclut 
cette  relation: 

(8.)  -ff=IV^>l,  =  Z(«). 

oü  fj^q)  signifie  une  serie  ordonnee  suivant  les  puissances  enticres  et  positives 
de  q,  eonvergente  a  l'intcricur  de  ^,  et  teile  que  y_(ü)  est  diff^rente  de  zero 
(Voir  les  equations  (3.)  du  no.  2  et  les  equations  i'C.)). 


)  ßl  Hermite  qui  1  eu  1  oblieeince  de  lire  les  äpreuves  du  pröaent  memoire,  vient  de  me  faire 
avei,  8a  sagarit^  oidinaiie  la  remarque  sta^ante  »N'y  aurait-il  point  lieu  d'observer  qu'en  faisant  x"  ^  ^(H), 
il  lesulte  de  lotie  analyse  que  foutes  les  Solutions  de  l'equation  f(H)  =  /"(Ho)  sont  donnöes  par  la 
formule  H  =:  —  ,,''  en  msiaUnt  bur  1  extrpine  importance  de  ce  r^sultat,  pour  la  dötermlDation 
des  Modules  smfulier'i  de  M  li.itoNEct.ER  et  en  lemaiquant  quo  les  belles  döcouvertes  de  Villustre  g^omfetre, 
■iui  les  applications  de  li  tlif^one  des  tonitioü';  elliptiques  a  l'aiithmetique ,  paraissent  reposer  essentielle- 
raent  bui  cett    iiopcsition    dont  h  dimonstiation  na^aif  pa^  encoie  äte  donnee?*  F. 
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30]     Extrayons    encore   la   racine   carree  da  second  membre  de  l'equation  (8.), 
Bous  trouvons  ainsi  un  developpement  convergent  ä  l'inteneur  de  Ä 

(9.)  y^  =  H-22  +  2g'+29^+... 

qui  est  d'accord  avec  le  developpement  connu    (Jacobi,  Fundamenta  p.  184^)). 


Soit 


(1.) 


les  integrales  etant  piises  le  long  de  Taxe  reel  des  x,  la   racine    carree    avec 
le  signe  positif,  et  Je  etant  suppose  reel  et  en  valeur  absulue  inferieur  ä  l'unite. 
En  employant  la  m^me  Substitution  que  dans  le  no.  1 

^    =  y,    i!-   =  — 
nous  obtenons 

(2\  j = -^ c -^-  -—    j'  =  ^  r     '^^^ 

\ft  etant  positive,   et  les  integrales  prises  le  long  de  Faxe  reel  des  ^  avec  le 
signe  posisif  de  la  racine  carree, 
Posons 


(3.)  C,  =  r  -7=: 


f:. 


tjdy 


■^0   V^'(i-J/)(«-^)         "     Ji    '^y{y-'^){^~y)' 

oü  M  se  trouve  etre  reel  et  auperieur  ä  l'unite,  et  oü  les  integi-ales  doivent  etre 
pxises  le  long  de  Taxe  reel  des  y  avec  le  signe  positif  de  la  racine  carree. 
Nous  avons  alors: 

(4.)  J  =  -^:„       J'=  -i^c.. 

Pour   definir    C, ;  ^^    en    fonction    de    la   variable    u   sans   restriction ,    nous    les 
exprimons  par  les  fonctions  tj^,  t;^. 
En  posant 

y{y-l)  =  ■>{?/),    y{y-l){y-tt)  =  tp(»/), 


1)  Jacoti.  Werke,  B 


Hosted  by 


Google 


8UR  QUELQUES  EQUATIOKS   DIFFBRENTIELLES  DE  LA.  THEORIE  DES  FONCT.  ELLIPT.        105 

.  a 

'■  ■'  a»  iSra  «-1  v/..fal       +(»)   iÄTÖT      +(»)  %  '  «-•> 


&■ 


l-\W!'-»)(«-»)     VtMlS^J     ä  »*(»-if 


»-'  vV(</-i)(«~</)    *(»)  Vsö-i)!»-») 

i_Afi/i<»I_i/IM;ii/»5Ell 

+(«)  öi/LV..-!/    Vu-j  +  V  »-1  ]• 

En  integrant  l'equation  (5.)  entre  les  limites  ?/  =  0  et  ^  =  1,   nous  en  tirons 

D'aillem'S  on  a 

Donc,   puisque   Vexpression   soiis   le  signe  d'integi'ation  s'evanouit  pour  ?/  =:  m, 


du        J 


Par  conaequent,  en  integrant  l'equation  {5a.)  entre  les  limites  y  =  i  et  y  = 
le  premier  membre  devient  --,--■,  et  l'on  obtient: 


du  M  —  1   '^      •^{ti)'' 


^■m't^u,. 


(6a.) 
Des  equations  (6.)  et  (6a.)  on  dcdnit 

■p-  f^r 

,  du 

Eemaiquons  en  passant  que  les  equations  (K.)  donnent  immediatement  la  relation 
connue  de  Legendre.  Car  ayant  multiplie  la  premiere  par  vj^,  la  seconde  par 
Vj^,  retranchons  l'une  de  l'autre;  il  en  resulte  au  moyen  de  l'equation  (D.) 

Fnohs,  niathein,  Werke,    n.  14 


Hosted  by 


Google 


106       SüR  QUELQUES  ÄQUATIONS  DIFF^REKTIELLES  DE  LA  THEORIE  DES  FONCT.  ELLIPT. 

En  y   substituant   les    valeurs  de  vj,,  t]^,  Cj,  C^  du  no.  1  et  de    ce    numero,    nous 
obtenons 


ce  qui  est  efFectivement  l'^quation  de  Legendre. 

32]  En  meme  temps  on  conclut  du  raisonnement  precedent  que  cette  equation 
de  Legendre  subsiste  pour  les  fonctions  K,  K',  J,  J'  de  u  de  m^me  que  pour 
des  valeurs  des  p^riodes  correspondant  ä  une  valeur  fixe  de  u. 

En  outre  les  ^quations  (K.)  fönt  voir  que  ^Ci,  envisagee  comme  fonction 
de  5,  est  holomorphe  ä  rinterieur  du  cercle  ^. 

Car  du  no.  6   decoule  l'equation: 

du  ^^  '  r,^      (^2 

En  y  substituant  pour  f\\,  -~-  les  valeurs  en  fonction  de  q,  tirees  des  equa- 
tions  (4.)  et  (8.)  du  nuraero  precedent,  on  obtient: 

5r+W  =  «~*^(«)' 

d'une  maniere  analogue  il  vient: 

oü  F(q),  FJ^q)  sont  des  fonctions  de  q  holomorphes  ä  l'interieur  de  ^.  Ainsi 
notre  assertion  se  trouve  demontree. 


Soit  v;  une  integrale  quelconque  de  l'equation  (A.)  et  posons: 


(!•) 

<:  = 

2*(»)-jJ  +  "1, 

ü  s'ensuit 
(2-) 

-■•54^ 

et 

(3.) 

2(„-i: 

-(«-)|J 

L'elimiliation 

de  t;, 

^ 

foumil 

(L.)  2»(»-l)S^ 


Hosted  by 


Google 


SUR  QUELQUES  EQUATIONS  DIFFEREKTIELLES  DE  LA  THEORIE  DES  FONCT.  EIXIPT.        107 

(Cette  equation  peut  se    dedaire    directement  par  la  methode  que  j'ai  donnee 
dans  mon  mem.  t.  71,  p.  91^)). 

Les  racines  des  ^quations  fondamentales  et  determinantes  de  cette  equation 
differentielle  sont 

pour   M  ^  0:    0,  1;     pour    u  =;  1:    0,  0;     pour    u  =  co:    —\,  +y- 
Posons:  [33 

du 
F^{u) iC^ lO^^ —■  Win  log  U  =   JW„2; 


(6.)        ^     2«(«-l)A(B-.C«).„)  +  »fi,(»)».,  +  2«»„  =  P.(.)»,., 
P,(m)((!,,+ wij,  log(i(  — 1)  =  v\^; 

1  ^         '   du  "'  "' 

(6.)       /     2M(«-l)^(ir„(j()i'.J  +  Mfi,{M)!'«,-2(M-l)!;„,  =  P„{w}mw„., 

Alors  P(,(m),  -P,(*Oi  -Pa,W  ^^^^  ^^^  series  ordonnees  suivant  les  puissances 
entieres  et  positives  respectivement  de  ^t,  m-1,— ,  et  convergentes  dans  le 
domaine  respectivement  de  m  =  0,  m  =  1,  ii  =  00,  et  Ton  a 

(7.)  P^(0)  =  4,     P,(l)  =  -4log2  +  2,     P„(cx3)  =  -4. 

Les  systemes  fondamentaux  d'int^grales  de  l'^quation  differentielle  (T^.),  appar- 
tenant  aux  racines  des  equations  fondamentales  et  determinantes  sont  respec- 
tivement : 

«(.'„,,  Wj^;    w,,,  Wjäi    w^i,  w„s; 

et  Ton  conclut  des  Equations  (K.),  (B.),  (C),  (E.) 
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Ci  =  TTW„, +  w„j,     Cj  =  «„2,         dans  le  dornaine  de   u  —  0, 

(M.) 

Z^  =  —^v^^,              ^j  =  Trjfj,!,       dans  le  dornaine  de    w  =  1, 

^1  =  '^^"^n              ^e  =  —  »"„2!     dans  le  dornaine  de    m  =  co 

11  suit  de 

lä  que: 

C,  =  2i,     Cj  =  2,     pour    M  =  0, 

(8,) 

limC,  =  -2  +  41og2-limIog(M-l),     C,  =  ^,     ^ouv    u  = 

Cj  =0,     Cj  =  CO,     pour    M  =  oo. 

Posons 

(9.) 

1-^-^. 

(10,)  e    "^  -  s; 

34]  alors  on  a: 

/     Z  =  j,     s  =  ~1,     pour    u  =  0, 
(11.)    <     la  partie  reelle  de  Z  infinie  et  positive,  s  =  0,  pour  zs  =  1, 
\     Z  =  0,     s  =  1,     pour    u  =;  00. 

On  conclut  des  equations  (K.)  que,  ti  decrivant  un  contour  forme  compienant 
Tun  des  points:  u  =  0,  u  =  1,  u  —  oa,  Ci,  C,  se  transforment  en  des  fonctions 
lineaires  et  homogenes  des  m^mes  quantit^s  et  dont  les  coefficients  sont 
represent^s  resp.  par  8^,  8^,  S^. 

Donc,  si  Ton  designe  par  Z^  une  des  valem-s  de  Z  pour  une  valeur  quel- 
conque  de  u,  les  valeurs  resnltant  des  divers  chemins  parcourus  par  u  seront 
xepresent^es  par  la  formule: 

(comparez  la  formule  analogue  («.}  du  no.  4),  oü.  A,  ji,  v,  p  sont  des  nombres 
reels  et  entiers  caracterises  dans  le  no.  3,  et  en  particulier  toutes  les  valeurs 
de  Z  pour  u  =  0,  u  =  i,  ti  =  00  sont  contenues  resp,   dans  les  formules: 

/_,  =  —  , .  ,  r,.  i-         z  —  oy  a  +  -^— - 

V  +  Q      '  & 

ou   a   un   nombre    dont    la    partie    reelle    est    infinie    et    positive;    Z  =  — ^- 
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Ainsi  toutes  les  valeurs  de  s,  pour  u  =  D,  u  —  1,  u  =  co  ont  des 
modules  egaux  ä  l'unite  (excepte  la  valeur  s  =  0). 

9. 
On  a  d'apres  les  foimules  (M.)  et  (4.),  (5.),  (6.)  du.  numero  precedent: 

(1.1  Z  =  ^irr-; — t—, — -- +  «7     dans  le  domaiiie  de    u  =  0, 

(2.)  Z  = \P^(it)  + log  (u-i)],     dans  le  domaine  de    u  =  1, 

f 3.)  X  =  — ^' ,  . — ^^ — i — — ,     dans  Ic  domaine  de   u  =;  co, 

J.^{u)u  —  logu 

Poiir  des  valeurs  de  u  tres-voisines  de  ti  =  Ü,  la  partie  reelle  de  P^{ti)u''  — log te 
differe  tres-peu  de  —costp  — logp,  oü  Ton  a  pose  qb"^  au  lieu  de  u;  paitant 
soa  signe  dopend  de  la  valeur  de  cos'f ,  et  ainsi  dans  le  voisinage  de  m  =  0 
la  partie  reelle  de  Z  depend  aussi  de  la  valeur  de  costp. 

Au  contraire  dans  le  voisinage  de  u  =  i  le  signe  de  la  partie  reelle  [35 
de  Z  est  positif  pour  toute  valeur  de  cos(p,  si  Ton  pose  de  m^rae  ti  —  l  =  ^e'^  . 

Enfin  dans  le  voisinage  de  w  =  co,  le  signe  de  la  partie  reelle  de  Z 
depend  de  la  valeur  de  cos^,  en  poaant  u  ^=  ge'^  . 

Donc  pour  un  point'du  voisinage  de  u=  (}  et  de  tt  ^  ao  le  mo- 
dule  de  s  pourra  fctre  tan  tot  plus  grand,  tantot  plus  petit  que 
l'unite,  Selon  le  chemin  suivi  [par  Ja  variable  ^(.  Au  contraire 
pour  les  points  du  voisinage  dej?(^l,  le  module  de  6'  est  plus 
petit  que  l'unite  qucl  que  soit  ce  chemin. 

10. 

t)n  deduit  de  l'equation  ditf^rentielle  (li.),  ou  aussi  directement  des 
equations  (K.),  aa  moyen  de  l'equation  (U.): 


(D'.) 


de  lä 
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donc 

II  s'ensuit  de  l'equation  (2.)  du  numero  precödent  que  dans  le  domaine  de 
ti  =  1: 

(2.)  s=  («-i),-P'W^  iu-l)g{u), 

oü.  g{u)  est  holomorphe  dans  le  domaine  de  m  =  1,    et  a  la  valeur  e~    °^ 
pour  M  =  1 . 

D'apres  le  theoreme  cite  dans  le  no.  6,  cette  equation  conduit  ä: 

(3.)  «-l  =  /'»«^-%  +  »'i(..), 

oü  h{s)  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  s  =  0. 

Apres  cela  le  meme  raisonnement,  par  lequel  nous  sommes  parvenu  au 
theoreme  I.  du  no.  6,  foumit  ce  theoreme: 

Quand  on  considere  dans  l'equation 

(4.)  -s  =  e-''-'^' 

u  comme  fonction  de  s,  cette  fonction  est  holomorphe  dans  un 
cercle  S  decrit  autour  de  s  =  0  comme  centre  avec  un  rayon  egal 
36]  ä  l'unite.  En  outre,  dans  aucun  des  points  de  l'int^rieuT  de 
S,  M  n'acquiert  une  valeur  pour  laquelle  la  fonction  C,  s'eva- 
nouisse.  I/equation  (3.)  exprime  la  fonction  ti  dans  toute  l'^ten- 
due  du  cercle  ß. 

Lorsque  la  variable  ti  passe  le  long  de  Taxe  reel  An  u  =  \.  jusqu'ä  m  =  cc, 
il  r^sulte  des  expressions  de  C,  et  C,  par  des  integrales  definies  (no.  7)  que  ces 
deux  fonctions  seront  reelles  et  positives.  La  fonction  Z  est  donc  aussi  reelle 
et  positive  pour  les  memes  valeurs  de  u.  Donc  le  chemin  correspondant  de 
s  reste  tout  entier  dans  l'interieur  de  2  et  parvient  ä  un  point  de  la  circon- 
ference  de  ce  cercle  au  moment  oü  u  devient  iniini.  Par  suite  l'inverse  doit 
aussi  avoir  lieu:  il  y  a  au  moins  un  chemin  de  la  variable  independante  s, 
lequel  provient  de  l'Jnt^rieur  de  S  et  tel  qu'on  parvient  ä  w  =  00,  lorsque  s 
arrive  ä  un  point  de  la  circonf&ence.  Comme  pour  ce  point  -^  cesse  d'^tre 
holomorphe,    la  serie  (3.)  ne  represente  plus  la  fonction  n  —  1  pour  les  points 
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de  Texterieur  du  cercle  ?;  ou  en  d'autres  termes:  C  est  ie  cercle  de  conver- 
gence  de  la  e^rie  (3.). 

De  la  meme  maniere  que  dans  le  no.  5  a  Tegard  de  la  partie  reelle 
de  H,  011  demontre  le  theoreme  suivant: 

Pour  Uli  point  quelconque  u  le  signe  de  la  partie  reelle  de  Z 
est  independant  des  circulations  que  la  variable  u  a  faites  autour 
des  points  i(  =  0,  w  ^  1,  «f  =  co,  lorsqu'elle  parvient  ä  cc  point. 

Comme  d'apres  le  numero  prccedent  le  module  de  s  acquiert  dans  le 
voisinage  de  m  =  0,  «  =  co  des  valeurs  tantot  plus  grandes,  tantot  plus  petites 
que  l'unit^,  il  s'ensuit  que,  quand  u  part  de  M  =  l  et  suit  des  chemins  quel- 
conques,  abontissant  ä  w  =  0  ou  w  ^  co,  s  paitira  de  s  ^  0,  traversera  la 
circonference  de  ?  et  continuera  une  partie  de  son  cheniin  ä  l'exterieur  de  ?. 
De  lä  resulte  le  theoreme: 

La  fonction  m— 1  de  s,  definie  par  l'equation  (4.)  et  s'evanouis- 
sant  pour  s  ^=  i),  peut  ätre  etendue  d'une  maniere  continue  pour 
la  portion  du  plan  extcrieure  ä  la  circonfcrence  de  C.  Les  valeurs 
de  u  correspondant  ä  des  valeurs  de  s  de  l'inti^rieur  de  ?  n'epui- 
sent  pas  tout  le  plan  de  u. 

Pour  des  valeurs  finies  de  s,  dont  les  modules  surpassent  l'unite,  Ton 
parvient,  pai'ce  que  -^  est  une  fonction  holomorphe  de  u  et  de  s,  d'une 
maniere  analogue  ä  celle  qui  a  conduit  au  theoreme  I.  du  no.  6,  au  theoreme 
suivant : 

Si  l'on  etend  d'une  maniere  continue  la  fonction  zf  definie  [37 
par  l'equation  (4.)  en  franchissant  la  circonference  de  ?  et  que 
l'on  reste  ensuite  k  l'exterieur  de  S,  cette  fonction  est  holo- 
morphe dans  une  partie  du  plan  comprise  entre  la  circonference 
du  cercle  S  et  celle  d'un  cercle  d^crit  autour  du  möme  centre 
avec  un  rayon  quelconque  et  plus  grand  que  l'unite. 

Elle  est  donc  developpable  dans  toute  cette  etendue  suivant  les  puis- 
sances  entieres,  tant  positives  que  negatives  de  s. 

Heidelberg,  novembre  J876. 
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1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wtirde  gesetzt 

S   bb,  Zrtle  151 

>  pai  continmte  statt  lontinuflle, 

„    92,      „       8  V   I!   p  12b  statt  p  121, 

„    ^i       „      10  le  piolongement  statt  la  continuation, 

„     r,      ^       '^  \    u  la  Betonde  des  equatioos  stitt  l'equation, 

„    9ö,      „      11  en  stitt  dans, 

„     „  ,      „      14  acquiert  en  statt  acquierf  dans 

„     „,      „       3  T.  u  im  Kenner  l+(i  stdtt  i~(i, 

„    97,      „       6  doiim'e  pai  statt  en, 

„     „,      „      12  le  tableau  sunaut  statt  la  table  simanto, 

„      , ,      „      17  du  tableau  statt  de  la  talile, 

„    98      „       6,  7  la  malern  smiante  statt  cette  \aleur, 

„    Sn,      „      13  V   u  taut  que  statt  et  oii, 

„  100,      „      16  en  statt  dms, 

I,  102,      „      Ib  g  =  g '  statt  g  =  g', 

„    „  ,      „       6  1    u   par  contmuite  statt  (.ontinue, 

„  103,      „       5  au  statt  le, 

„  los,      „      12  i    u  I'un  des  statt  les, 

„    97       ,      15  i\urde  »poui  m  ^  coi-, 

„99,      „      12  (    u   wurden  die  Werfe  »lorsque«  und  »qiie«  eingescbaltet. 

2)  In  seinei  Abhandlung  Scliieibon  an  Herrn  Bohch^rdt  über  die  Theorie  der  elliptiscliea  Modul- 
Functionen,  Journal  f  d  r  u  a  Mathematik,  Bd  b<),  1&77,  &.  265  ff.,  bemerkt  Herr  Dbdekind  (a.  a,  0. 
S.  286)  das  Folgende  »leb  eilaube  mir  hier  auf  eme  Stelle  der  Abhandlung  von  Fuchs  aufmerksam  za 
machen,  m  iielcbe,  wie  mii  stbemt,  aich  ein  Iiitbum  eingest blieben  hat  Sind  m,«,  relative  Primzahlen, 
und  nabelt  sich  lo  =  ir+y»')  dem  rationalen  Werthe  — ■  ^o  an,  dass  x  constant  =  —  bleibt,  und  y 
positiv  unendhtb  Klein  \vird,  so  njheit  siili  / '),  wie  aus  dem  Fragmente  von  Bibmakn^)  oder  auch  aus 


ang  der  Totstellen 

len  AbhanfllDi 

lg  Blalch  H 

ng  dot  ye«l«Lend 

SD  Äbhandliin 

t,  glelcli  -^' 

),  a  46»  ff     Vli 
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der  ol  Igen  Theorie  fol°t    dem  'W  erthe 


:  1 


=  0 


ift  ^enn  dioßfeen  tu  =  j  +yi  sich  uf  dieselle  "fiei  e  einem  irrationalei  repllei  'Weithe  nal  ert 
so  ergielt  sii-li  aus  der  öligen  Theoiie  (yer^l  den  "^chliBs  von  ;,  2)  dais  K  sich  keinem  lestimmten 
Werthe  nxhert  sondern  ^naufh^lil  he  S  hwankiingen  eileidet  Dim  steht  im  WideiBpnich  mit  dem 
Satze  11  auf  S  2"  )  dei  genannton  Alhandlung  in  weLhem  behauptet  wirl  dass  die  Grösse  u  (:=  ir' 
nach  meiner  Bezei  hnung)  sich  immer  einem  dei  leiden  Werthe  Bull  oder  Eins  innähern  mu'i&e  und  mir 
scheint  als  sei  der  Beweis  dieser  Behauptimg  geiechten  Bedenken  unterworfen  namentlich  in  dem  Theile 
welcher  i,\it  die  Worte  »ou  ni  pirvSnt  ]asi  (&  26')  folgt  Doch  ist  diese  Alweichung  von  kemer 
weseitliclen  Beleutuu^  fui  den  Hauptgegenstand  1er  sehr  interessanten  Abhandlung« 

4.a  der  \on  Herrn  Deeekim)  bezeichneten  Stelle  der  voretehenden  Abhandluna  C  100  Zeile  14 
1  u  his  "5  101  Zeile  lOj  ist  nachgewiesen  dass  ledei  Logen  toh  endlichei  L'uige  der  Lieispenjhene 
$  Funkte  enthalten  mnss  in  denen  w  einen  der'NSeitheO  1  anzunehmen  vei mag  d  h  dasi<  diese  Punkte 
—  wie  wii  mit  Benutzung  dei  \un  Heim  Gr  Cantoe  aj  ater  (Mithenatis  he  Annalen  Bd  15  1S79, 
S  21  eingefihrten  feiminolugie  sagen  körnen  —  »uf  5j3  tiberall  dicht  Legen  Die  urthümliche  Aus 
drueksweise  des  Theoiems  II  (S  101)  diu  sich  auch  auf  die  Erfrierungen  '->  lü2  und  auf  einige  "stellen 
der  Einleitung  ("i  %  Zeilen  11  Ij)  übertragen  hat  rihrt  also  dther  das' Fdchi  awiethen  den  Begriffen 
»wbeiall  dicht  hegen*  und  »continuirli  h  erfüllen«  nicht  scharf  genug  unters  hieden  hat  ^  as  la  zum 
Theil  auch  auf  den  Mangel  emei  passendea  Ti.rminologie  zur  Zeit  der  Abfassung  diesei  AI  handlang 
zuröckzufuhien  sein  durfte  Dass  es  sich  in  dei  That  nur  um  einen  ungemuen  4nsdrui.k  handelt 
zeigen  einerseits  die  FoicielQ  (H|  8  'J7  anlereraeits  der  Umstand  dass  diese  Ungenauigkeit  die  sich 
übrigens  dur  h  lei  hte  Ander  igen  des  Textea  1  eseitigen  hesse  auf  die  Bunligkeit  der  nciteien  S  hli  sse 
namentlich  dei  Bowe  se  dei  Theoren  e  III    ^  a   ohne  Emflu'fs  ist 

Die  Abhandlung  leidankt  ihre  Ent  telung  en  er  Anfrage  von  Hebmite  In  e  nem  »I  iris  1  Jiillet 
lö76«  datirten  Briefe  an  Tdoh')  schreibt  Hepjiitf  ^cu  de  ea  s'ins  leite  au  nu  ci  de  iiinci}ea 
qai  TOUB  appaitiennent   i  u\oii  demontier  quen  j  isant 


k  est  une  fonction  uniforme  de  tu  = 
que  je  n'aper^ois  aacuueinent,  et  c( 
tient  qu'en  posant: 


et:    Je  ^  tim) 


:  x-i-yi,  dans  toute  l'ötendue  des  valeura  positives  de  x,  mais  ce 
qut  m'interesserait  beauuoup,  ce  aerait  de  voir  claJrement  i  quo!  il 


oü  Lesse  dj,>oii  une  toncfion  a  aens  unique     Vos  mithodes,  le  n'en  doute  pas,  donent  immödiatemeut 
donner  la  rai&on  de  la  difterence  de  natuie  des  fonctions  dnüniea  par  les  deux  equationa«. 

Nach  Empfang  des  Manuscnptes  der  vorstehenden  Aibeit  schreibt  Heemite  d  d,  Paris,  27.  No- 
vemhre  1876  »Mon  (hei  ami,  Voua  venez  de  m'envojer  un  beau  et  excellent  traiail,  lecevea  mes  remer- 
oimentg  et  mes  vives  f^lii,itations  Hon  teulement  \ous  avez  r^solu  mi  question  concernant  la  fonction 
mierse  du  rappoit  de*!  fonctions  completes  de  aecond  eapece  — ,  mais  voua  avez  aussi  a  l'cgard  de  -=- 
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expo^S  une  ttLOiie  ipirofondip  ijue  le  jute  jciii  la  thLCiie  des  toniticii'!  elhptijiies  de  h  ]liii.  griude 
impoitance  Le  point  Tiiiment  fondtmental  que  la  partie  reelle  de  H  est  e6seiitiellement  positive, 
2  avais  vamement  tent^  de  I  ^tiblir  par  une  methode  el^mentaire  i  oui  ce  pas  etre  oblit^t  de  recouni 
aux  pnncipes  nouveaux  d^couverts  pai  Kiem4i™  Vous  aiez,  mon  chut  •)mi,  complfetement  rcu'isi  Ih,  oü 
]  a\ais  Cchon^,  et  >otie  mSthode  tir^e  des  vrais  principe^  de  la  queation  re^tera  dana  la  snence  C'est 
^galement  un  trea  impoitint  r^sultat  cjue  d  avoii  fait  röaulter  de  ces  mcmea  principe^  que  \^k  et  y  — — ■ 
Bont  äe~,  fonctions  «niformes  de  3,  et  le  re^^eui  quelque  satisfaction  t  *ous  avoir  provoquß  k  tirei 
exphcitemeat  cea  belies  cons^qnencea  de  ^os  thcor^mes  ^^Sraux  sur  les  gquations  linfeirea  d'ordre 
quelconiitiee 

Auf  den  Gegenstand  dei  vorstehenden  Abhandlnng  tat  der  Verfassei  später  m  der  »Note  zu  der 
im  Baudo  "'S,  p  18  sqq  dieaes  Journals  enthaltenen  Aiheit  Sur  quelques  propii^tcs  etc  ,  extrait  d'une 
lettre  idiessde  ^  M   HrBmTE«,  Joumal  f  d  1    w   a  Mathematik,  Bd  112,  1893.  S  156—164,  zuruclt 
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XXV. 

ÜBER  DIE  LINEAREN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER 
ORDNUNG,  WELCHE  ALGEBRAISCHE  INTEGRALE  BESITZEN. 

Zweite  Abhandlung. 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  85,  1878,  S.  1—25.) 


In  meiner  Arbeit  (dieses  Journal  Bd.  81,  p.  97^))  habe  ich  die  Frage,  [i 
unter  welchen  Umständen  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
algebraische  Integrale  besitze,  auf  die  Frage  zurückgeführt,  wann  gewisse  aus 
der  gegebenen  eindeutig  ableitbare  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Ord- 
nungszahl nicht  grösser  als  zwölf,  durch  Wurzeln  rationaler  Functionen  be- 
friedigt werden.  Zu  diesem  Behufe  führte  ich  (das.  S.  114^))  den  Begriff  der 
Primform  ein,  und  zeigte,  dass  der  Grad  der  Primformen  niedrigsten  Grades 
in  keinem  Falle  den  zwöLtten  überschreite.  Zu  den  Zwecken  meiner  dortigen 
Abhandlung  war  eine  Reduction  der  möglichen  Gestalten  dieser  Primformen 
auf  das  geringste  Mass  nicht  erforderlich.  Ich  beschränkte  mich  aus  diesem 
Grunde  daselbst  auf  diejenigen  Reductionen  dieser  Formen,  welche  eine  un- 
mittelbare Folge  des  Begriffes  derselben  sind,  und  stellte  dieselben  in  einer 
Tabelle  (p.  126  das.^))  zusammen. 

Seitdem  haben  die  Hen-en  F.  Klein  und  C  Jordan  sich  mit  demselben 
Gegenstande  beschäftigt.  Insbesondere  hat  Hen-  Klein  in  einer  Reihe  von 
Abhandlungen,  welche  theils  in  den  Sitzungsberichten  der  physikalisch-medi- 
cinischen  Societät    zu  Frlangen,    theils  in    den  Mathematischen  Annalen   ent- 

S)  S.  43  dieses  BsnduB.    Ssb, 
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halten  sind ,  die  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichungen ,  deren  Wurzeln 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  genügen,  zum  Gegenstande 
seiner  Untersuchungen  gemacht,  und  meine  oben  genannte  Tabelle  einer  Re- 
duction  unterworfen. 

In  neuerer  Zeit  ist  es  auch  Herrn  Gordan  gelungen  (Mathem.  Ann, 
Bd.  12,  p.  147)  die  von  mir  in  der  Einleitung  zu  meiner  oben  genannten  Ab- 
handlung aufgestellte  Aufgabe,  die  Formen  w'*"  Grades  zu  bestimmen,  deren 
Covarianten  niedrigeren  als  n^  Grades  identisch  verschwinden,  für  binäre 
Formen  zu  lösen,  und  zu  zeigen,  dass  dieselben  mit  meinen  Primformen 
niedrigsten  Grades  zusammenfallen. 

a]  Bei  Gelegenheit  einer  Note  des  Herrn  P.  Pepin  (Comptes  rendus  de  l'Acad. 
des  sc.  de  Paris,  Juni  1  876)  habe  ich  (das.  Juli  1876^})  nachgewiesen,  dass  der 
Grad  zwölf  von  den  Primformen  niedrigsten  Gi'ades  auch  wirklich  erreicht  wird. 

In  dem  Folgenden  erlaube  ich  mir  zu  zeigen,  wie  eine  consequente 
Ausfühi'ung  der  Theorie  der  Primformen,  bei  welcher  nicht  bloss  diejenigen 
niedrigsten  Grades ,  sondern  die  Gesammtheit  derselben  in  Betracht  ge- 
zogen wird,  die  natürliche  Grundlage  für  alle  auf  die  hier  betrachteten  Diffe- 
rentialgleichungen bezüglichen  Fragen  bildet.  Es  wird  gezeigt,  wie  durch 
dieselbe  nicht  blos  die  in  meiner  oben  genannten  Abhandlung  gefundenen 
Kesultate  auf  die  einfachste  Weise  erhalten  werden,  sondern  auch  die  end- 
gültig möglichen  Gestalten  der  Primformen  niedrigsten  Grades  sich  von  selbst 
ergeben,  und  neue  Eigenschaften  der  linearen  Differentialgleichungen,  denen 
die  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  genügen,  so  wie  die  Form  dieser  Glei- 
chungen erkannt  werden. 

Meine  Abhandlung  (Bd.  81,  p.  97  ^j)  erlaube  ich  mir  im  Folgenden,  der 
häuüg  vorkommenden  Citate  wegen,  zur  Abkürzung  mit  A.  zu  bezeichnen. 

1. 
I.    Der  Grad  m   einer   irreductiblen  algebraischen  Gleichung, 
deren  Wurzeln  einer  Differentialgleichung 

-^^  =  Py     (GL  ;B.)  in  A.  p,  102^)) 

genügen,  ist  eine  gerade  Zahl. 

1)  Ath.  IXII,  S.  67  ff.  dieaea  Bmdes.    Seh. 

2)  Alih.  SS.  S.  n  ff.  äiosea  Banflf«.    Sei. 

3)  S.  17  dieses  Bandes.    Set. 
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Ist  nämlicli  L'  der  Index  des  zu  der  HESsEschen  Covariante  einer  Prim- 
form niedi-igsten  Grades  N  gehörigen  reducirten  Wurzelsystems,  so  "besteht 
(A.  p.  118^))  die  Gleichung: 

m  =  (2^-4)i', 

woraus  sich  unsere  Behauptung  ergiebt. 

II.  Der  Grad  einer  beliebigen  Primform,  ebenso  wie  der  Index 
des  zugehörigen  reducirten  Wurzelsystems  ist  ein  Divisor  des  zur 
Differentialgleichung  gehörigen  Grades  m. 

In  der  That  sei  n  der  Grad  einer  beliebigen  Primform  und  l  der  Index 
des  zugehörigen  reducirten  "Wurzelsystemes,  so  ist  (Ä.  p.  1)3^)) 

m  =  nl. 

in.  Es  sei  y^,y^  ein  beliebiges  Pundamentalsystem  von  Inte-  [3 
gralen,  c^,  c^  willkürliche  Constanten,  so  ist  die  Anzahl  der  Glieder 
des  reducirten  Wurzelsystems  der  Gleichung,  welcher  "^'i^/i  +  c^?/^ 
genügt,  m  oder  -^^ 

Sind  nämlich  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung,  welcher  c^y^  +  c^y^  ge- 
nügt, zwei  solche,  deren  Quotient  gleich  einer  Einheitswurzel  j^  so  ist  (nach 
dem  Satze  A.  P- 1 12'))  _;(c^)/^  +  Cj?/J  eine  Wurzel  derselben  Gleichung.  Da 
diese  Gleichung  irreductibel  ist,  so  geht  auf  einem  gewissen  Wege  c^y^-^rc^y^ 
^'^  J(<^i^i+ ^a^'a)  ^^'^^-  Es  mögen  nun  auf  demselben  Wege  i/,,^^  resp.  in 
•^ii^i  +  ^is^ai  '^si^i  +  Ssy!  übergehen,  so  folgt: 

/j  ■,  t    CiKii  +  CsKä,   =  je,, 

Sollen  diese  Gleichungen  für  beliebige  AVerthe  von  c^,  c^  bestehen,  so  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass: 

'^•>  !"::=i:::a 

Da  aher  (A.  p.  105*))  «„''js  — «isCj,  =  ^1  so  müsste  f  =  I,  d.  h.  wegen  der 


i.  'll  dieses  HundaG.    3cli. 
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Irreductibilität  der  Gleicliung,  welcher  '^Jj^^^'^y^  genügt: 

(3.)  ;■  =  -1 

sein.  Es  ist  demnach  der  Index  des  reducirten  "Wurzelsystems  dieser  Glei- 
chung entweder  1  oder  2,  d.  h.  die  Anzahl  der  Glieder  des  Systems  m  oder  -^■ 

Diese  Anzahl  stellt  zu  gleicher  Zeit  den  grösstmöglichen  Grad  einer 
Primform  dar,  wir  wollen  diesen  mit  jt  bezeichnen. 

Die  verschiedenen  Werthe,  welche  y^,  y^  annehmen  können,  sind  in  der 
Form  ß„^,  +  «„^2'  "ii^i  +  ^ya  enthalten.  Sind  y,,  y^  bestimmte  Constanten,  so 
kann  man  auf  unzählig  viele  verschiedene  Arten  c^,  c^  so  wählen,  dass  die 
Gleichungen  (l.)  nur  für  die  Werthe  (2.)  und  (3.)  bestehen  können,  und  dass 
die  den  verschiedenen  Werthen  von  y^■,y^  entsprechenden  Gleichungen: 

c,  «,j  +  Cj  tt,j  =  y^ 

nicht  erfüllt  werden.  Die  Primform  f^'^"  Girades,  von  der  c^y^\c^y^  ein  Linear- 
factor  ist,  ist  alsdann  nicht  durch  Y^y^-\-Y.^y^  theilbar.  Hieraus  ergiebt  sich, 
4]  wenn  wir,  wie  im  Folgenden  immer,  Formen  als  identisch  oder  von  ein- 
ander vei-schieden  bezeichnen,  je  nachdem  sie  bis  auf  einen  constanten  Factor 
gleich  sind  oder  nicht: 

IV.  Der  höchste  Grad  jt  einer  Primform  ist  m  oder  y,  und  es 
giebt  unzählig  viele  von  einander  verschiedene  Primformen 
dieses  höchsten  Grades. 

1. 

I.  Ist  /'  eine  Primform  niedrigsten  Grades  N,  H(f)  ihre  Hesse- 
sche  Covariante,  H'{f)  die  liESSESche  Covariante  von  Ii(f),  so  ist 
eine  Gleichung 

Hiff  =  yfH^f)     {y  constant) 
nicht  möglich. 

Denn  f  und  H{f)  als  Primformen  können  einen  gemeinschaftlichen  line- 
aren Factor  nur  haben,  wenn  sie  identisch  sind  (A.  p.  114^),  Satz  IV.);  hierzu 
wäre  aber  erforderlich,  dass 

2JV-4  =  N,     d.  h.    A"  =  4. 
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Ist  N  von  4  verschieden,  so  müsste  demnach,  wenn  die  obige  Gleichung 
stattfände,  H\f)  durch  H(fy  theilbar  sein,  dieses  ist  aber  nicht  möglich,  da 
der  Grad  der  letzteren  Form  höher  ist  als  der  der  ersteren. 

Ist  N  ~  i,  so  wähle  man  ein  Fundamentalsystem  y^,  y^  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  y^  ein  Factor  von  f  ist,  alsdann  hat  f  die  Form 

Hieraus  ergiebt  sich,  daas 

Da  nun  «  nicht  verschwinden  darf,  weil  f  als  Primform  nicht  durch  y^ 
theilbar  ist,  so  folgt,  dass  H(/')  nicht  durch  y^  theilbax,  also  von  /  ver- 
schieden ist.     Demnach  ist  der  Satz  auch  für  diesen  Fall  bewiesen. 

Es  sei  nun  F  eine  Primform  }^™  Grades,  welche  mit  keiner  der  Formen 
/",  H[f),  H^{f)  einen  gemeinschaftlichen  Linearfactor  hat  —  nach  S.  IV.  voriger 
No.  giebt  es  unzählig  viele  derartige  Formen  —  so  kann  man  nach  S.  I.  eine 
Constante  X  so  bestimmen,  dass 

durch    einen  Linearfactor   von    F  theilbar   wird,   ohne    dass   9    identisch   ver- 
schwindet. 

Da  H{f),  I-P{f)  homogene  Functionen  der  Coefficienten  von  f,  resp.  des 
zweiten  und  vierten  Grades  sind,  so  bleibt  der  Quotient  -■  „/ijr-  unverändert,  [5 
wenn  f  in  jf  übergeht.  Dieser  Quotient  bleibt  also  für  jeden  Weg  der  Varia- 
beln  s  unverändert,  er  ist  also  eine  rationale  Function  von  2.  Hieraus  ergiebt 
sich  aber,  dass  <p  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  und  (nach  A. 
p.  115'),  8.  VI.)  durch  F  theilbar  ist.     Man  erhält  daher  den  Satz: 

IL  Ist  ft  der  höchste  und' iV  der  niedrigste  Grad  einer  Prim- 
form, so  muss 

/i<  GiV-12 
sein. 

Es  sei  L  der  Index  eines  reducirten  Wurzeisystems  von  der  kleinsten  An- 
zahl -ZV,  so  ist  (A.  p.  115^)) 

m  =  NL. 
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Es  ist  demnach  nach  S.  II.  dieser  Nummer  und  S.  IV.  voriger  Nummer 

1 )  entweder 

NL^&N-12,     (jt  =  m), 

2)  oder 

NL^12N~2i,     L  =  -JV 
also 

III.  Je  nachdem  ,a=m  oder  f(  =  — ,  ist  J,<;6  oder  i<12. 
Dieses  ist  der  Fundamentalsatz  unserer  Abhandlung  in  Bd.  81  dieses  Jour- 
nals (p.  1  22  *}  daselbst). 

Die  gegenwärtige  von  der  dortigen  verschiedene  Herieitung  desselben 
zeichnet  sich  vor  jener  dadurch  aus,  dass  sie  ohne  Anwendung  anderer  Hülfs- 
mittel  als  der  Entwickelung  des  Primformenbegriffs  sich  ergiebt. 

IV.  Ist  eine  Form  g  gleich  der  "Wurzel  einer  rationalen 
Function,  so  sind 

^  „„a  EMI 

9  <J 

rationale  Functionen. 

Da  nämlich  die  verschiedenen  Werthe,  welche  g  annimmt,  die  Yoxm  jg 
haben,  wo  j  eine  Einheitswurzel  bedeutet,  so  sind  die  verschiedenen  Werthe 
von  II{g),  H''{g)  resp.  der  T oim.  fH(g),  fH\g)  (A.  p.  106^),  woraus  die 
Richtigkeit  des  Satzes  hervorgeht. 

V.  Der  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  einer  beliebigen 
irreductiblen  Gleichung,  deren  Wurzeln  der  Differentialgleichung 
genügen,  ist  eine  gerade  Zahl. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  der  Index  eines  jeden  reducirten 
Wurzelsystems  eine  gerade  Zahl  ist,  wenn  dieses  für  ein  einziges 
System  feststeht. 

6]  Denn  es  gehöre  ein  Integral  t/^  zu  einem  beliebigen  Wurzelsystem,  dessen 
Index  2l  eine  gerade  Zahl  ist,  und  es  werde  eine  primitive  2Z*°  Wurzel  der 
Einheit  mit  J  bezeichnet.  Es  giebt  alsdann  (A.  p.  108  und  109^))  ein  zweites 
Integral  j/^,  welches  mit  y^  ein  Fundamentalsystem  bildet  und  nach  Vollziehung 
ben  Umlaufes,  auf  welchem  y^  in  yj  übergeht,  sich  in  i/^j~'  verwandelt. 
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Eine  /-malige  Wiederholung  desselben  Umlanfes  fiihrt  aber  y^  und  y^  gleich- 
zeitig resp.  in  —y^  und  —y^  über.  Auf  demselben  Wege  muss  demnach  jedes 
Integral,  als  lineare  homogene  Function  von  y^^  y^  seinen  entgegengesetzten 
Werth  erhalten.  Eine  in-eductible  Gleichung  muss  aber  die  sämmtlichen 
Werthe,  die  eine  Wnrzel  derselben  annimmt,  als  Wurzeln  enthalten.  Hieraus 
folgt,  dass  wenn  die  Wurzeln  irgend  einer  ii-reductiblen  Gleichung  der  Diffe- 
rentialgleichung genügen,  dieselben  zu  je  zweien  einander  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sind,  d.  h.  dass  der  Index  des  reducirten  Wurzelsystems  dieser 
Gleichung  eine  gerade  Zahl  ist  (A.  p.  113^)). 

Ist  n  die  Anzahl  der  Glieder  eines  reducirten  Wurzelsystems ,  l  der  Index 
desselben,  so  ergieht  die  Gleichung  m  =  nl  nach  S,  1.  No,  1,  dass,  wenn  eine 
der  beiden  Zahlen  w,  /  ungerade,  die  andere  gerade  sein  müsse.  Wenn  dem- 
nach l  für  jedes  reducirte  Wurzelsystem  eine  ungerade  Zahl  wäre,  so  müsste 
der  Grad  jeder  Primform,  also  (nach  A.  p.  115^),  S.V.)  der  Grad  jeder 
Form,  welche  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  eine  gerade 
Zahl  sein.  In  der  Gleichung,  welcher  das  reducirte  Wurzelsystem  mit  dem 
Index  l  genügt,  sind  (Ä.  p.  99^))  die  Exponenten  der  Unbekannten  y  durch  l 
theilbar.  Der  Coefficient  fl^_j^  von  y'^"''  ist  eine  rationale  Function  von  s  nnd 
durch  eine  Form  W^'"  Grades  darstellbar.  Demnach  ist  a^_^-  =  0,  wenn  nicht 
i  eine  gerade  Zahl.  Die  Gleichung  enthielte  also  nur  solche  Potenzen  von 
y,  deren  Exponenten  durch  il  theilbar  wären,  d.  h.  (A.  p.  III*))  der  Index 
des  reducirten  Wurzelsystems  wäre  nicht  l  sondern  2/. 

Demnach  muss  mindestens  ein  reducirtes  Wm-zelsystem,  folglich  nach  dem 
eben  bewiesenen  Hülfssatz  jedes  reducirte  Wurzelsystem  einen  geradzahligen 
Index  besitzen. 


Aus  der  Gleichung 

(1.)  m  =  IsL  =  {2JY-4)I,' 

eine  ganze  Zahl  ist.     Setzen  wir 


LN 


(2.) 


2N- 


la  Bmdas.    So 
Works.    II, 


2Z, 
N~2 
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SO  ist 

Demnach  ist  q  eine  ganze  Zahl. 

Nacli  Satz  V.  voriger  No.  ist  L'  eine  gerade  Zahl,  also 

(4.)  i  +  p  =  0,     mod.  4. 

Da  nach  S.  III.  und  S.  V.  voriger  No.  L  eine  gerade  Zahl  und  kleiner  als  12 
ist,  so  ergiebt  die  Bedingung,  dass  p  eine  ganze  Zahl  ist,  welche  der  Con- 
gruenz  (4.)  genügt, 

für    N:>  4 
folgende  Combinationen 

Die  Combination  _L  ^  6,  N  ■■ 

m  =:  48 
und  nach  S.  III.  voriger  No. 

(t  =  24. 

Nach  8.  II.  No,  1  wäre  demnach  der  Grad  einer  beliebigen  Primform  im 
gegenwäi'tigen  Falle  eine  der  Zahlen  8,  1 2,  24,  also  stets  durch  4  theilbar. 
Da  jede  Form  9{»/j,»/,),  welche  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function, 
(A.  p.  115*))  sich  in  ein  Produkt  von  Primformen  zerlegen  lässt,  so  ist  der 
Grad  deraelben  durch  4  theUbar. 

Es  sei  nunmehr  y  ein  Linearfactor  einer  Primform  f  achten  Grades,  so 
genügt  y  einer  Gleichung  48'°"  Gi'ades,  in  welcher  die  Exponenten  der  Po- 
tenzen der  Unbekannten  durch  6  theilbar  sind,  weil  der  Index  des  reducirten 
Wurzelsystems  dieser  Gleichung  gleich  6  angenommen  worden.  Da  sich  aber 
andererseits  die  Coefficienten  der  Potenzen  der  Unbekannten  als  ganze  homo- 
gene Functionen  ^{'i/^,  y^)  von  y^,  y^  darstellen  lassen  und  diese  rationale 
Functionen  von  z  sind,  so  folgt  aus  dem  eben  Bewiesenen,  dass  nur  die 
Coefficienten    derjenigen  Potenzen   von  Kuli   verschieden    sein    können,    deren 


L    : 

=  6) 

N  = 

8 

L  ■■ 

=  8, 

N  = 

6 

L    : 

=  10, 

jy  = 

12. 

=  8 

liefert 
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Exponenten  durch  4  theilbar  sind.  Demnach  genügt  y  einer  Gleichung  48**" 
Grades,  in  welcher  die  Exponenten  der  Potenzen  der  Unbekannten  durch  [8 
1 2  theilbar  sind.  Da  aber  die  Anzahl  der  Glieder  des  reducirten  Wurzel- 
systems dieser  Gleichung  gleich  4  wäre,  so  ergäbe  sieh,  dass  schon  eine  Form 
vierten  Grades  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  wäre,  gegen  die 
Voraussetzung. 

Demnach    ist    die    Combination    i  =  6,  N=  8    auszuschliessen.      Es 
verbleiben  demnach  für  iV>-4  die  Combinationen 

^   '  i  =  10,     J^  =  12. 


Für  die  Combination  JO  =  8,  iV  =  6  hat  eine  Primform  niedrigsten  Grades 
(A.  p.  125'))  die  Gestalt 

f  =  a^yly.  +  a^y^yl, 
wo   y^,  y^   ein   Fundamentalsystem    von   Integi-alen    ist,    welche    auf  demselben 
Wege  resp.  in  yj-.y^j"^  übergehen,    wenn  j  eine  primitive  achte  Wurzel  der 
Einheit  bedeutet.     (Ä.  p.  123^).) 

Da  ?/j,^j  mit  beliebigen  constanten  Factoren  multiplicirt  werden  können, 

so  ist 

für     L  =  8,     iV  =  6 

eine  Primform  niedrigsten  Grades. 

Für    die    Combination    Z-=^10,    iV=12    hat    die    Primform    niedrigsten 
Grades  (A.  p.  125'))  die  Form 

wo  y^,y^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  bilden,  welche  auf  demselben 
Wege  resp.  in  y^j,y^j~'  übergehen,  wenn  _;'  eine  primitive  zehnte  Wurzel  der 
Einheit  ist. 

Damit  die  Covariante 


^y]  ^yl       ^y\  ^Hi  ^^i  ^vl 

■  )  S.  42  dies»  Banaes.    S, 
>)  8,  40  dieaos  Binass.    8i 
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als   Form   achten    Grades    (s.  A.  p.  98'))    identisch,   verschwinde,    ist   erforder- 
lich, dass 

al  +  ll'a,a„  =  0. 

Da    überdiess   ^^,  y.^   mit    beliebigen    constanten    Pactoren    multiplicirt    werden 

können,  so  ist  für 

9]  L  =  10,    N  =  12 

(2.)  L  =  yft/,  +  i^'^f,yt-y,yi 

eine  Primform  niedrigsten  Grades*). 

Die  Formen  (1.)  und  (2.)  besitzen  die  Eigenschaft; 
(3.)  H'(f,)  =  Const./,=, 

(4.)  H'ifJ  =  Const./'.V 

5. 
Ist  i*r>  4,   so   ist  nach  Gleichung  (5.)  Ko.  3,  X  =^  8  oder  10,   also  nach 
S.  III.  No.  2,  f»  =  y-     Man  hat  demnach 

a)  für  die  Combination  L  =    8,  iV=    6,  m  =    48,  f«.  =  24, 

b)  für  die  Combination  i  =  10,  N  =  12,  m  =  120,  .«  =  60. 

Im  Falle  a)  könnte  demnach  nach  S.  II,  No.  1  der  Grad  n  einer  Prim- 
form nur  eine  der  Zahlen  w  =  6,  8,  12,  16,  24  sein.  Da  aber  nach  S.  V.  No.  2 
das  zu  jedem  n  gehörige  l  eine  gerade  Zahl  sein  muss,  so  ist  n  =  1 6  aus- 
zuschliessen ,  dessen  zugehöriges  l  den  Werth  3  hätte. 

Im  Falle  b)  kann  der  Grad  einer  Primform  nur  durch  eine  der  Zahlen 
n  =  12,  15,  20,  24,  30,  40,  60  dargestellt  werden.  Hiervon  sind  die  Zahlen 
n  =  24,  M=  40  auszuschliessen,  weil  denselben  resp.  die  ungeradzahligen  Werthe 
/  =  5,  ;  =  3  entsprechen  würden.  Gäbe  es  eine  Primform  ^  vom  1  5'""  Gi-ade, 
so  wäre  ^(9)  vom  Grade  26.  Diese  Form  müsste  (nach  A.  p.  115^)  sich  in 
ein  Product  von  Primforraen  niedrigeren  als  26^'™  Grade  zerlegen  lassen,  was 
nicht  möglich  ist. 


*)  Diese  beiden  Formen  (1.)  und  (2,)  stimmen,  bis  auf  coustante  Factoren   mit  denjenigen  nberein, 
auf  welche  Herr  Kleik  die  Tabelle  iu  meiner  Abliauälung  p.  126')  reducirt  hat. 
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Man  erhält  also  den  Satz: 

Für  iV=6,  i=  8  ist  derGrad  einer  Primform  durch  eine  der 
Zahlen  6,  8,  12,  24;  für  N=  12,  Z  =  10  durch  eine  der  Zahlen  12,  20, 
30,  60  bestimmt. 


Es   seien   ^  und  jj   zwei   beliebige  Formen   «""  Grades  des  Fundamental- 
systems, so  folgt  aus  den  Gleichungen: 

öi  öi  ,  dy  dy  Tio 


dii. 


und  unter  Berücksichtigung  von  A.  p.  104*)  Gl.  (2.) 


(1.) 


='-«F*^  =  '''■'■'*'-'■*'• 


WO  C  eine  Constante  bedeutet. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  durch  y^  theilbar. 

Sind  ([j  und  );  Wurzeln  rationaler  Functionen,  so  ist  auch  X'^'—f^'^  Wurzel 
einer  rationalen  Function.     Man  erhält  demnach  den  Satz: 

I.  Sind  tf  und  ^  Formen  desselben  Grades  und  jede  gleich 
der  Wurzel  einer  rationalen  Function,  so  ist  auch  die  Form 


Ö»,Z)  = 


'■e^, 


^%w 


gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Ist  das  eine  Glied  y^  des  Fundamentalsystems  ?/,,?/,  Linearfactor  einer 
Primform  f  niedrigsten  Grades  iV  und  y^  —  y^~''\>(y^)  (s.  A.  p.  123^),  so  ist 
eine  beliebige  von  f  verschiedene  Primform  9  nicht  durch  y^  theilbar  (A, 
p.  114^)  S.  IV.),    dieselbe    enthält    demnach    das    von    y^    unabhängige    Glied. 


ä)f 

i.  19  Mss, 

IS  Bandes,    S 

3)f 

l.  40  flies. 

53  Bandes.    S 

3)S 

).  30  dieai 

EIS  BEindes.    S 
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Hieraus  folgt  aber  wie  in  A.  p.  123^)  Gl.  (i.)  No.  18,  dass  cp  die  Form  hat 

(2.)  9    =   ¥t'''^l  +  <^nP", 

wo  n  den  Grad  von  cp,  und  y,  eine  yorm  (w  — {i)^™  Grades  bedeutet. 

Es  seien  nunmehr  ^  und  ^  zwei  Primformen  n'™  Grades,  welche  sowohl 
unter  einander  als  auch  von  f  verschieden  sind,  so  ist  x¥~'/i''^i  ^^^**  auch 
die  Form  G('J*,)f)  von  Null  verschieden.  Nach  S.  I.  ist  dieselbe  gleich  der 
Wurzel  einer  rationalen  Function,  nach  Gleichung  (2.)  ist  sie  durch  yj 
theilbar,  folglich  ist  dieae  Form  (A.  p.  115^)  S.  VI.)  durch  f  ~  theilbar. 
Der  Quotient  ist  entweder  eine  Constante  oder,  als  Wurzel  einer  rationalen 
F'unction,  mindestens  vom  N"'"  Grade.     Es  ist  also  entweder 

(3.)  n  =  -iNL-iN+l 

oder 

(3a.)  n^-^NL  +  1. 

Für  den  Fall 

(a.)  N  =  Q,    i  =  8 

ii]  wäre  demnach  entweder 

K  =  10     oder     n>  13. 
Für  den  Fall 

(b.)  N  =  12,    L  =  10 

wäre  entweder 

«  =  26     oder     n>31. 

Nach  dem  Satze  voriger  Nummer  giebt  es  also  für  den  Fall  (a.)  nur  je 
eine  Primform  8'°"  und  12*™  Grades,  für  den  F"'all  (b.)  nur  je  eine  des  20°'™ 
und  30'""  Grades. 

Es  giebt  aber  überdies  ausser  f  nicht  noch  eine  Primform  f  iV""  Grades, 
da  sonst  nach  S.  I.  G(f,f)  eine  Form  (2iV~2)'™  Grades  wäre,  welche  gleich 
der  Wurzel  einer  rationalen  Function.  Aber  für  iV  =  6  giebt  es  keine  solche 
F'orm  10*°",  und  für  iV=12  keine  solche  22°*™  Grades,  weil  diese  weder 
Primformen  sind  noch  sich  in  Producte  aus  den  Primformen  verwandeln  lassen. 
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Man  erhält  also  den  Satz: 

II.  Ist  H-c/i,  so  giebt  es  nicht  zwei  verschiedene  Primformen 
«*'"  Grades. 

7. 

I.  Das  Quadrat  der  Primforni  f^  und  die  Primforra  H{f^)  sind 
lationale  Functionen  von  z. 

Nach  S.  IV.  No.  2  ist  nämlich  ^^^jl^  rational.  Nach  No.  4  GL  (3.)  ist 
H^{fJ  ~  Const.  f^',  worans  sich  ergiebt,  dass  f^,  also  auch  nach  S.  IV.  No.  2 
H(Q  rational  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  H{f^)  die  von  ihrem  numerischen  Factor  befreite 
HESSESche  Covariante  von  Z',,  so  ist 

(1.)  mo  =  yl~-i-iylpl  +  til- 

Damit  die  Form 

(2.)  '^  =  H{fJ  +  If^    {X  constant) 

durch    das    Quadrat    eines    Ausdruckes    «^  y^  +  a^  y^    theilbar    werde ,    muss    der 
letztere  Ausdruck  ein  Linearfactor  der  Form: 

d.  h.  der  Form 

(3.)  'p,,  =  iyt~y*,)iyl+^iy\yt+yl) 

sein. 

Ist  a,yi+«5?/j  ein  Linearfactor  von  «p,,  und  wird  l  so  bestimmt,  dass  [la 
(J;  durch  («,»/,  +  «,^a)°  theilbar  wird,  so  ist  (A.  p.  115')  S.  VI.)  (]j  durch  das 
Quadrat  derjenigen  Primform  theilbar,  wovon  w,-^\y^  ein  Linearfactor  ist, 
da  (]j  nach  S.  I.  eine  rationale  Function  von  s  ist.  Demnach  müssen  sämmt- 
liehe  Linearfactoren  von  ^i  ^'^(>  X  selber,  Factoreu  von  (p,^  sein.  Die  Prim- 
form X  ist  aber  von  f^  verschieden,  weil  cp^,  nicht  durch  y^  theilbar  ist,  und 
von  H(f^)  verschieden,  weil  sonst  7  auch  Divisor  von  f^  sein  müsste  (nach 
Gl.  (2.)).    Die  Primform  1  ist  also  J  2*^"  Grades,  und  demnach  mit  9,,,  identisch. 

Es  ist  also  '\i  =  tpj^.  Setzt  man  diesen  Werth  in  Gl.  (2.)  und  bestimmt 
die  Constante  l   durch  Vergleichung    der  Coefficienten    auf  beiden  Seiten,    so 


Hosted  by 


Google 


128  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  MIT  ALGEBKAISCHEN  INTEGBALEN. 

erhält  man 

(4.)  ¥J,  =  m.T  +  mt,'. 

II.  Es  ist  also  ^jj  die  Primform  12'*"  Grades  und  ihr  Quadrat 
eine  rationale  Function  von  z. 

III.  Die  Prlmform  f^^  und  die  Primform  H(f^J  sind  rationale 
Functionen  von  s. 

In  der  That  ist  (GL  (4.)  No.  4)  W(fJ  =  Const.  f/^,  und  nach  S.  IV.  No.  2 
— ^P^  rational,  also  auch  f^^,  und  nach  demselben  Satze  H(f^J  eine  ratio- 
nale Function. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  H-if^J  die  vom  numerischen  Factor  befreite 
Torrn  H{f\J,  so  ist 

Setzen  wii' 
(6-)  9,0  =  {y';  +  f^){yT  +  ^^^y''f,-^W0Qyl-pl°~b22ylyl'  +  yf), 

so  ergiebt  sich,  wie  oben,  dass  tf^^  eine  Primform,  und  die  Gleichung 

('■)  fl   ^    WrJ+^'^W,\, 

also: 

IV.  Die  Form  f^^  ist  die  Primform  30''""  Grades  und  ihr  Qua- 
drat eine  rationale  Function  von  s. 

Unter  Zuhülfenahme  des  Satzes  II.  No.  6  und  des  Satzes  in  No.  5  ergiebt 
sich  also: 

V.  Es  giebt 

für  jV"  =  6,  X  =  8  ausser  f^,  H{f^),  'ä^^  und  den  in  unendlicher  Anzahl 
vorhandenen  Primformen  24*^'"'  Grades, 

13]  und  für  iV=12,  I,  =  10  ausser  /iji  ■H'(/'„),  tp^^  und  den  in  unend- 
licher Anzahl  vorhandenen  Primformen  60^'*°  Grades  keine  ande- 
ren Primformen. 

VI.  Für  iV=  6,  L  =  %  ist  jede  Primform  F  24''""  Grades  in  der 
Form 

(8.)  *..  -"W^r  +  ^f^ 

für  iV  =  12,  jC  =  10  ist  jede  Primform  F  60'*"°  Grades   in  der  Form 
(Sa.)  <!»,,  -  vH{f\J  +  kfl^ 
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enthalten,  und  umgekehrt  sind  ^^^,  ^^^  Primformen  24"^"  reap,  60*''" 
Grades,   wenn   nicht   A  =  0  oder  v  =  0  oder  resp.  —  =  108,  —  =  1728. 

Blan  darf  in  der  That  nur  v  und  k  so  bestimmen,  dass  ^^^  resp.  0^ 
durch  einen  Linearfactor  von  F  theilbar  wird.  Diese  Formen  sind  alsdann 
(A.  p.  115M  S.  VI.)  durch  F  theilbar.  Der  Quotient  ist  eine  von  Null  ver- 
schiedene Constante,  weil  die  genannten  Formen  mit  F  von  gleichem  Grade 
sind  und  nur  für  A  =  v  =  0  identisch  verschwinden  können.  Der  zweite  Theil 
des  Satzes  folgt  daraus,  dass,  wenn  nicht  A  =  0  oder  v  =  ü,  0^^  resp.  ^^ 
weder  durch  f  noch  durch  H'(f)  theilbar  sein  kann,  und  resp.  durch  cp^^  und 
ff^^  nur  theilbar  ist  für  —  =  108  resp.  -  =  1728.  Da  also  die  Formen  ^^^,  ^^^ 
ausser  in  diesen  Fällen  nicht  in  Primformen  niediigeren  Grades  zerlegbar 
sind,  so  sind  sie  selber  Primformen. 

Sind  F^,  F,,  F^  drei  Primformen  jt'""  Grades,  so  folgt  aus  ihrer  Darstellung 
durch  Gl.  (8.)  resp.  (8a.)  der  Satz: 

Vn.  Die  sämmtlichen  Primformen  {i^'"  Grades  sind  rationale 
Functionen.  Zwischen  je  drei  derselben  findet  eine  lineare  ho- 
mogene Relation  mit  eonstanten  Coefficienten  statt. 

8. 
Es  sei 

(1.)  f.  =  zW. 

WO  y(^)  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  von  s,  so  ergiebt  sich 
aus  A.  p.  128')  Gl.  (8.) 

p.)      m.)  =  c.[(iy?|iW)V6iiiM,Ä_36P],.w  =  x,(.). 

wo  C  eine  Constante. 

Die  mit  noch  zu  bestimmenden  Constanten  zu  niultiplicirenden  Linear- 
factoren von  f  genügen  einer  Gleichung  48""'"  Grades 

Wir  wollen  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  als  ganze  homo-  [14 
gene  Functionen  der  rationalen  Functionen  1(2)^  und  ^^(ä')  darstellen. 


') 

a.  31  aisi 

JOS  Bln. 

las.    S, 

') 

8.  16  aiei 

»3  Ban. 

äeä,    S. 

Fucb 

9,  miitheii 

9.    II. 
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Es  seien  a,  a^,  ß,  ß^,  y,  y^  noch  zu  bestimmende  Constanten,  t]  eine  pri- 
mitive 4*'  Wurzel  der  negativen  Einheit,  so  sind  die  8'™  Potenzen  der  Wur- 
zeln der  Gl.  (A.) 

Die  Coefficienten  p,,  p^,  ■.■  sind  Formen,  welche  gleich  rationalen  Func- 
tionen von  ^  sind.  Der  Coefficient  p  als  der  negative  Werth  der  Summe  der 
S*'"  Potenzen  der  Wurzeln  ist  eine  Form  8*™  Grades,  demnach  eine  Primform, 
weil  p^  nicht  verschwinden  kann,  ohne  dass  auch  a  verschwindet,  was  nicht 
möglich  ist.     Nach  S.  V.  voriger  Nummer  ist  also 

(3-)  2\  =  ^,mQ, 

wo    A,    eine    Constante.     Durch  Vergleichung    der   beiderseitigen    Coefficienten 
sich 


Wählen  wir  «  =  16,  so  dass  \f2t/^  der  Gleichung  (A.)  genügt,  so  sind  die 
achten.  Potenzen  der  Wurzeln  derselben: 

(w.)         16»/J,     IQyl,     iy,~riy,y,     (J/,  +  v^■^/J^     (y^-iy^yj^     (^,  +  i>l!/,)' 

und 

A,  =-  20. 

Bezeichnet  man  mit  i\  die  Ä'°  Potenzsumme  der  Grössen  («).),  so  ist  s^  eine 
Form  Sk^""  Grrades,  welche  gleich  einer  rationalen  Function.  Zerlegt  man 
diese  Form,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (4.)  in  No.  7  und  der 
Sätze  V.  und  VI.  derselben  Nummer,  in  Primformen,  so  ergiebt  sich  folgende 
Gestalt  derselben: 

I     s^  =  Pi.li'  +  nJ'H, 

wo  H  und  /  zur  Abkürzung  für  Hif^)  resp.  f^  gesetzt  ist. 

Die  Grössen  X  und  (i  werden   durch  Vergleichung   der   Coefficienten   auf 
beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  bestimmt. 


(1) 


Hosted  by 


Google 


DIFFERESTIALGLEICHU.NGEN  MIT  ALGEBRAISCHEN  INTEGRALEN.  lol 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4.)  werden  alsdarm  die  Coefdcienten  p,,p^,f^f'p^ 
berechnet,  während  p^  als  Product  der  Grössen  (w.)  die  Form  hat:  [is 

(5.)  Ä  =  KU- 

Die  Vergleichung  zweier  Coefficienten  auf  beiden  Seiten  liefert 

Man  erhält  demnach 

ip,  =:  -20x,,    p,  =  70x', 
Ps  =  -100x'-14.3088x',     Pt  ==  65xJ~40.424y_j);', 
A  =  -16z^-1248xJx'=     P.  =   16^.", 
WO  X,  X,  zur  Abkürzung  für  1(3)  resp.  i^(g)  gesetzt  ist. 

y. 
Es  sei  wiederum 

(1.)  fu  =  Xi^), 

wo  i(s)  eine  rationale  Function  von  s,  so  ergiebt  sich  aus  A.  p.  128^)  Gl.  (8.) 

(2.)    mj  =  c[(iy?|i(4)"+i2iyffa_i2-p],(.).  = ,.(.). 

Die  mit  bestimmten  Constanten  multiplicirten  Linearfactoren  von  f^^  genügen 
einer  Gleichung  120'*^°  Grades,  welche  nur  solche  Potenzen  der  Unbekannten 
enthält,  deren  Exponenten  durch  zehn  theilbar. 

Bezeichnet  man  also  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
(3.)  a:=  +  llx-l  =  0 

mit  p^,  f/,  ferner  mit  v)  eine  primitive  fünfte  Wurzel  der  Einheit,  endlich  die 
zehnten  Potenzen  der  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der  Gleichung  mit 

«/,%   "iJ/r.   ß^y^-p-^t-yJ",   vs^ivt-i-'ty^T,   (^  =  0,1,2,8,4) 

so  ergiebt  die  Bedingung,  dass  die  Summe  dieser  GixÖssen  als  eine  Form  zehn- 
ten Grades,  welche  gleich  einer  rationalen  Function,  (in  Folge  der  Voraus- 
setzimg N=  12)  identisch  verschwinden  rauss, 

a,  =  a,     ß^  =  ß,  =  ß^=  ß^  =  ß,  =  ^~/  ,.  «, 
,  ,     ,.„         ^,         rs         fB         c^     ^     5{2'-J?') 


b{^'-p^) 
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Demnach  sind  die  zehnten  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung,  welcher 
yjly^  genügt: 

(«,.)  25\/5y,,      25\/5!/,,      ^^^{y^—r^pyj\     p^iy^-rf  qy,)",     (fc  -  0,  1,2,3,4) 

i6]  und  diese  Gleichung  lautet: 

Bezeichnet  man  wieder  mit  Sj  die  fc'°  Potenzsumme  der  Grössen  (to.)  und 
zerlegt  die  Formen  lOfc'"™  Grades  in  Primformen,  so  ergiebt  sich  unter  Zu- 
hülfenahme  der  Sätze  II.,  IV.,  V.  in  No.  7  eine  Darstellung  derselben  als  ganze 
homogene  Functionen  von  f^^,  H[f^J,  (f^^,  in  welcher  die  Coefficienten  durch 
Vergleichung  gleich  hoher  Potenzen  von  y^  auf  beiden  Seiten  bestimmt  werden. 
Aus  den  Potenzsummen  ergeben  sich  alsdann  folgende  Werthe  der  Coef- 
ficienten p  als  ganze  homogene  Functionen   von  yj£),  ■/_^(^),   und  von 

Po    =  "sZl  +  'leX'.     P7   =   ■^jZJ'Pi     A   =   «sZt  +  ^aXi/'. 

p^  =  Kx\'?  +  i^^y''9<  p,«  =  ^ioz!  +  'ii«z!z% 
^   2'ii=  ^„x;¥  +  f*iix'z.f^  p,^  =  ^'y.!^, 

wo  X,  /,,  !p  zur  Abküi'zung  für  resp.  xi.^)^  Xli.^)^  ?3o(^)  gesetzt  ist,   und  worin. 
x^,  Zj,  ...,  Aj,  Aj,  ...,  ft,,  ...  vollständig  bestimmte  numerische  Grössen  sind. 

Natürlich  könnte  man  auch  die  Formen  (4.)  der  Coefffcienten  p  direct 
aus  der  Zerlegung  derselben  in  Primformen,  unter  Zuhülfenahme  der  Sätze 
IL,  IV.,  V.  in  No.  7  aufstellen  und  die  Unbekannten  x,  A,  y,  durch  Ver- 
gleichung  gleich  hoher  Potenzen  von  y^  auf  beiden  Seiten  bestimmen.  Allein 
es  erleichtert  wesentlich  die  Rechnung ,  die  Coefficienten  p  durch  Vermittlung 
der  Potenzsummen  ä'^  herzuleiten.  Dieselbe  Bemerkung  ist  auch  bei  den  ana- 
logen Gleichungen  (6.)  voriger  Nummer  zu  machen. 

Die  Form  für  p^^  ergiebt  sich  daraus,  dass  dieser  Coefficient  das  Product 
der  Grössen  (tu.)  sein  muss. 

Da'  die  Gi'össen  p  rationale  Functionen  von  z  sind  und  i  =  !  0,  so  t 
sich  aus  den  Gleichungen  (4.)  ausserdem: 

Die  Primform  (f^  ist  eine  rationale  Function. 


(i) 
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■10. 
Es  sei  a  ein  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung 


d;s' 


Py, 


T]j,  vIj  ein  Fundatnentalaystem  von  Integralen,  welche  resp.  den  Wurzeln  [17 
r,  1  — )■  der  zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  entsprechen, 
wobei  wir  voraussetzen  wollen,  dass  »■  die  kleinere  der  beiden  Wurzeln  ist, 
was  erlaubt  ist,  weil  dieselben  verschieden  sein  müssen  (s.  m.  Abh.  Bd.  66*), 
No.  6).     Es  sei  alsdann 

{!-)  y,  =  n^k  +  *i^«.   y^  =  nm  +  ^s"^,- 

Substituirt  man  diese  Werthe  für  y^,  y^  in  eine  Primform  «.**"  Grades,  so 
kann  zweierlei  eintreten.  Entweder  ist  der  Coefficient  von  vj"  Null  oder  nicht. 
Im  erateren  Falle  ist  der  Coefficient  von  t]""'?],  jedenfalls  von  Null  verschieden, 
weil  f  als  Pi-imform  nicht  durch  vj^  theilbar  sein  kann.  Hieraus  ergieht  sich 
der  Satz: 

I.  Eine  Primform  f  k""  Grades  hat  in  der  Umgebung  eines 
singulären  Punktes  a  entweder  die  Form 

(2.)  f={.-ar'^{B) 

oder 

(2a.)  /■=  (^-ar-"-"9(^), 

WO  ^{z)  Wurzel  einer  rationalen  Function  ist,  welche  für  n  =  a 
weder  Null  noch  unendlich  ist, 

Wenn  weder  f  noch  H{f)  die  Form  (2a.)  hat,  so  kann  —  so  bestimmt 
werden,  dass  die  Form  0,,,  resp.  ^^^  durch  tj^  theilbar  wird.  Es  giebt  also 
eine  Primform  der  Gestalt  (2a.).  Andererseits  sind  (nach  A.  p.  114^)  S.  IV.) 
nicht  zwei  verschiedene  Primformen  gleichzeitig  durch  tj^  theilbar.  Es  ergiebt 
sich  also: 

II.  Von  der  Gesammtheit  der  Primforraen  hat  eine  die  Ge- 
stalt (2a.),  die  übrigen  die  Gestalt  (2.). 
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Ist  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades  iV,  so  ist  nach  Nu.  7 

a)  für  iV=  6,  fl  rational,  also 

entweder     ]  2r     oder     Sr     eine  ganze  Zahl, 
also  weil  i  =  8,  unter  Berüeksichtigimg  von  A.  p.  135^)  Gl.  (5.)  der  Nenner 
von  )■  eine  der  Zahlen 

(k.)  1,  2,  3,  4,  6,  8; 

b)  für  iV=  12  ist  f^^  rational,  also 

entweder     I2r     oder     lOr     eine  ganze  Zahl, 
rs]  demnach,  weil  L  =  10,  der  Nenner  von  r  eine  der  Zahlen 
iß)  1,  2,  3,  4,  5,  6,  10. 

Fasst  man  beides  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz: 

m.  Die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singu- 

lären  Punkten  gehörigen   determinirenden  Fundamentalgleichungen 

haben   für   iV  =  6    einen    der   Zahlenwerthe    («.),    für    iV=12    einen 

der  Zahlenwerthe  (jJ.), 

Aus  dem  Satze  I.  ergiebt  sich    übrigens  folgende  Gestalt  einer  Primform 

w'*"  Grades  als  Function  von  s: 

(3.)  /■(.)  =  ^,W(-».f-'-"'-'"x(»-».f-'-"''*"..-, 

wenn  man  mit  <*,,  «,,  ...  die  singuläi-en  Punkte,  mit  j-^,  r,,  ...  resp.  die  jedesmal 
kleinere  der  beiden  "Wurzeln  der  zugehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen, mit  Sj,  e^,  ...  Zahlen,  welche  entweder  den  Werth  Null  oder  Eins 
haben,  endlich  mit  '^{z)  eine  ganze  rationale  Function  bezeichnet,  welche  für 
keinen  der  singulären  Punkte  verchwindet. 

11. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall 

iV=.  4. 
Nach  S.  II.  No.  2  ist  in  diesem  Falle 
(1-)  ^S12, 


1)  S.  SS  dieses  Bandes.    3ch. 
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also  nach  S.  IV.  No.  1 

(2.)  )B<24, 

folglich  ist  in  Übereinstimmung  mit  A.  p.  125^) 

(3.)  L^6. 

Es  sei 

a)  L<  3,  so  wird  (nach  A.  p.  135^)  Gl.  (5.)  und  p.  138^)  No.  26)  die 
Differentialgleichung   durch    die  Wurzel    einer   rationalen   Function   befriedigt. 

b)  i  =:  4  ist  aus    dem  A.  p.  125*)    angegebenen  Grunde   auszuschliessen. 

c)  i  =  5  kann  nicht  statthaben,  weil  in  diesem  Falle  die  Primform 
4*™  Grades  durch  y^  oder  ^°  theilbar  sein  müsste. 

d)  Z-  =  3  oder  6. 

Ist  j  eine  primitive  dritte  oder  sechste  Wurzel  der  Einheit  und  sind  t/^,  y^ 
ein  Fundamentalsystera  von  Integralen,  welche  auf  einem  gewissen  Wege 
gleichzeitig  in  yj^  yj~^  resp.  übergehen,  so  ergiebt  sich,  dass  eine  Prim-  [19 
form  vierten  Grades  eine  der  beiden  Gestalten  hat 

(a.)    (i,yl  +  a,i/,yt>  iß-)     a,yly,+  a,yl. 

Da  die  erstere  durch  y^,  die  zweite  durch  y^  theilbar  ist,  so  folgt  aus 
A.  p.  M4*)  S.  IV.,  dass,  wenn  erst  «„,  «,,  «,,  a,  fisirt  sind,  jede  Primform 
vierten  Grades  mit  einer  der  beiden  Formen  (ce.)  oder  [ß.)  übereinstimmt. 
Wir  fixiren  a^  =  1,  a^  =  1,  was  erlaubt  ist,  da  y^,  y^  mit  beliebigen  constanten 
Factoren  multiplicirt  werden  dürfen.     Es  wird  dann  die  Form  (a.) 

(*•)  /l  =  y\^y^fi- 

Nun  ist 

(5.)  B{f\)  =  9i8f,y,-yt). 

Nehmen  wir  als  Form  (ß.) 

(6-)  ^(fJ  =  Sp'.f/,-pt, 

so  sind  f^  und  H(fJ   die    einzigen  Primformen    vierten  Grades.     Es   ist    dem- 
nach die  HfissEsche'  Covariante  von  f^   von    dieser  Form   verschieden. 
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Aus  dem  Satze  V.  No.  2  ergiebt  sich  aber,  dass  der  Index  jedes  redu^ 
cirten  Wurzelsystems,  also  auch  L  eine  gerade  Zahl  sein  muss. 
Wir  erhalten  also  den  Satz: 

I.  Für  iV=  4  ist  L  =  %  und  es  sind  f^  und  H{f^  die  einzigen 
Primformen  vierten  Grades. 

Es  ergiebt  sich 
(7.),  1P{Q  =  -9^24Y,. 

Demnach  folgert  man  aus  dem  Satze  IV.  No.  2: 

II.  fl  und  H{fy  sind  rationale  Functionen  von  ß. 
Bestimmt  man  A  so,  dass 

•j-  =  -B(f:r+if: 

dui'ch  einen  Linearfactor  der  Form 

theilbar  wird,  so  wird  ']/,  aus  demselben  Grunde  wie  in  No.  7  in  den  ähnlichen 
Fällen,  dui'ch  9^  theilbar.     Es  ergiebt  sich 

(9-)  <fl  ^  ~  HifJ  +  ^if:- 

Da  eine  Form  sechsten  Grades  nicht  Wurzel  einer  rationalen  Function 
sein  kann,  ohne  Primform  zu  sein  (weil  iV  =  4),  so  ist  9^  eine  Primform. 
20]  Nach  No.  6  Gl.  (3.)  und  (3a.)  giebt  es  nicht  zwei  verschiedene  Prim- 
formen  sechsten  Grades. 

Die  Form 

(10.)  F  ==  vSif.r  ^  ^f: 

ist  eine  Primform  für  jedes  Werthsystem  der  Constanten  A  und  v,  ausser  für 
V  =  0  oder  A  —  0,  oder  v  =  —1,  A  =  64.  Umgekehrt  ist  jede  Primform  F 
zwölften  Grades  in  der  Form  ( 1 0.)  enthalten.  Denn  man  kann  —  so  be- 
stimmen, dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (10.)  durch  einen  Linearfactor 
von  F,  also  (A.  p.  114']  S.  IV.)  durch  F  theilbar  wird.  Der  Quotient  ist 
eine  Constante,  welche  nicht  verschwindet,  weil  f^  und  H{fJ  von  einander 
verschieden  sind.     Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  folgt: 
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ni.  Für  N=i  giebt  es  nur  die  Primformen  f^,  Ii{f\)i  f  und 
die  in  unendlicher  Anzahl  vorhandenen  Priraformen  zwölften 
Grades.  Die  letzteren  sind  sämmtlich  durch  die  Gleichung  (10.) 
dargestellt. 

Es  ergiebt  sieh  aus  der  Gleichung  (10.),  ebenso  wie  in  No.  7,  dasa 
zwischen  je  drei  Primformen  zwölften  Grades  eine  lineare  ho- 
mogene Relation  mit  c^onstanten  Coefficienten  stattfindet.. 


Die  Linearfactoren  von  f^,  mit  bestimmten  Constanten  multiplicirt,  ge- 
nügen einer  Gleichung  24''™  Gi^ades,  welche  nur  sechste  Potenzen  der  Un- 
bekannten enthält. 

Die  sechsten  Potenzen  der  Glieder  des  reducirten  Wurzelsystems  der- 
selben seien 

wo  2)  eine  primitive  dritte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.  Es  ergiebt  sich,  dass 
die  Summe  dieser  Grössen  nicht  Null  sein  darf,  weil  hierzu  die  unmögliche 
Bedingung  a  =  0  zu  erfüllen  wäre.  Diese  Summe  als  Form  sechsten  Girades, 
welche  gleich  einer  rationalen  Function,  ist  demnach  gleich  <f^  multiplicirt 
mit  einer  Constanten.     Hieraus  folgt 

^  =  y  =  d=:— -i-K,    und  die  Summe  gleich    {«tpj. 

AVählen  wir  «=—27,  so  ist  das  reducirte  Wurzelsystem  der  Gleichung, 
welcher  \/— 27y^  genügt: 

(o..)  'v'^27),,,    (y,  +  p,),    {y,+i}y,),    iy^-vp'y,). 

Es  sei  wiederum  ["» 

(1.)  n  =  y.(^). 

wo  '/_{s)  die  Kubikwurzel  einer  rationalen  Function,  und 

so  können  wir  die  Coefficienten  der  Gleichung 

(C.)  y'*  +  PrV'' +  P.f' +  P^y' +  Pi  =  0. 
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welcher  die  Grössen  (lu.)  genügen,  folgendermaassen   als  ganze  homogene 
Functionen  von  x(^)j  Xi(^)  ^^^^ 


(3.)  ?.(^)=  V'=^z:(^)'+64zW 

darstellen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  wieder  mit  i\  die  &'*  Potenzsumme  der  sechsten 
Potenzen  der  Grössen  (u).),  so  ergiebt  die  Zerlegung  der  Form  s^  in  Prim- 
formen ihre  Darstellung  als  ganze  homogene  Function  von  /^,  H{fJ  und  cp^. 
Die  Unbekannten  ergeben  sich  wieder  durch  Vergleichung  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  ^j  auf  beiden  Seiten.     Auf  diesem  Wege  erhalten  wir: 

WO  zur  Abküi'zung  y^,  y^^,  cp  für  xi^)'>  XiC'^)'  9b('^)  i'^^P-  gesetzt  ist. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt,  dass  9^  eine  rationale 
Function  von  s  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (4.)  ergeben  sich  die  Werthe  der  Coefficienten  der 
Gleichung  (C.) 

(5.)     p,=   Srf,    p,  =  -3y^,~18x\    i),  =-  -xJT  +  lOz'f,    p,  =  -27x\ 

Die    letztere    dieser  Gleichungen    ergiebt    sich    auch   unmiitelbar  daraus,    dass 

p^  gleich  dem  Producte  der  sechsten  Potenzen  der  Grössen  (u).)  ist. 

Aus  dem  Satze  I.  No.  10  und  aus  A.  p.  135^)  Gl.  (5.)  ergiebt  sich: 
Die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären 

Punkten     gehörigen     determinir enden    Fundamentalgleichungen 

fallen  für  N=  4  mit  einer  der  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  6 
zusammen. 

Dieser  Satz,  zusammen  mit  Satz  III.  No.  10,  hefert  den  Satz  A,  p.  135^) 
mit  der  näheren  Bestimmung,  dass  die  Nenner  7  und  9  für  iV>  2  überhaupt 
ausgeschlossen  sind. 
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13.  [» 

In  den  Nummern  8,9,12  ist  gezeigt  worden,  wie  die  Coefficienten  der 
algebraisclien  Gleichung,  deren  Wurzeln  der  Differentialgleicliung  genügen, 
vermittelst  einer  Function  -/^{s)  ausgedrückt  werden  können. 

Diese  Function  ^  ist  für  JV  ^  6  die  Quadratwurzel,  für  JY  =  4  die 
Kubikwurzel  einer  rationalen  Function,  dagegen  für  N  ~  12  eine  rationale 
Function. 

Die  Exponenten  der  Factoren  von  ^,  welche  für  die  singulären  Punkte 
Null  oder  unendlich  werden,  sind  durch  die  Gleichung  (3.)  No.  10  näher  be- 
stimmt. 

Die  definitive  Bestimmung  von  /  erfolgt  (nach  A.  p.  129  — 133^))  dadurch, 
dass  diese  Function  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  resp.  der 
5*°°,  7'™  oder  13'™  Ordnung,  oder  dem  Systeme  von  resp.  4,  6,  12  solchen 
Differentialgleichungen  zu  genügen  hat.  Obgleich  diese  Bestimmung  wesent- 
lich durch  die  gewonnene  Kenntniss  der  Beschaffenheit  der  Exponenten  der- 
jenigen Factoren  von  /,  welche  für  die  singulären  Punkte  Null  oder  unend- 
lich werden,  erleichtert  wird,  so  ist  doch  zuweilen  folgender  Weg  zur  Be- 
stimmung von  ^  vorzuziehen. 

Ist  f  eine  Form  vom  h*'^"  Grade,  so  kann  man  aus  den  beiden  Gleichungen: 

(1)  *     *  ,/  =  *   „■=* 

-J-, -J-  berechnen.  Tür  jede  dieser  Formen  (h—l)^"  Grades  werden  die  den 
beiden  Gleichungen  (1.)  analogen  Gleichungen  aufgestellt,  und  aus  diesen 
^f ,  -fr,  XT^  berechnet 

oyi  '    öl/s      öy,  0J/2 

Ist  nun  Z'  =  X,  wo  /  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  s,  so  ergiebt 
diese  Rechnung  unter  Znhülfenahme  von  A.  p.  104^)  Gl.  (2.) 

WO  C  eine  Constante  bedeutet.     Diese  Gleichung  haben  wir  in  den  Nummern 
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8,  9,  12    bereits   fÜT  fe  =  6,  12,  4    aus    A.  p.  128')    durcli    directe    Ausrechnung 
deducirt. 

Aus    den    Gleichungen    (3.)    und    (4.)    No.  4    und    Gleichung    (7.)    No.  1  1 
ergieht  sich: 

23]     Die  Functionen  -/  und  -/_^  genügen  den  Systemen  von  Differential- 
gleichungen: 


(3.) 


WO    C,  C  Cons tauten    und    A  =  1    für    iV"  =  4,  A  =  2    für    iV  =  6,  A  =  3 
für  JV=  12. 

Die  Gleichungen  (3.). können  dazu  dienen,  die  ganze  rationale  Function 
(]j(^)  zu  bestimmen,  welche  in  Gleichung  (3.)  No.  10  als  Factor  von  ^  auf- 
tritt, wodurch  nach  dem  Obigen  -^  vollständig  bestimmt  ist.  Der  Grad  von 
'];(«)  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  A.  p.  133^)  der  Grad  von  g{s). 


Zum  Beschluss  fügen  wir  noch  zwei  fernere  '. 

dass  die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären 
Punkten  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  mit  einer  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10  zusammenfallen  müssen,  wenn  iV>  2,  hinzu 
(siehe  No.  10,  S.  III.,  den  Satz  am  Schluss  von  No.  12  und  A.  p.  135^}). 
Wir  glauben  diese  Beweise  um  so  weniger  unterdrücken  zu  dürfen,  weil  sie 
diesen  Satz  fast  als  eine  unmittelbare  Folge  aus  der  Begiiffsbestimmung  einer 
Primform  darstellen. 

Ist  f  eine  Primform  h'™  Grades,  gebildet  aus  einem  behebigen  Funda- 
mentalsystem von  Integi'alen  y^,  i/^,  so  dürfen  in  derselben  nicht  gleichzeitig 
die  Glieder  mit  y"  und  »/""'«/j,  ebenso  wenig  gleichzeitig  die  Glieder  mit 
K'  ^2"  '3/1  fehlen,  weil  f  weder  durch  y]  noch  durch  yl  theilbar  sein  darf  (A 
p.  114*)).     Die  Primform  besteht  daher  aus  mindestens  zwei  Gliedern. 
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Es  sei  demnach  erstens 

f  =  a^P^+C'iV?~''v!  +  ---, 
wo  a,  und  ßj  von  Null  verschieden  sind.     Da  ft>l,  so  ergiebt  sich,   dass  die 
höchste  Potenz  von  y,  in  H{f)  die  (2?j  — /c— 2)'*  ist,  demnach  ist  die  niedrigste 
Potenz  von  y,  m  dieser  Perm  die  (Je- 2)*",  weil  H{f)  vom  (In-if^"  Grade. 

Ist  f  eine  Priraform  niedrigsten  Grades,  so  ist  auch  II(f)  eine  Primform 
(A.  p.  116'))  und  als  solche  nicht  durch  j/^  theilbar.     Demnach  muss 
Ä-2  <  2, 

d.  h.  h  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  sein. 

Haben  nun  r  und  a  dieselbe  Bedeutung  wie  in  No.  10,  während  ?/,,  y^  [24 
mit  den  dortigen  v],,  tj^  resp.  übereinstimmen,  so  ist  —  da  Z'  nach  einem  Um- 
laufe um  a  sich  mit  einer  Einheitswurzel  multiplicirt  — 
nr-[{n-2¥)r  +  ]e], 

also  auch  2kr  eine  ganze  Zahl. 

Der  Nenner  von  r  ist  demnach  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  6. 
Es  sei  zweitens 

ö,  und  ffj  von  Null  verschieden,  so  ist 

Es  sei  Ä  >  2,  so  sind  die  Coefficienten  von  y^~*  und  von  ^z^""'"'*'''^*"'  ^^ 
B^(f)  von  Null  verschieden  und  die  höchste  Potenz  von  y^  in  H\f),  nach 
dem  im  ersten  Falle  Bewiesenen,  die  (4?2— Ä— 9)*^  Demnach  ist  H^(f)  als 
eine  Form  vom  Grade  4/(  — 12  durch  ?/*"'  theilbar. 

Ist  wieder  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades,  so  kann  H.^(f)  nicht 
durch  die  vierte  Potenz  einer  Primform,  folglich  auch  nicht  (A.  p.  115^)) 
durch  yl  theilbar  sein.     Demnach  ist 

it-3<4, 
d.  h.  h  eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  5,  6. 
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In  diesem  Falle  ist 

{n-2)r+\-[{n-21i)r  +  ]i], 
also  aucli  (2Ä;  — 2)r  eine  ganze  Zahl,  d.  h. 

der  Nenner  von  r  ist  eine  der  Zahlen  J,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10. 

15. 
Der  einfachste  Beweis  des  in  voriger  Nummer  erwähnten  Satzes  ist  wohl 
der  folgende. 

Ist  f  eine  Primform  niedrigsten  Grades,  so  sind  f  und  H{f)  nicht  durch 
if  und  H'{f)  nicht  durch  ?/^  theilbar.     Demnach  enthält 
f   ein  Glied  der  Form   a^J'"   o^^^    ^iVi'^Vi} 
H{f)   ein  G-Iied  der  !Porm   öo^J""'   o^^r   i>,yT~''Vi! 
W{f)   ein  Glied  der  I"orm   CuJ/i""''    »der   c,yf~"y^   oder   c^y*^~''*yl   oder  Cs«/'""";/,. 
Haben    ß,  r   wieder    dieselbe    Bedeutung    wie    in  No.  10,    während    ?/j,  y^   mit 
25]  den  dortigen  y;,,  tj^  resp.  übereinstimmen,  bezeichnen  wir  femer  den  Nenner 
von  )■  mit  v  und  mit  _;  eine  primitive  v'*  Wurzel  der  Einheit,    so  gehen  nach 
einem  Umlaufe  von  s  um  a 

f  in  ff   oder  in   f'^f, 

U{f)    in   r-'H{f)    oder  in  j^-'H(f), 

H\f)  in  f'-'^H^if)   oder  in  f-''H\f)   oder  in  f-^'H^f)  oder  in  .f'-'^R^f)   über„ 

Da   nach    S.  IV.   No.  2    — ^,       i—   ungeändert    bleiben    müssen,    so    ist 
erforderlich,  dass  gleichzeitig  eine  der  Congruenzen: 

2tt  =  2ra-4,      2w  =  2rt-6,     mod.  v 
und  eine  der  Congruenzen 

4w  =  in  — 12,     in  =  4ra  — 14,     in  =  4)j  — 16,     4m  =  in  —  i.8,     niod.  v 
stattfindet,  oder  gleichzeitig  eine  der  Congruenzen 

2(jj  — 2)  ~  2)j-4,     2 («-2)  =  2n~G,     mod.v 
und  eine  der  Congruenzen 

4(ji~2)  s  4n-12,    i{n-2)~in--li,    i{n-2)  =  in-W,    4(«-2)  =  4w-18,    mod.!-. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  v  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8, 10  ist. 
Heidelberg,  den  3.  November  1S77. 
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Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  119,  Zeile  9  v.  u.  gleich  der  statt  gleicli  ist  der, 

„    128,      „     8,  9  eine  rationaie  Function  statt  rationale  Functionen, 

j,    131,      „     6  t.«.  c,2/ä°  statt  tcjyl", 

„    132,      „    10  V.  u.  X  statt  *,, 

„    138,      „    10  T,  U.  pt  statt  Pa, 

„    HO,      „    12  V.  u.  Kenner  statt  Summe, 

„    141j      „     5  dieser  Form  statt  derselben; 

„    134,      „    10  V.  ü.  wurde  das  zweite  »mit«  eingeschaltet. 


Hosted  by 


Google 


Hosted  by 


Google 


XXVI. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSEE  A  M;  HERMITE. 

(Comptes  rendus  hebdomadaires  des  Seanees  de  rAcad^mie  des  Sciences,  t.  85,  1877, 
p.  947—950;  Seance  dii  19  Novembre  1877.) 


En  dösignaiit  par  y^  une  integrale  de  l'^quation  differentielle  |  [947 

et  posant 

on  tire  d'un  theoreme  du  no.  2  de  mon  Memoire  dans   le  Journal  de  Bor- 
CHAEDT,   t.  66'),   que 

est  aussi  une  integrale,  et  que  Ton  n'a  jamais 

)/,  =^  const,  ^,, 

de    Sorte    que  y  ,  y^  fönt  un    Systeme    fondamental    d'integi"ales.     Si   l'equation 
a  la  forme 

une  integrale  quelconque  y,  fait  avec 

1)  Memoiie  VI,  p.  \öi,  1. 1  de  cetta  Edition.    Sab. 
FnchB,  mathem.  Werke,    n.  19 
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un  Systeme  fondamental.  La  forme  (2.)  de  la  fonction  y,^  est  permanente 
pour  des  valeurs  quelconques  des  constantes  contenues  dans  P.  II  n'y  a 
lieu  de  faire,  dans  certains  cas,  une  distinction  que  si  Ton  veut  effectuer 
l'integi'ale 

r  äx 

J  lÄ" 


Soit 

par  exemple, 

(3.) 

dx' 

948]  xme 

integrale  y^  est 

("•) 

»,  = 

et  Ton  a 

(6.) 

y^ 

=  «■  +  " 

La   forme  (5.)    est    valable    pour    toute    valeur    de    a\   mais,    si   l'on    veut 
obtenir  explicitement  Fint^grale 


/V<--), 


äx 


par  des    fonctions    connues,   il   faut    distinguer   les    deux    cas  a  =  0  et  a  non 
^gal  ä  z^ro. 

C'est  de  m^me  ce  qui  arrive  a  l'egard  de  l'^quation  diiferentielle 

(6.)  -=-y-  =  {2h^  aiT^  sxüx  -Vh^  mi^  d,rüa  —  l~¥)y. 


V0U8  avez  trouvö  que 


_   H(»  +  ») 
»■  -       0{x) 
est  une  integrale;  donc 


9'W 


'■  =  "'f^i-iir^ir'" 


est  aussi  une  integrale  valable  pour  toute  valeur  de  a  et  qui  fait  avec 
2/j  un  Systeme   fondamental.     Une   distinction  n'est  ä  faire   que   si  Ton  veut 
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exprimer  y^  par  des  fonctions  connues.     En  effet  on  trouve 


C  :=  2  sin  am  ö  cos  am  a  A  am  »  -täitöy  '*^- 

Comme  cette  constante  ne  peut   devenir   infinie,    sin  am «,    dans   le  coefficient 
de  y  de  l'equation  differentielle  (6.),  devant  6tre  fini,  on  peut  avoir 

'     '-^  I    oa    2"  C  difförent  de  zöro. 

Bans  le  second  cas,  les  equations  (7.)  ä  (9.)  fournissent 

C'est  pr^cisement  votre  autre  integrale.     Les  valeurs  pour  lesquelles  ai-rive  le 
cas  Premier  (10.)  sont 

(     (n)     o  =  2mK  +  2niK', 
(12.)  j    (ß)    a  =  (Stn  +  l)K+2niK', 

(     (r)     a  ^  (2m  +  l)K+l2n  +  l}iK\ 

m,  n  etant  des  nombres  entiers. 

Dans  le  cas  {12k.),  on  a  [949 

H-(a;  +  <i)  J„    H'(a;) 

dont  la  valeur  est,  ä  un  factenr  constant  pres, 
IVIx)      Jx 

De  lä  et  de  l'equation  (8.)  decoule  le  Systeme  fundamental 
/         _   B{xl 

''*"•'  j  H'(i)      Jx  ^ix) 

\   "■  ^  e(3!)      i:  8(1)  ■ 
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Dans  le  cas  {12(3.},  on  a 
dont  la  valeur  est,  ä  un  facteur  constant  pxes, 

e;'(o)     1  e'M 

a;  — j7-a~  —  T,2  -ßT-T  +  const. 
De  lä  et  de  requation  (8.)  decoule  le  Systeme  fondamental 

;      _  jUj) 


Dans  le  cas  (I2y.), 


Ö(a) 


dont  la  valeuT  est,  ä  un  facteiix  constant  pres, 
e"(0)       1    dlogBJx) 

De  lä  et  de  l'eqnation  (8.)  decoule  le  Systeme  fondamental 
iUy.) 


e,{x) 
&(x)  '■ 


[   ^=         *  k"    e(«)  '^/c'=  w,{x)e(3;)  ■ 

950]  Par  ce  qui  precede,  il  est  dömontr^  qne  l'equation  differentielle  (6.)  se 
comporte  comme  l'equation  differentielle  (3.).  La  valeur  de  y^  pour  celle-cl 
est  donnee  par  l'equation  (5.),  pour  celle-lä  par  l'equation  (8.)-  Pour  uns 
valeur  generale  de  0,  y^  a  la  forme  x'  pour  l'equation  (3.),  et  la  forme 
{11.)  pour  l'equation  (6).  Mais  la  supposition  a  =  0  fait  entrer  le  logarithme 
dans  la  valeur  evalu^e  de  y^  de  l'equation  (5.),  comme  poui'  des  valeurs  de  a 
donn^es  par  les  equations  {]  2.),  la  valeur  evaluee  de  y^  a  des  formes  particulieres. 
Mais  il  s'ensuit  en  meme  temps  que  les  valeurs  (12.)  de  a  sont  les 
seules  pour  lesquelles  la  fonction  y,^  n'ait  pas  la  forme  (11.). 
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1)  ÄnderungeD  gegen  das  Original. 

S.  14ß,  Gl.  (5.)  und  Zeüe  14  wurde  unter  den  Integralzeichen  x~  ^  '^   *■'  statt  x       '"   "^  gesetzt. 

.      „  ,    „    (8.)  ) 

„    147,    „    (13a.}  \  wurde  als  untere  Grenze  der  Integrale  c  statt  a  gesetzt. 

„    148,    „    (13ß.),  (13r.)  f 

„    147,  Zeüe  3  «lude  ou  stitt  ou  gesetzt, 

„      „  ,      „      4  wurde  in  dem  Ausdiurkc  für  0  ein  vorgesetztes  Minuszeichen  unterdrückt  und 

im  Hennei  B'i,")  statt  0(0)  gesetzt. 
,,      „  ,  Gl,  (Ijk  )  wurde  auf  der  rechten  Seite  im  Exponenten  TOn  e  der  Factor  n  hinzugefügt. 
„    148,    „    (13|J)  wurde  aut  dei  rechten  Seite  im  Exponenten  von  & g^~*  %V!k\i 

-^^^^  (— «"Ä+Jt-JÄ'),  und  ebenso 

„      „,    „    (i3y.)  -^^(«+-^)' statt -^(-2«Zi:+(«^--i)i.B:')  gesetzt. 
,    148,  Zeile  6  V.  u,  wurde  pour  statt  dans  gesetut. 

2)  Die  vorstellende  Arbeit  verdankt  ihre  Entstehung  dem  folgenden  an  Fuchs  gerichteten  Schreiben  von 
Heemite. 

»Paris  27  üctobre  1877, 
Mon  eher  ami, 
Pennettez  moi  de  faire  ai)pel  J  votre  counaissance  approfondie  de  la  niture  analytiijue  des  fonc- 
tions  deiinies  par  des  tquations  diff^rentielles  Unfaires,  et  de  vous  demander  de  vouloir  hien  d^äuire  de 
TOS  principes,   des  relations  qui  me  paraisaent  interessantes  et  que  je  preuds  la  libertö  de  soiimettre  ä, 
votre  attention,  dans  le  cas  le  plus  eimple.    Je  considcre  V^quation 


^V   . 


■-  [2fc'sn'a:  +  fc'sn'a-l-/f2];/ 
dont  la  Solution  gßnörale  est  ainsi  donnöe; 


en  faiaant: 


ew 


Hosted  by 


Google 


.50  ANMERKUNGEN. 

Vous  voyez  C[U6  par  le  changement  de  x  eii  a;+3Ä^  et  x-vliK',  y^  se  change  en  (ti/i  et  ft'i/,,  tandis 
que  jj  devient  —  y^  et  —;-»/(.  Mais  le  cae  pa,vtieulier  od  Ton  suppose  a  =  0  (Tun  de  ceus  de  Lame) 
doane  un  tout  autre  resiütat.  Et  d'abord,  pour  avoir  dans  ca  cas  la  Bolution  gön^rale  je  pars  de  la 
formule ; 

.«Ml 


r        -^^^^ 


et  je  developpe  le  aecond  terme  suivaiit  les  pmsaanccs  croissantes  de  o 
,  HW  ,  „JH-W      Ix  Ute)] 


,„,  ™,  H(i)  [H'W      Jo!  IIfe)l 


»,  -  ' 


et  par  suite  d'apres  le  procddö  de  D'Alembest 

H.W 

^"  "51^  .ff  e(a;)' 
vous  ^cjez  C[ue  pii  le  changement  de  x  en  x-ViK,  y^  devient  — y,  et  j/j,  — j)j  +  2  J?;,,  Semblablement 
pai  le  changement  de  a  en  x+2iK',  y,  ae  reproduit,  tandis  que  ^j  devient;  ^j  — 2iVy[.  Ce  que  je 
ne  lois  point  mamtenant,  mais  ce  que  vous  devez  certainement  voir,  en  consid^rant  l'öiiuation  proposße, 
c'est  la  raison  de  le  ohangement  de  nature  de  l'mt^grale,  pour  a  =  0.  Des  circonstances  toutes  sem- 
blables  prisentent  d  ailleura  loisiju'on  fait:  a  =  K,  pnia  enfin  a  =  K+iK',  et  peut-etre  vos  principea 
omriiiient  ils  la  voie,  pcur  obtenu  ces  valeurs  singuliferes  auxquelles  correspond  uae  autre  nature,  un 
autae  mode  d  KXistence  de  Imtegiale     Vona  voyez  qua  dans  le  caa  g^nöral  de  l'equation 


^y  . 


:  [M(M+l}j£'5n^fl;+ft]y 


ce  seiait  une  belle  et  grande  choae  que  de  trou  er  jar  e  te  o  e  les  aleurs  de  h  aui.  Quelles  cor 
ieB].ondent  les  sol  t  ons  de  Lame  au  uomb  e  de  2    +\    ]u    sont  des  fo    t  ods  doublement  p  r  od  q  es 

Pe  mettea  mo  d appeler  otre  attent  on  s  r  es  q  est  ons  qu  ja  des  o  es  diff^ren  es  ont  etö 
dejä  alo  döes  iitLa  k  et  M  HldiE  m'us  q  me  eemblent  o  s  re  on  r  de  d  o  t  jl  s  q  i  to  t  autre 
et  rece  oa    mon  cter  am     la  no     eile  ass    an  e  Ue  mes  sent  meats  les  me  Uenrs  et  les  plus  dö  o  es 

Ch   Hers  tb 

Veigl  d  e  beiden  foloenden  AI  handlm  gen  XX\  11  \X\  III  am  S  hlusse  des  ersten  Tlie  1  der 
Abhandlung  XXVill  findet  man  eine  Ausfuiiung  der  Rechnung,  die  den  Weith  dei  Constanten  G  (S.  14/, 
01,(9.))  liefert,  und  eine  verelnfathte  Darstellung  der  Bestimmung  der  Integrale  für  o  =  0,  Ä,  ÄT+iÄ''. 

SCH. 
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XXYII. 

ÜBER  EINE  KLASSE  VON  DIFFERENTIALGI-EICHUNGEN,  WELCHE 
DURCH  ABELSCHE  ODER  ELLIPTISCHE  FUNCTIONEN  IKTEGRIRBAR 

SIND. 
{Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der  G.-A.-Universitätf 
Göttingen  1878,  No.  1,  16.  Januar  1878,  Sitzung  am  B.  Januar,  S.  19 — 32;  wieder  abge- 
druckt in  den  Annali  di  Matematica  p.  ed  a.,  Ser.  II,  Bd.  9,  1878,  S.  25—35.) 


Die  DifFerentialgleichimg  [ig^) 

(A.)  -j-T  =  [w(n  + 1)A^  sin^  ama:  +  Ä])/, 

diircli  welche  bekanntlicli  die  LAM^schen  Functionen  definirt  werden,  ist  nach 
Lamö  insbesondere  von  Herrn  Heine  zum  Gegenstande  eingehender  Unter- 
suchungen gemacht  worden.  Während  man  sich  jedoch  bis  dahin  darauf  be- 
schränkte, nur  solche  Werthe  von  h  in  Betracht  zu  ziehen,  für  welche  die 
Diiferentialgleichung  durch  doppeltperiodische  Functionen  integrirbar  ist,  hat 
in  neuerer  Zeit  Hen*  Hermite  es  imternommen ,  dieselbe  Differentialgleichung 
für  beliebige  Werthe  von  h  zu  integriren  (Sur  quelques  applications 
des  fonctions  elliptiques  in  den  Comptes  rendus  de  1' Acaderaie  des 
Sciences  de  Paris,  15.  Octobre  1877,  sqq.  ^)).  Unter  diesen  Umstanden  scheint  es 
nicht  ohne  Interesse,  auf  eine  Klasse  von  hnearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  hinzuweisen,  welche  ich  in  meiner  Arbeit  (Borchardts  Jour- 
nal, Band  81,  p.  116 — 118^},  No.  13)    durch  AsELsche    oder    elliptische   Func- 


eitenssliien  iet  ersten  VetSSentUcbnag  m  den  QOttingn  Nachriohben. 
bta.  XI,  S.  32—31  diSBes  Bandes.    Suta. 
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tionen  integi-irt  habe,  und  wovon  nicht  nur  die  LAMEsche  Differentialgleichung 
(Ä.),  sondern  auch  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche  HeiT  Heine 
20]  (BoRCHARDTs  Joumal,  Band  60,  p.  252)  den  LAMEschen  Functionen  höherer 
Ordnung  zu  Grunde  gelegt  hat,  besondere  Fälle  sind. 


Wir  resurairen  zuerst  die  Resultate  der  No.  13,  p.  116  — 118  meiner  Ar- 
beit in  BoRCHAEDTS  Journal,  Band  81'). 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine  Differential- 
gleichung : 

(B.)  $  =  P. 

ein  Integral  der  Form 

(1.)  !,  =  ,p(^)ieV      tJ 

habe,    wo  ff(^)'   eine  rationale  Function  von  s  und  A  eine  Constante,   ist    die, 
dass  P  die  Form  habe: 


?(^} 


1)  Ist   %   von  Null   verschieden,    so   hat   Gl.  (B.)    das  Fundamentalsystem 
von  Integralen : 

(D.)  j, = ,M»y"T/iS),  ,. = ,(.)!,V"t/^. 

2)  Ist  A  =  0,  so  sind 

ein  Fundamentalsystem. 

21]  Für  die  Werthe  von  ^,  für  welche  cp(«)  unendlich  wird,  ist  P  ebenfalls 
unendlich,  für  die  Nullwerthe  h  von  ^{ß)-,  dagegen  ist  P  nur  dann  nicht 
unendlich,  wenn 

(F.)  ¥'(ft)'  =  -A,    wo    ?'W  = 


dz 


\.  SX,  8.  32-34  flies 
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2. 
Wir  betrachten  nunmehr  den  speciellen  Fall: 

WO  B{s),  H{z)  ganze  rationale  Functionen  resp.  vom  Grade  m  nnd  m  — 2  sind 
und  It'[ß)  =  ■■  Jf  ,  und  ausserdem  R{s)  nur  ungleiche  Linearfactoren  hat. 
Wendet  man  die  Substitution 

(1.)  u  -  Ii{d)-''y 

(s.  meine  oben  citirte  Abhandlung,  p.  ]02^;)  an,  setzt 

(2.)  'f  =  GS' 

und  berücksichtigt,  dass  die  zu  den  singulären  Punkten  der  Gleichung  (G.) 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln  0,  -^  haben, 
so  folgt  aus  No.  1,  dass  die  Gleichung  (G.)  dann  und  nur  dann  ein  Inte- 
gral der  Form 

(3.)  «=  G*«'       *■'    <"'" 

hat,  wenn  G  eine  ganze  rationale  Function  ist  mit  der  Eigenschaft,  dass  [aa 
für  jeden  NuUwerth  b  von  G 

(F'.)  a'{hyii(h)  =  -?.,      G'(-)  =  ^^, 

und 

Ist  X  von  Null  verschieden ,  so  ist  demnach  G  [i)  durch  keinen  qua- 
dratischen Factor  theilbar  und  für  die  Wurzeln  der  Gleichung  Ji(Ä)  =  0  von 
Kuli  verschieden. 

Ist  dagegen  ;i  =  0,  so  ist  G{s)  für  5'  =  6  Null  zweiter  oder  erster  Ord- 
nung, je  nachdem  i2(&)  von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist.  Ist  ii(6) 
von  Null  verschieden,  so  ist 

(F  ■)  -gorf-jy  -  -  2  11(5)- .        fc  W  -  ^ijr- 
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Ist  A  ^=  0,  SO  wird  die  quadratische  Form  S.  116^),  No.  13  Gl.  (1.)  meiner 
eitirten  Arbeit  ein  Quadrat,  es  genügt  daher  \IG  der  Gleichung  (G.). 


Nach  S.  129^,  No.  21  meiner  eitirten  Arbeit  genügt  G{^)  unter  allen 
Umständen  der  DiiFerentialgleichung : 

Man  gelangt  daher  auch  auf  folgendem  Wege  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten  von  II(s).  Damit  Gleichung  (H,)  durch  eine  ganze  rationale  Function 
2/i*™  Grades  G{s)  befriedigt  werde,  setze  man 

in  dieselbe  ein.     Es  sind  alsdann  die  m  +  2n  —  2  Gleichungen 
für  /  =  Ü,  1,  2,  ...,  m  +  2?i— 3  zu  befriedigen,  wo 

gesetzt  ist.  Zwischen  diesen  Gleichungen  eliminire  man  die  Grössen  c^,  c^, . . .,  c^^^, 
und  erhält  für  die  Coefficienten  A^,  Ä^,  ...,  jI^,^,  m  — 2  Gleichungen,  wodurch 
sie  sämmtlieh  als  Functionen  eines  derselben,  z.  B.  A^,  welcher  willkürlich 
bleibt,  sich  ergeben. 

Soll  die  Gleishung  (G.)  durch  die  Function  V''^'  befriedigt  werden,  so 
24]  tritt  zu  den  Gleichungen  (J, )  noch  eine  Gleiclumg  hinzu ,  welche  aus- 
drückt, dass  G(a)  dua-ch  einen  quadratischen  Factor  theilbar  wird.  Oder 
man  substituire  nach  No.  2  in  Gleichung  (G.) 
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WO  -R,(5^)  eine  ganze  rationale  Function  v'™  Grades,  welche  nur  für  die  Wurzeln 
der  Gleichung  R(s)  ~  0  und  für  diese  nur  erster  Ordnung  verschwindet,  und 
stelle  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Coefficienten 

auf  Nach  der  einen  oder  der  anderen  Methode  ergiebt  sich  eine  algebraische 
Gleichung  für  den  im  allgemeinen  Falle  willkürlich  verbleibenden  Coeffi- 
cienten A. 


Ist  G{g)  durch  keinen  quadratischen  Factor  theilbar,  und  für  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  Il{s)  =  0  von  Null  verschieden,  so  ist  nach  No.  2  A  von 
Null  verschieden,  und  man  erhält  als  Fundaraentalsystem  von  Integralen  der 
Gleichung  (G.) 

(K.)       .,  =  e>/^"  J  «>'^    .,  =  Gir^"^' i  «'^; 

Bezeichnen  wir  mit  ^ii  ^j,  ■  ■  ■>  ^5„  die  Wurzeln  der  Gleichung  Gr(^)  =  0  und 
setzen 

(1.)  G'{b,)\in(lö  =  ^.V^- 

so  ist  nach  No.  2  s .  =  +  1  und  -^  V— ^  /  '1-  ein  AüELsches  Integral  dritter  [25 
Gattung  und  für  s  —  h^  unendlich  wie  y  e^.log  (^  — J,.).  Durch  Einführung  der 
ÄBELSchen  Functionen  lassen  sich  daher  y,,  y^  durch  Thetafunctionen  mit  q 
Argumenten  dai'SteUen,  wenn  m  —  2p +  1   oder  2p  +  2  ist. 

Indem  wir  uns  die  Ausführung  dieser  Rechnung,  so  wie  die  eingehendere 
Untersuchung  des  Falles  i  =  0,  welcher  sich  auf  die  von  Herrn  Heise  den 
LAMiiischen  Functionen  höherer  Ordnung  zu  Grunde  gelegten  Differential- 
gleichungen bezieht,  vorbehalten,  beschränken  wir  uns  gegenwärtig  auf  den 
speciellen  Fall  der  LAMEscben  Differentialgleichung. 


Transformirt  man  die  Gleichung  (A.)  durch  die  Substitution 

(1.)  ^£:  =  \[W),        SM  =  (l-=-)(l-/i'«'), 

20« 
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SO  erhält  man  als  besonderen  Fall  der  Gleiciiung  (G.) 

(Gf.)  B(«)fL»  +  lB'(,)^_[„(„  +  i)r,'  +  ij„  =  0. 

Für    diesen  Fall    genügt    der  Gleichung  (H.)   für  jeden  Werth   von  h 
eine  ganze  rationale  Function  von  ^,  G{s),  2^'*°  Grades,  der  Form 

(2.)  G{z)  =  c,  +  .>.s^+c,^'+...  +  c„^r 

26]  Das  System  der  Gleichungen  (J.)  reducirt  sich  nämlich  in  diesem  Falle- 
auf die  n  folgenden: 

I  +(2;  +  l}(2;-2»){2?+2«  +  2)Z;V;  =  0 

für  /=  0,  1,  2,  ...,n  — 1,  während  die  Anzahl  der  Unbekannten  c^,  c^,  t^,  .,.,  c„ 
gleich  K  +  1 . 

Setzen  wir 

(3.)  &{,)=,  {,'-h\W-bl)...{,'-tl), 

(4.)  s  =  sin  am  a;,        Jj  :=  sin  am  j?^, 

und  driicken  das  Integral  dritter  Gattung  ^  Sj'^  {'^T"  *^"^*^^  Thetafunctionen 
aus,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (1.)  No,  4  nach 
Gleichung  (K.)  das  folgende  Fundamentalsystem  der  Gleichung  (A.) 


(K'.) 


n 


-'"  o|f}  lI(l-fft)^''  +  '''H(3:-ft)'''~''' 


■' '  e (lo  H(a^  +  ft)"'~'''H(^-ft)*' 


e(a,)- 


=j]  6. 

Eine  Ausnahme  tritt  nach  No.  2  dann  und   nur    dann   ein,    wenn    die 
Gleichung  (G'.)  ein  Integral  von  einer  der  Formen 

besitzt,    worin  i^^^   eine    ganze   rationale  Function   von  n   vom  Grade  w  — a  — (J 
bedeutet. 
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Setzen  wir 

so  liefert  die  Substitution  der  Functionen  (k.)  in  die  Gleichung  (G'.)  zur  Be- 
stimmung der  Grössen  c^^  c^,  c^,  ...,  c„_„_^  das  System  von  Gleichungen 

I        +/.'{;  +  K  +  ^  +  ,s_i)(;  +  K  +  (3-«-2)Ci_,  =  0 

für 

l  =  0,  1,2,  ...,  ji-«-^  +  3, 

worin  k,  ß  resp.  durch  die  Comhinationen  0,  0;  l,  0;  0,  1;  1,  1  zu  ersetzen  sind. 
Je  nachdem  n  —  u  —  ß  gerade  oder  ungerade,  kann  man  die  Coefiicienten  von 
c  mit  ungeradem  oder  geradem  Index  gleich  Null  wählen,  und  es  verbleiben 
zur  Bestimmung  der  übrigen  -^^^-^  +  1,  resp.  "~^ j" —  Grössen  c  ebenso 
viele  Gleichungen.  Setzt  man  die  Determinante  dei'selben  gleich  Null,  so  [as 
erhält  man  eine  algebraische  Gleichung  für  h 

(M.)  'l'(70  =  0, 

welche    im  Wesentlichen    mit    derjenigen    übereinstimmt,    welche    Lamö    und 
Herr  Heine    als  Bedingung  für   die  Existenz   ganzer  Lösungen  der  LAM^schen 
]!)ifFerentialgieichung  aufgestellt  haben. 
Es  sei 

(1.)  n-a~ß  =  ii, 

so  ist 

(2.)  jp^,  =  (^'-j;)(5=-öD--(^'-&y 

oder 

(2a.)  F„^  =  ^is^~h]){,^-bl)...{.'-h^^^), 

je  nachdem  fi  gerade  oder  ungerade  ist,  worin  die  Grössen  b^  von  den  Wurzeln 
der  Gleichung  jR(^)  =  0  verschieden  sind. 

Reducirt  man  das  Integral  f  ^  ^  auf  die  Normalform,  was  am  zweck- 
mässigsten  durch  das  bekannte  Verfahren  des  Herrn  Weiebstrass  geschieht 
(s.  meine  Arbeit  B.  71    des  BoRCHARDTschen  Journals^),  No.  9),  so  ergiebt  sich 
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unter  Berücksichtigung  der  Gleichung: 

^(k)f:fii>.)+iBxi>.)f:,{i>,)  =  0, 

dass    die    Integi'ale    dritter    Gattung    herausfallen    (vergl.    Heine :    Handbuch 
der  Kugelfunctionen,  p.  241')). 

Setzen  wir  nach  geschehener  Reduction 
29]  4^  =  sin  am  Ä,    i;  =  sin  am  (J,-, 

so  ergeben  die  Gleichungen  (E.),  Gl.  (1.)  in  No.  2  das  folgende  Fundamental- 
system von  Integralen  der  Gleichung  (A.) 

l      y.  =  ]„a  =  (cosama:)''(aamx)  (smam«)   Xj^ — > — n7iF=e —      ' 
1  ■  1  öfa:) 

™  !/.  =  !/,[("-'|^)«  +  i,».D,logH(a,  +  ft)H(«-A) 

\  -  »D,  log  11  (ic)  +  »7D.  log  H,(a])  +  /i«D,  log  9,(i)|, 

wo  e  =  0  oder  1,  je  nachdem  it  gerade  oder  ungerade, 


ff(i).f-,(i)'        Mi'i^\F'n] 


urli'  +  ßS, 


'TtWlUni'       '  =  2S.»--  +  «r  +  /i*. 


30]     Man  hat  für  a,  ß  die  Combinationen  0,  0;  1,  0;  0,  1;  1,  I  zu  setzen.    Natür- 
lich ist  die  letzte  nur  für  w  ^  2  möglich : 

Ist  z.  B.  n  =  1,  so  ergeben  die  Gin.  (J'.) 

G  (e)  =  sin°  am  a  —  s', 
wenn  man  mit  Herrn  Hebmite 

li  =  —  1  _  j"  4-  /^^  gin^  am  a 
setzt.     Die  Gleichungen  (K'.)  werden: 

^  e'(«)  ^e» 

±_    ^  6(3.)      '         ^"  -  ^  ^K^- 
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Nach  Gleichung  (L.)  ist 

1)  für  ß  =  0,  j3  =  0,  die  Gl.  (M.):  h  =  -I-F, 

ft  =  1,  .  =  1,  /■,„  =  !■;„  -^, 

die  Gin.  (N.): 

y,  =  sin  am  x,     y^  =  sin  am  3:  -r^  «  —  D^,  log  H  (a;)  ; 

2)  für  tt  =  l,  ß  =  o,  die  Gl.  (M.):  h  =  ~l, 

die  Gin.  (N.): 

1                   \J-KI:^         T.  1      n  ,  x1  r 

;/^  =  cosam«,     y,  =^  y^cosama^  j^—x  —  D,^.logti,{af)\,  [3> 

3)  für  K  ^  ü,  ,3  =  I.  die  Gl.  (M.):  h  =  ~k\ 

11  =  0,     £  =  0,     d  ^  ^,     ^  =  ~,     r  =  ~; 

s-  '  '  k-  '  k  k 

die  Gin.  (N.): 

«/,  =  Aama:,     j/^  =  -p^-Aama:  — ^y— a^  +  D^ log 6^(3;)  , 

Kesultate,  welche  mit  denen  des  Hen'n  Hekmite  1.  c,  p.  826^)  übereinstimmen. 


Während  für  ein  willkürliches  1i  die  Gleichnng  (A.)  durch  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  (K'.)  befriedigt  wird,  deren  logarithmische  Ab- 
leitung doppelt  periodisch  ist,  findet  dieses  füi-  diejenigen  besonderen  Werthe 
von  Ä,  für  welche  die  Gleichung  (G'.)  durch  eine  Function  der  Form  f^S^) 
befriedigt  wird,  nicht  mehr  statt,  wie  die  Gin.  (N.)  zeigen.  Man  kann  dieses 
aber  auch  a  priori  ohne  Zuhülfenahme  der  Integrale  (N.)  erkennen.  Es  sei 
nämlich  ^*^  =  faM)i  ^^  kann  zunächst  11^  —  u^  i  ^  nicht  algebraisch  sein. 
Denn  da  die  zu  den  singulären  Punkten  der  Gleichung  (G'.)  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln  0,  y  haben,  so  würde  sich  ein 
Integral  u^  ergeben  der  Form  w^  — /'^ro. (^) ,  (s.  meine  Abb.  B.  66  des  Bor- 
CHAEDTschen  Journals^),  No.  6  II),    worin  die  Combination  «'/3'  von  der  Com- 
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bination  aß  verschieden  wäre.  Dieses  ist  aber  nicht  möglich,  denn  da  die 
32]  zum  Punkte  s  =  00  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der 
Gleichung  (G'.)  die  Wurzeln  —n  und  «+ 1  hat,  und  f^^,  f^,^  beide  für  ^  =  co 
unendlich  w**'  Ordnung  werden,  so  müsste  f^,^.  =^  const.  f^,  sein. 

Es  seien  nunmehr  0,  a'  zwei  beliebige  singulare  Punkte  der  Gleichung 
(G.),  so  gehört  w^  =  /"„^{^)  zu  einer  der  Wuizeln  0,  y  der  zu  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung,  und  es  gehöre  ein  Integral  u^  resp. 
zu  -g-  oder  0.  Ferner  sei  "z^^,  vj^  ein  zu  0,  -  resp.  gehöriges  auf  a  bezügliches 
Fundamentalsystem,  so  ist 

wo  entweder  c^^  =  u  oder  c^^  =  0,  weil  u^  =  f^ßi^)-  ^^  ^^^^  ^^^^'  wenigstens 
für  irgend  ein  a'  die  Grössen  c^^,  c^^  von  Null  verschieden,  weil  u^  nicht  alge- 
braisch ist.     Nach  einem  Umlaufe  um  a  und  a'  gehen  u^,  u^  resp.  über  in 


wo  A  =  c„ «•'„  —  <^,j t-'j,  von  Null  verschieden  ist.  Da  c,,,  c^^  nicht  verschwinden, 
so  ist  «,  nicht  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  übergegangen, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinaus  kommt,  es  ist,  wenn  man  u^  =  f(x)  setzt,  D^log/'(ä;) 
nicht  periodisch,  da  ein  Umlauf  von  s  um  zwei  singulare  Punkte  der  GL  (G.) 
einer  Vermehmng  von  x  um  eine  der  Perioden  gleichkommt. 
Heidelberg,  15.  December  1877.. 


ANMERKUNG. 


Der  GloicliraäEsigkeit  wegen  wurde  voa  der  No,  5  (S.  155)  ab  für  den  Modul  des  elliptischea  Gebildes 
k  statt  K,  und  von  S,  158  ab  für  das  Derivationszeiclien  Dj,  statt  D  gesetzt,  Soh. 


Hosted  by 


Google 


xxvm. 

SUR  LES  EQÜATIONS  DIFFfeENTIELLES  LIN^AIEES   QDI  ADMET- 

TENT  DES  rSfTEGEALES  DONT  LES  DIFFJiRENTIELLES  LOGARITH- 

MIQUES  SONI  DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT  Pi:EIODIQUES. 

Estrait  d'une  Lettre  adreas^e  ä  M.  Hermite. 
(Journal  de  Math^matiques  pures  et  appliquees,  3*  sörie,  t.  4,  1878,  p.  125 — 140.) 


Je  me  propose  le  probleme  de  determiner  les  coefficients  de  requation  [laj 
diff^rentieUe 

de  maniere  qu'elle  soit  satisfaite  par  un  Systeme  fondamental  d'integrales  uni- 
formes y^,y^,  •••^y^^  ayant  la  propi-iete  qu'en  posant 

(2-)  <J,  -  W), 

et  que  les  points  singuliers  de  Vequation  differentielle  soient  des  pöies  de  ses 
integrales. 

On  voit  d'abord  que  les  quantites  — ~  sont  des  fonctions  uniformes 
doublement  periodiques  aux  periodes  SÄ"  et  2K'i.  En  posant  dans  l'equation 
differentielle  y^  en  lieu  de  y  et  en  exprimant  P^.-^t  P^.^i  •■■ip^  ^.u  moyen  des 
öquations  en  nombre  m,    ainsi    obtenuea,   on  obtient  (voir  mon  Memoire,  [126 
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t.  LXVl  du  Journal  de  M.  Borchardt^),  ho.  4)  ces  coefficients  comme  fonc- 
tions  des  quantites  — ~- 

Donc  ces  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes,  double- 
ment  periodiques  aux  periodes  2^"  et  2K'i  qui  ne  deviennent  in- 
finies  que  de  maniere  qvie  lenrs  valeurs  röciproques  restent  con- 
tinues. 

Comme  les  integrales  ne  deviennent  discontinues  pour  un  point  singulier 
a,  qne  de  maniere  qu'elles  se  transforment  en  fonctions  liolomorphes  dans  le 
voisinage  de  a,  en  les  multipliant  par  une  puissance  determinee  de  x-~a,  il 
s'ensuit  (voir  mon  Memoire,  t.  LXVI^),  no.  4,  et  t.  LXVIII^,  no.  3,  du 
Journal  de  M.  Borchardt)  qu'on  a  dans  le  voisinage  de  a 


(4.)  A„-, 


P, 


{x  —  a)' 
oü  P,.  est  holomorphe  dans  le  m^me  voisinage. 

2. 

Considerons  en  particulier  l'equation  diiferentielle  du  dcnxiemc  ordre 

on  a,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  a, 
"  :-  +  ?., 


(1.) 


ß  ß' 

"         \x  —  a)        x~a 


oü  «,  (3,  ß'  sont  des  constantes  et  ^^,  q^  des  fonctions  holomoii^hes  dans  le 
voisinage  de  a\  donc  les  fonctions  doiiblement  peiiodiques  p^^p^  ne  deviennent 
infinies  pour  x  ^  a  que  respectivement  du  premier  et  du  second  ordre. 

Par    suite ,    si    l'on    represente    p^    seien    votre    methode    (Note    sur    la 
theorie  des  fonctions  elliptiques,  ajoutee  ä  la  6^  edition  du  Traite  de 
Calcul  differentiel  et  de  Calcul  integral  de  Lacroix),  on  obtient 
(2.)  j.,  ^y  +  S.AD.logH(^-o,), 
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oü  le  signe  2  se  rapporte  a  tous  les  points  singuliers  a^,  a^,  . ..,  a  con-  [127 
teiius  dans  un  parallelogramme  de  periodes  et  oü  y  signifie  une  constante,  et 
oü,  de  plus, 

(3.)  S.A  =  0- 

11  s'ensuit 

(4.)  v  =  e    ^■'^'       =e     "    n*[H(3;-«J]         *. 

En  posant 

(5.)  u  =  vy, 

on  a 

(B.)  0  =  P., 

oü 

donc  P  est  aussi  une  fonction  uniforme  doublement  p6riodique  qui  devient 
infinie  dans  les  points  singuliers  au  plus  de  l'ordre  2,  et  si  l'öquation  diffe- 
lentielle  (A.)  possede  un  Systeme  fondamental  d'int^grales 

y.  =  Wh   y.  =  W), 

avec  la  propriet^  indiquee  par  les  ^quations  (3.),  no.  1,  l'öquation  differentielle 
(B.)  a  aussi  un  tel  Systeme  fondamental,  puisque  la  fonction  v  satisfait  aux 
^quations  (3.),  no.  1,  en  ayant  egard  ä  l'^quation  (3.)  de  ce  numero.  Donc 
nous  pouvons  nous  restreindre  ä  la  recherclie  conceruant  l'^quation  diffe- 
rentielle (B.). 

3. 
Soit  F{x)  une  fonction  uniforme  satisfaisant  aux  equations 

j  F{x^2K)    =   i^F(x), 
*■  ''  \  F{x  +  2K'i)=  iL'F{x), 

et  qui  ne  devient  infinie  que  d'ordre  fini,  D^logjP(;c)  est  uniforme  double- 
ment p^riodique  et  ne  devient  infini  que  du  premier  ordre. 

Par  suite  on  a,  d' apres  votre  mode  de  representation ,  [is3 

(2.)  'D,\ogF{x)  =  d+2>'-,D,logH(fl;-aJ, 
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ou  le  signe  S  a'^tend  ä  tous  les  z^ros  et  les  infinia  de  la  fonction  F(x)  con- 
tenus  dans  le  parallelogramme  des  periodes,  ö  däsignant  une  constante  et 

(3.)  S.»-.-  =  0. 

De  l'equation  (2.)  il  suit 

(4.)  FW  =  /'■  +  ''' n,IH(^-»,)f, 

ovL  le  signe  11  s'etend  aussi  aux  mömes  zcros  et  infinis,  d'  designant  une  con- 
stante.    La  fonction  F{x)    ^tant    uniforme,    les   exposants  r  sont  des  nombres 
entiers,    positifs    ou  n^gatifs,    selon   que  a  correspond  ä  un  zero  ou  un  infini. 
On  a,  dans  le  voisinage  de  a^, 

(5.)      ö  +  2,-/-^D,logll(a:-rO  =  -^^  +  ^^^BJog  H (a^- a,)  +  3  +  <? (x) , 

oü  le  signe  2'.  s'ötend  ä  tous  les  a^,,  excepte  a^,  (p(a;)  etant  une  fonction  holo- 
morplie  dans  le  voisinage  de  «j.  et  fp(«j)  =  0;  donc,  en  posant 

(6.)  li,  ^  2>.I>,logH(öj-ft,)  +  ^. 

il  s'ensuit  de  requation  (2.)  que,  dans  le  voisinage  de  a^, 
(7.)  [D,  log  F(I)]-  =  -j-^-y  +  2  i^  +  1;, 

OÜ  4*  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a^ 

129]    On  a  donc,    d'apres   votre   mode    de   r^pr^sentation  des  fonctions  double- 

ment  p^riodiques, 

(8.)      [J)^logF{x)f  ==  E  +  i;;[2j-,.ü;D„logH(«^a,)-'-|I>^logH(x-fl..)], 

s  etant  constant.     II  s'ensuit 

(9.) 

(  :=  »  +  S,[2r,E,D.IogH(a;-<.,)  +  K-.-')D;iogH(a;-«,)], 

d'oü  ce  theoreme : 

Pour  que  l'equation  differentielle 

i>  _  7... 


(E.) 


dx^ 
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soit  satisfaite  par  une  integrale  uniforme  ayant  les  proprietes 
indiqu^es,  il  faut  et  il  snffit  que  P  alt  la  forme 

(10.)  P  =  z  +  -^^[A,'DJogii{x-^a^)  +  B^Jillogilix-a,)], 

et 

r.  etant  nn  nombre  entier.     On  a  alors 

(11.)  F{x)  -  /''+*' n.[H(:^-«0]'"'n*H(x-aO, 

oü  le  signe  Hi  s'etend  ä  tontes  les  valeurs  a[  pour  lesquelles  la  fonction 
F{x)  s'annule,  et  pour  lesquelles  r^  ^1,  -Rj  =  0;  donc  A^  ^0,  -Bj  ^  0.  Pour 
ces  valeurs  a[  la  fonction  P  ne  devient  pas  infinie;  en  designant  leur  nombre 
pai"  h,  on  a,  d'apres  requation  (3.), 

(12.)  ft  +  r,+  f,+  ---  =  0, 

OÜ  r,,  r^,  ...  appartiennent  a  ceux  des  points  a  pour  leaquels  la  fonction  [130 
P  devient  infinie. 

4. 
En  supposant   maintenant  que  l'equation  differentielle  (B.)  ait   unc  inte- 
gi'ale  y    de  la  forme  (ü.)  du  numero  precedent, 


f  dx 

(1.)  >'■'"■''}  K 


est  aussi  une  integi'ale  de  la  meme  equation.  D'apres  le  mode  de  reprcsen- 
tation  que  vous  venez  de  publicr  dans  les  Coraptes  rendus,  t.  LXXXVI, 
p.  693^),  on  a 

(2.)  -^  =  ^[Äf[x-a)^A,JiJ{x-a)^-  +  Ä^^if{x-a)\, 

oü  le  signe  IS  s'etend  ä  tous  les  zeros  a  de  la  fonction  t/^,  de  maniere  que, 
d'accord  avec  la  notation  indiqu^e  ci-dessus,  y^  devient  nul  de  Tordre  r. 

La  quantitc  A  est  le  coefficient  de  {x  —  äf'^  dans  le  developpement  de 
X^z^p—  suivant  les  puissances  de  x  —  a. 

li'int^grale  y^  se  comporte  dans  le  voisinage  de  a  comme  un  logarithme, 
sinon  J.  =  ü. 
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Si  Ton  veut  donc  que  y^  soit  aussi  uniforme,  on  doit  avoir,  pour  toua 
les  zeros  de  ?/,,  ^  =  0;  par  suite  on  a 

(3.)  \  =  ^[Ä,J)Jix-a)  +  -  +  A,.Diax-a)]; 

donc  y^  a  la  forme 

et    eile    satisfait   aux    equations  (l.),  no.  3,   et    de  plus  i/^,  y^  fönt  un    Systeme 
fundamental. 

5. 

Application  au  cas  de  l'eqiiation  diff^rentielle  de  Lam^. 

En  supposant  que  dans  l'equation  diff^rentieUe  (B.)  ia  fonction  P  ne 
131]  devient  infinie  dans  le  paraUelogramme  des  periodes  que  pour  la  valeiir 
X  =  iK'i  et  en  posant 

(1.)  .>i+»(„+i)|;|, 

(2.)  A  =  2rli  =  0, 

(3.)  B  =  r~r'  =  -n{n  +  l), 

l'equation  differentieile  devient,  d'aprcs  une  formale  connue, 
-T- a-  =  [n  {n  +  i)  It  sm  am  «  +  «-J «/ ; 

c'est  röquation  de  Lamic  sous  la  forme  que  vous  lui  avez  donnee,  p.  690  des 
Comptes  rendus'). 
On  a,  dans  ce  cas, 

(4 )  V  -  Fix)  -   /"''''h(^^«:)H(^-<)-H(^-<) 

^   •'  ^'  ~      ^'  ~  {r{x)  ' 

les  quantitcs  a[^  a[,  ...  dependant  essentiellement  de  la  valeur  de  h. 
Pour  le  cas  special 

(5.)  — "Y  =  {27c'siii^am3;  +  i"sin'ama  — 1  — /c")^, 

dont  vous  parlez  dans  votre  Lettre  du  27  octobre  1877^),  on  a  n  =  1,  et 
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En  posant  cette  valeur  dans  i'^quation  düFerentielle  (5.),  on  deduit 
a' =  a,  d~-J~^,    et   Ton   parvient    ainsi   ä  Tintegrale  que  yous  avez  trouvee, 

Une  autre  integrale  y^,  faisant  im  Systeme  fondamental  avec  y^^  se  [134 
trouve  par  l'^quation 

(8.)  %  =  P,j  ^- 

Pour  l'cvaluer  on  i)eut  suivre  le  cliemin  que  j'ai  indique  dans  ma  Lettre  du 
30  octobre^),  mais  on  peut  aussi  exprimei-  -5-  par  votre  formuie,  p.  693  des 
Comptes  rendus^). 

6. 

En  representant  -^  par  votre  formuie,  je  vous  demande  de  me  permettre 
de  faire  auparavant  une  remaique  ä  l'6gard  de  votre  fonction  f(x).  Pour 
qu'on  puisse  representer  une  fonction  F(x),  devenant  infinie  pour  un  nombre 
infini  de  points  du  plan,  par  f(x)  et  les  derivees  de  cette  fonction,  il 
faut  que  f{x)  jouisse  de  la  rnfeme  propriete. 

Par  lä  il  est  dcfendu  que  la  quantite  <a  soit  teile  que 

oü  a,  ß  sont  des  eonstantes.     Cette  equation  n'est  remplie  que  si 

(u  =  m2K+  n2K'i, 
oü  m  et  n  sont  des  nombres  entiers.     Posons  donc 


(1-) 

«W  =  ^, 

on  a 

(2.) 

1  ^(^+2K)    =   piix), 

i   Hi+2JO)  =  «^(i), 

1)  Voi 

t  iUm.  XXVI.  I 

,.  145  t 

p™eiilvd™e.    Seh. 

S)9nr 

aaolques  appli, 

^atioaa 

etc.,  Pai'ia 

iSBä,  p.  ä.    Sth. 
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0>) 


(3.) 


133]  Pour  exprimer  ^ ([t)  par  votre  formale,  on  doit  poser,  p.  692  des  Comptes 
r  e  n  d  u  s  ^) , 

(    .  ^      ;  »'("> 

Votre  formale  est  donc  applicable  poar  notre  cas,  excepte  pour  les  valeurs 
de  a  qixe  voici 

(ö.)  «  =  mK-i-  nK'i    (m,  «  nombres  entiers), 

c'est-ä-dire,  comine  9{«)  ne  doit  pas  6tre  z6ro,  afin  que  sinama  entrant  dans 
l'equation  differentielle  reste  fini  poar  ces  valears  de  «,  poar  lesquelles  Ott  a 
H(«)H,(a)6,(a)  =  0,  oa 

(5a.)  sin  am  «  cos  am  «A  am  a  =^  0. 

Mais  si  a  n'appartient  pas  aux  valeurs  (5,),  la  fonction  '^{x)  est  representable 
par  votre  formule,  et  nous  choisissons 

_,...  -2^:i^ 

(6.) 


H-(0)     Ei^+2a)    -^'&U"' 


La  fonction  i]>(x)  ne  devient  infinie  dans  un  parallelogramme  de  periodes 

que    pour    le    point  x  =  a,    et   iä   eile    devient   infinie   du   second   ordre.     Le 

coefficient  de  x  —  a  dans  le  developperaent  de  ^{x)(x—af,  selou  les  puissancea 

de  x  —  a,  s'annule;  par  suite  on  a,  d'aprcs  votre  formule,  p.  693  des  Comptes 

rendus^), 

(7.)  m  -  ADJix-a); 

donc,  ä  un  facteur  constant  pres, 

ia\  f  '^^  f^         \         i'f(x  +  a)        9(3)* 

(8-)  y,  =  2/,  j  -^  =  yJi^~a)  =  — ^j— ^ 

comme  vous  avez  trouve  aussi. 
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II  suit  du  developpement  pr^c^dent  qu'il  y  a  une  exception,  si  a  appar-  [134 
tient  aux  valeurs  (5,),  mais  aussi  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  exception,  Cela  est 
d'accord  avec  ce  que  j'ai  indique  dans  ma  Lettre  precedente '^),  Dans  ce  caa 
d'exception  on  doit,  ou  proceder  comme  je  Tai  deja  fait  dans  ma  I-ettre,  ou 
choisir  une  fonction  f{x)  par  laquelle  soit  representable  une  fonction  F{x) 
jouissant  de  la  propriete 

F{x-[-2K)     =    iiF{x), 
F(x  +  2K'i)  =  iL-F{x). 

Voici  maintenant  avec  plus  de  details  les  calculs  relatifs  ä  ma  Lettre 
du  30  octobre,  pour  l'evaluation  de  Tintegrale  y^  =  y^j-r^- 

Je  pai's  de  l'equation  connue 

^  ''  J         sin' am  a  —  sin' am  a;  @(a)       2     ^  H(a~aT)  ' 

qui  vaut  pouv  toutes  les  valeurs  de  a,  excepte  les  valeurs 

(2.)  a  =^  mK+  vK'i     (m,  n  nombres  entiers). 

Par  la  differentiation  de  l'equation  (] .)  on  obtient 

de  lä 

(4.)  -"-['»S  l](a;  +  „)+=^  e(„)"'j 

D'autre  part  on  sait  que 

sin^  am  a  —  siii^  am  x  ■- 
donc  l'equation  (4.)  devient  [i35 

\H(x-a)  Z'^'^]  _  H(»)H.(a)9,(a)  e'W 

^■'°^Ln(;e  +  »)  J  -  ^«        e(<.)e-(0)         H(x  +  u)mx-d) 

Multipliant  les  deux  membres  par 

H(sc 
^"  +  0) 

1)  UiiD.  XSVI,  p.  Hö  et  anlv,  du  piössnt  tc' 
Fiidhs,  mstheiti.  Werke.    IL 


rsinamacüsamtii  am« 

[     siu^  am  «  -  8111=  am  ar 

"1             „  sin  am  a  cos  a 

m«Aam(t 

J                    siii=  am  «  — 

sin^  am  x 

&'(0)H(z  +  a)H{x~a) 

kQ%x)(i\a) 

' 

H(x-a)  /TSjSj' 
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il  suit 

^         const. 

De  cette  equation  on  deduit 


_  _  H(»-<.)    "aw" 


—  =:   I  ^  =  const. 


pai-  Suite,  a  un  facteuT  constaiit  pres. 


8'W 

11(1-»)  .ew' 


li'equatlon  (1.)  est  en  defaut,  si  l'on  attribue  a  la  quantite  a  une  des 
valeurs  (2.). 

Prenons  a  =  0,  a  =  K^  a  =  K+iK':  alors  on  a,  ä  des  facteurs  constfints 
pres,  respectivement 


p^  =^  coa  am  x 

dx 

ü*  am 

dx 


J    Bin"  am  a;  '^  s     t.     \  ;  > 

J  cos'amx         '^'  I    s     i\  ;- 

136]  g,  g^,  g^  etant  des  consta.ntes  conniies;  donc,  on  a  respectivement 


6(1)  9(i)  ' 

H.W  h:w 

e(a!)  e(a;)  ' 

_  8.(x)  9;(a;) 

'■  ~  ^'^  6(1)  8(1)  ' 

Heidelberg,  16  novembre  1877. 
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A  votre  demaiide  j'ajoute  ici  aujourd'hui  un  resume  bref  des  recherches 
que  j'ai  faites  depuis  que  je  vous  adressai  la  lettre  mentionnee  dans  cette 
Kote  et  que  j'ai  publiees  dans  les  Nouvelles  de  la  Societe  royale  de 
Göttingue  (d.  d.   15  decembre  J877')). 

L'equation  difFerentielle  de  Lam^;  et  de  meine  ces  equations  differentielles 
qui  fönt  base  ä  la  theorie  des  fonctions  de  Lame  d'ordre  superieur,  introduites 
par  M.  Heine,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  d'une  claase  d'equations  diffe- 
rentielles lineaires  du  second  ordre,  que  j'ai  traitees  dans  mon  ttavail  (Jour- 
nal de  M.  BoRCHAEDT,  t.  LXXXI,  p.  1 1 6  — 118^),  no.  13),  et  que  j'y  ai  integrees 
au  moyen  d'integrales  elliptiques  et  hypeielKptiques. 

Dans  la  Note  mentionnee  inseree  dans  les  Nouvellcs  de  la  Societe 
royale  de  Göttingue,  apres  avoir  resurae  dans  le  no.  1  le  resultat  principal 
du  no.  13  de  mon  travail  du  t.  LXXXI  du  Journal  de  M.  Borchabdt^,  je 
fais  voir  dans  le  no.  2,  au  moyen  de  ce  resultat,  que,  pour  que  l'equation 
speciale 

(A.)  Jiw|?  +  A5Wi|  +  iä'(.)..  =  o, 

oii  ü(^),  H{z)    sont    des   fonctions    rationnelles    et    cntieres    respectivement    du 
degre  m  et  m  — 2,  et  K'{s)  =      .■  ■  ■ ,  ait  une  integrale  de  la  forme 


1   1^  r   de 


oü  G  est  une  fonction  rationnelle  et  entiere  et  A  une    eonstante,    il   faut  [137 
et  il  suffit  que,  poua^  tout  zero  b  de  la  fonction  G(3), 
(B.)  G'(byB(b)  =  -l 

et 

,px      jrr..        \     l(dloga_X     1  dnogG      1  rflogfi    d  log  B  A     1 

(0.)      H{s)  -  [-j[—^^j-^^d?  4  ~^d,~~'       dz       +  W'Hr- 

Si  X  s'annule,  0{z)  s'annule  pour  ^  =  &  du  premier  ou  du  second  ordre, 
Selon  que  R{V)    est    egal  a   zero    ou  different  de  zero.     Dans  ce  cas,    si  R{h) 
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est  different  de  zero,  on  u. 

^     ■'  G"{b)  2    Ji(b)' 

Dans  le  no.  3  j'applique  les  resultats  du  no.  21  de  mon  Memoire  cite 
contenu  dans  le  Journal  de  M.  Boechardt,  t.  LXXXI,  p.  129^),  desquels 
il  suit  que  G{z)  satisfait  toujoura  ä  l'equation  differentielle 

au  moyen  de  laquelle  je  d^termine  les  coeffieients  de  la  fonction  (?(^),  et 
j'etablis  les  conditions  poux  que  l'equation  (A.)  ait  une  integrale  de  la  forme 
G^(s)\/li,(/},  (?j(»),  E^{s)  etant  des  fonctions  rationnelles  et  entieres  dont  la 
derniere  ne  s'annule  que  du  premier  ordre  et  seulement  pour  les  racines  de 
l'equation  R{2)  =^  0. 

Ayant  ainsi  trouve  G(s),  si  G{g]  n'a  aucun  facteur  quadratique,  l'equation 
(A.)  a  un  Systeme  fondaraentai  d'integrales 

1  rix  f    ^^  -i    /3T  C    ^^ 

(E.)  ,.=  G*/        ■'"'«        ...  =  0*/'        J"'^. 

Je  demontre  dans  le  no.  4  que  l'integrale  -s-V*^  /  — 1=^  ^^^  ^^^  integi-ale 
ABEÜenne  de  tioisieme  espece  devenant  infinie  pour  s  =  b.  comme  la  fonction 
±  —  \og(2  —  b^).  En  me  reservant  l'evaluation  de  ces  integrales  au  moyen  des 
13S]  fonctions  6  - AB^Liennes ,  ainsi  que  la  consideration  plus  approfondie  du 
cas  A  =  0  a  une  autre  occasion,  je  me  restreins  dans  les  numeros  suivants 
au  cas 

(A'O  «W-Jr  +  -^B'W^-[>>(»  +  l)iV+4]»  =  0, 

oü 

R(^)  =  (l-«-)(l-f»'), 

que  Ton  obtient  en  faisant  dans  l'equation  de  Lame 

En  evaluant  alors  les  integrales  (E.),  je  trouve,  dans  Ic  no.  5,  le  Systeme 


>)  Möm.  SX,  j.  46,  47  da  preaent  volnme. 
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fondamental  d'integrales  de  requation  de  Lame 

l    „    -fl  r"°'"5(ftfH(-'  +  ft)*"'^"'n(''-ft)'"~"' 


(F.) 


en  designant  par  b^=sma.mß^  l'une  des  racines  de  requation  6^(^)  =  0  et 
en  deteimmant  le  signe  de  Sj  =^  ±  1  par  l'equation 

II  est  remarquable  que  les  cas  d'exceptions  s'offrent  par  la  m^me  ra^thode 
Sans  aucune  difficulte.  En  effet,  je  d^montre  dans  le  no.  0  qu'il  n'y  a  d'ex- 
ception  que  quand  l'equation  (Ä'.)  est  satisfaite  elle-m^me  par  une  integrale 
algcbrique,  c'est-ä-dire  pour  les  valeurs  de  h  pour  lesquelles  on  peut  satis- 
faire  au.  Systeme  d'equations  lineaires  suivantes: 

(Q)  j    {l  +  2)(l  +  l)c,,,--[il  +  ar+il-\-ßyF+h]e, 

\  +Ic\l  +  a-\-ß  +  n-l){l  +  a  +  ß-n-2)ci,,  =  0, 

pour 

/  =  0,  1,  2,  ...,  «-R-/3  +  2, 

ou  a,  ß  dcsignent  Tun  ou  l'autre  des  nombres  0,  1.  Selon  que  n  —  a  —  ß  [139 
est  pair  ou  impait,  011  peut  poser  les  coefficients  d'indices  impairs  ou  pairs 
6gaux  a  zeto,  et  1' (Elimination  des  quantites  c  restantes  conduit  ä  une  equation 
algcbrique 

(H.)  *■(;,.)  =  0, 

pour  determiner  la  quantite  /*.  Los  integrales  de  l'equation  de  Lame  ae  trou- 
vent  dans  ce  cas  comme  voici: 

En  posant  n  —  a  —  ß  =  ft,  on  a 


!/,  =  (cos  am  x)"  (ii  am  xy  (sin  am  3:)^  Xli 


Hix  +  ßt)H{x-ß,) 

6(^>"- 


^^'^      \     ^'  ^  3/,[(°-t^)^  +  i-!T5.1ogH(3;  +  ft)H(^-^,) 


sD^log  U{x)  +  ayJ)jQg  \\,{x)  +  ßSI)JogQ,(^)\, 
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h  =  sinam/S^  etant  racine  de  rcquation  F^A^)  =  0,  oü  F„Je)  est  une  fonction 
rationneile  et  entiere  du  degi'c  (t,  dont  les  coefficients  se  determinent  par  ■ 
requation  (G.). 

Dans    les   formules  (I.)   on  a  £  =  0  ou  s  =  l,    selon    que    /t    est  pair    ou 
impair,  et 


imK^a)'         ,^.(. 


'   =  ~^'"^^Tjh.VRihA  +"1'^^  + 


\F'. 


140]    Enfin  j'explique,    dans   le  no.  7,    aussi  par  une  autre  niethode,    en  m'ap- 
puyant  seulement  sur  les  principes  de  la  theorie  des    equations    diiferentielles 
lineaires,  sans  recouriT  ä  l'^valuation  des  integrales,  poui-quoi  l'exception  doit 
se  presenter  dans  le  cas  indiquö. 
Heidelberg,  3].  janvier  1878. 
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.erungeu  gegen  Uas  Original, 
Eb  wurde  gesetzt: 

S.  161,  Gl.  (1.)  dreimal  1  statt  i, 

„  „  ,  ZeUe  3  V.  u.  2K'i  statt  2Ki', 

„  „  ,      „      2  V.  u,  j)(i  statt  p, 

„  „  ,  letzte  Zeile  en  statt  an, 

„  162,  Gl.  (4.)  p^-i  statt  pi, 

a  „  ,  Gin.  (1,)  und  Zeile  6  v.  u.  p^  statt  p^ , 

„  „  ,  Zeile  5  v.  w.  zweimal  du  statt  de, 

«  .  ,  Ol-  (2.)  1 

„  163,  Gl.  (4.)  ( 

„  „  ,  Zeile  U  v.  u.  y^  statt  y„ 

„  „  ,      „      13  V,  u.  les  equafions  statt  raijuatioii, 

„  „  ,     „     11  V.  u.  ä  l'^quation  statt  aux  öciuations, 


[  »t  statt  Q 


164,  Gl.  (7.)  ,  -  ''■■trr  statt  -. — ^T-, 

„  ,  Gl.  (9.)  hinter  -T7prDJF(Ä)  =  statt  -, 

165,  Zeile  IS  V,  u.  En  supposant  statt  Supposant, 
„  ,  Gl.  (1.)  y,  f^  statt  f^, 

„  ,  Zeile  6  v.  u.  i;,  statt  y, 

„  ,      ,     5  V.  n.  notatioii  statt  signification  und  iiiil  Statt  z 

166,  No.  4,  Gl  (4.)  Di"'  statt  D^-', 

„  ,  Zeile  11  des  p^riodes  statt  de  pMode, 

„  ,  No.  5,  Gl.  (4.)  im  Nenner  B^ix)  statt  Q(x), 

„  ,  Gl.  (5.)  1  statt  «, 

168,  Zeile  13  oia  statt  oi'i, 

„  ,      „       9  V.  u.  pcriodes  statt  pßriodo, 
„  ,      „       8  V.  u.  du  statt  de,. 

169,  „       2  aux  valeurs  statt  k  la  valeur, 
„  ,  Gl.  {1.)  4 am«  statt  Aam«, 
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S.  169,  Gl.  (3,)  cos  am  a,  A  am  a  statt  cos  am  w,  A  am  u, 

„      „  ,  Zeile  5  v.  u,  k  statt  K, 

„      „  ,      „     S  y.  Vl.  2k'  statt  -J;,, 

„  171,      „     2  Y.  u.  zweimal  flu  statt  de, 

„  173,      „     4  6„  Pf  statt  &£,  ß,-, 

„      „  ,  Gl.  (H,)  W  Etatt  i[j, 

„      „  ,  Gl.  (I.)  J  statt  J, 

„  174,  Zeile  1  sinaraft  statt  sinßi; 

„  166,  No.  4,  Gl.  (4)  wurde  nach  j/i  das  2-Zeiclien  und 

„  169,  Gl.  (4.)  die  ecltige  Klammer  auf  der  linien  Seite  eingefügt. 
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XXIX. 

SELBSTANZEIGE  DER  ABHANDLUNG:  .SUK  QUELQUES  PEOPllrtT^S 
DES  INTilGRALES  DES  ilQÜATIONS  DIFFBEENTIELLES,  AUXQUELLES 
SATISFONT  LES  MODULES  DE  P:eRIODICIT:6  DES  INTEGRALES  ELLIP- 
TIQUES  DES  DEUX  PREMIERES  ESPEOES.  EXTKAIT  D'UNE  LETTRE 
ADRESSfiE  Ä  M.  HERMITE.  (BORCHARDTS  JOURNAL  DER  MATHE- 
MATIK, BD.  83,  S.  13')).. 
(Reperturium  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  B3.  II,  1879,  S.  235—240.) 


1.  ["3S 

Der  Verfasser  behandelt  zunächst  nach  den  Principien  seiner  Abhandlung 
(BoRCHARDTS  Joumal,  Bd.  71,  p.  91^))  die  beiden  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung  als  Functionen  eines  unbeschränlit  veränderlichen 
Moduls  k.  Diese  Functionen  werden  als  Integrale  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  sie  bekanntlich  genügen,  defi- 
nirt.     Es  sei  nämlich 

u 
und  es  seien 

Pundamentalsysteme  von  Integralen  der  Differentialgleichung 

^    '  ^        ^  du'  '  du      2  '  ' 


i)  ibh.  XXIV,  S.  85  aiMOe  Bandes,    Seh, 

I)  Abh,  Vni,  Baod  I  dieser  iuagdbo,  S.  241  ff,    Sco, 

ha,  niiLtliBin.  Worts,    n. 
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welche  resp.  zu  den  singulären  Punkten 

Z36]  gehören  (im  Sinne  der  Arbeit  des  Verfassers  Borchardts  Journal,  Bd.  66, 
p.  139 ')),  so  ergeben  sieb  die  folgenden  gleichwerthigen  Definitionen  der 
l'unctionen  K  und  K' 

(B.)  r:,  =  ~v,,,  r;,  ^  r.v,„ 

(C.)  r„   =   r.V^„  r.,   =   -  .„„ 

Diese  Delationen  werden  unter  Zuhülfenalirae  der  Arbeit  des  Verfassers 
Borchardts  Journal,  Bd.  75,  p.  177^)  nacb  den  Principien  seiner  Arbeiten 
Bd.  66  und  Bd.  71  desselben  Journals^)  entwickelt.  Dieselben  gewähren  die 
Möglichkeit,  den  Verlauf  der  Functionen  tj^,  t^^  für  die  ganze  ^*-Ebene  fest- 
zustellen. Es  ergiebt  sich  danach,  dass,  wenn  zu  einem  beliebigen  u  die 
Werthe  -/j^,  tj^  gehören,  die  Gesammtheit  der  zu  demselben  Werthe  ^(  gehörigen 
Werthe  resp. 

(E.)  i.ri^  +  ^ir,„     vir,, +  97), 

sind,  wo  /l,  ftj  V,  ff  reale  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Gleichung 

(F.)  kp  +  tJ,v  =^  1 

genügen. 

t''ür  die  Function 


wird  aus  diesen  Kesultaten  gefolgert,  dass  dieselbe  für 

und  für  behebige  Wege,  aufweichen  t(  zu  einem  dieser  Werthe  gelangt,  reap. 
die  allgemeine  Form; 


1)  Abb.  VI,  Band  I  aianer  Ausjäte,  S,  178.    Sc]., 
ä)  Abb.  XIV,  Eandl  dieasr  AnsBBbe,  S.  261  ff.    Sah. 
3)  al)h.  Yi  unä  Tni,  Band  I  dieser  Anagibe,  S.  159  if. 
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annimmt,  demzufolge  die  Werthe  der  Function 


für  u  =  0  und  u  =  \  und  für  beliebige  Wege  von  ti  einen  Modul  gleich  der 
Einheit  besitzen,  wahrend  der  Modul  von  q  für  m  =^  oo  entweder  verschwindet 
oder  der  Einheit  gleich  wird. 

Es  wird  hierauf  nachgewiesen,  dass  das  Vorzeichen  des  realen  Theiles 
von  H  für  einen  beliebigen  Werth  von  u  von  dem  Wege  unabhängig  ist,  auf 
welchem  man  dahin  gelangt.  Insbesondere  ist  der  reale  Theil  von  H  für 
einen  beliebigen  Punkt  je  einer  der  Umgebungen  f„,  f^,  f^  der  drei  singulären 
Punkte  0,  1,  co  jsositiv  oder  Null,  also  der  Modul  von  q  kleiner  oder  gleich 
der  Einheit,  unabhängig  von  dem  Wege,  auf  welchem  ti  zu  einem  dieser 
Punkte  gelangt. 

Hat  k  einen  bestimmten  Werth,  und  werden  K  und  K',  wie  es  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  geschieht,  als  bestimmte  Integrale  [237 
gegeben,  und  wird 


so  ist  bekannt,  dass  der  Modul  von  q  kleiner  ist  als  Eins.  Dieser 
Satz  ist  jedoch  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  der  vorliegenden  Arbeit  gege- 
benen, insofern  hier  K  und  K'  als  Functionen  der  unbeschränkt  Veränder- 
lichen k  aufgefasst  werden.  Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  enthält  aber 
zu  gleicher  Zeit  einen  neuen  Beweis  dieser  Thatsache  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen,  welche  daselbst  nach  Kiemann  durch  die  Theorie  der 
Integi'ale  algebraischer  Functionen  hergeleitet  wird. 

Es   wird    hierauf  «    als  Function    von    q   beti'achtet,    und    mit  Hülfe    der 
Differentialgleichung 

^•^■'  dq    ~  ^"q      ^' 

gezeigt,  dass  innerhalb  eines  um  den  Punkt  ^  =  0  mit  dem  Radius  gleich 
der  Längeneinheit  beschriebenen  Kreises  S  u  eine  eindeutige  und  ausser  für 
q  =  0,  wo  u  =  00,  im  Innern  überall  stetige  Function  von  q  ist,  und  keinen 
Werth     annimmt,     für     welchen     v]^     verschwindet.       Innerhalb     ^     gilt     die 
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Gleichung 

(1.)  ^  =   162  +  3\(9), 

wo  ^(q)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  fortschreitende  Reihe 
darstellt. 

Es  ergiebt  sich  weiter  die  folgende  merkwürdige  Eigenschaft  dieser 
Function.  Wenn  q  von  ^  =  0  ausgehend  einen  beliebigen  Radius  des 
Kreises  ^  durchläuft,  so  geht  u  von  u  =  oa  aus  und  gelangt  schliesslich  zu 
einem  der  Werthe  m  =  0,  Z(  =  1  gleichzeitig,  wenn  q  die  Peripherie  von  ^ 
erreicht. 

Hieraus  wird  gefolgert ,  dass  eine  stetige  Fortsetzung  des  Integi'als  der 
Differentialgleichung  (G.),  welches  für  q  ^  0  unendlich  wird,  über  die  Peri- 
pherie von  ^  hinaus  nicht  möglich  ist,  und  nachgewiesen,  dass  jedem  end- 
lichen oder  unendlich  grossen  Werthe  von  ti  Werthe  von  q  innerhalb  ^  oder 
auf  der  Peripherie  von  S  entsprechen. 

Wird  auch  v],  als  Function  von  q  aufgefasst,  so  ergiebt  sich,  dass  tj" 
innerhalb  ^  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  g  ist,  und  dass 
vjj  von  Null  verschieden  ist  für  alle  Punkte  des  Innern  von  Ä"  mit  Ausnahme 
von  5  =  0,  dagegen  iinendlich  für  jeden  Punkt  der  Peripherie  von  ^, 
was  auch  so  ausgedrückt  werden  kann,  dass  tj^  als  Function  von  u  nur  für 
238]  M  =  CO  verschwindet  und  für  m  ^  0,  «  —  1  unendlich  wird,  für  jeden  Weg 
auf  welchem  u  zu  einem  dieser  Punkte  gelangt  ist. 

Aus  der  Gleichung  (1.)  lasst  sich  der  bekannte  Ausdruck 

(2.)  V'^^   v^2g^-(i±411  +  g;)--- 

^   '  V  V    !f     (l  +  2)(l  +  g')... 

(Jacobi,  Fundamenta  p.  89 '^j)  herleiten. 

Herr  Hermite    macht    ah    dieser    Stelle    die    folgende    Anmerkung:    N'y 

aui'ait-il  point  lieu  d'observer  qu'en  faisant 

«■  =  «H) 
il  resulte  de  votre  analyse  que  toutes  les  Solutions  de  l'equation 
AH)  =  /■([!„) 
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sont  donnees  par  la  formuie 

i  +  pH, 


en  insistant  sur  l'extreme  importance  de  ce  rösiiltat,  pour  la  determination 
des  modules  singuliers  de  M.  Kronecker,  et  en  remarquant  que  les  heiles 
decoTivertes  de  l'illustre  geometre,  sur  les  applications  de  la  theorie  des 
fonctions  elliptiques  a  l'arithmctique,  paraissent  reposer  essentiellement  sur 
cette  proposition,  dont  la  demonstration  n'avait  pas  encore  Öt6  donnee? 

Es  werden  ferner  zwei  Wege  angegeben,  um  den  Ausdruck  von  -rj^  als 
Function  von  q  gültig  innerhalb  Ä  herzuleiten.  Es  ergiebt  sich  hierbei  die 
Gleichung 

(3.)  \l^  =   l  +  2q+2q'+2q'+--- 

(Jacobi,  Fundamenta  p.  184^)). 

2, 
Die   beiden  Perioden    des    elliptischen  Integrals    zweiter  Gattung    werden 
alsdann  als  Functionen  der  unbeschränkt  veränderlichen  Grösse  k  durch.  Ver- 
mittelung    der    bereits    in   ihrem  Verhalten    als  Functionen   von  u  erforschten 
Functionen  vj^,  tj^  deiinirt.     Es  ergiebt  sich  nämlich,  wenn  man  setzt 

2  \'u  2  \fi 

'      t(«)   =  «(«-!), 
Gleichungen,  aus  welchen  sich  unmittelbar  die  LEGENDRESche  Relation 

K.J'~  K-J  =  -- 
ergiebt. 

Die  Function  jC)  von  q  ist  innerhalb  des  Kreises  U  eindeutig  und  con- 
tinuirlich. 
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239}    Die  Functionen  C,,  C^    bilden    ein  Fnndamentalsystem   von   Integralen   der 
Differentialgleichung 

(s.   die  bereits  citii^te  Abhandlung  Bd.  71,  p.  91  ')). 
Sind  wiederum 


resp.  die  zu  den  singulären  Punkten 

M    =    0,       M    =    l,       U    =    00 

gehörigen  Fundamentalsysteme  von  Integralen  derselben,  so  ergiebt  sich 

!Cj    =    -KlV^^  +  iw^^,       Ca    =    M'oa, 
C,  =  -iv^^,  Ca  =  'KW,,, 

und  für  u  =^  0 

für  u  =  1 

limC,  =  -2  +  4log2-limlog(M-l),     Cj  =  tc, 
für  M  —  CO 

C,  =  0,     Cj  =  00. 
Es  wird  hierauf 

-1  =^  Z,     e  =  s 

gesetzt. 

Bedeutet  alsdann  Z^^  einen  der  AVerthe  von  Z  für  ein  beliebiges  «,  so 
sind  die  den  verschiedenen  Wegen  von  u  entsprechenden  Werthe  von  Z  in 
der  Form 

vi  +  qZ^^ 
enthalten.     Insbesondere  ist  für  «  =  0 

Z  =       ^-f^  i 
für  !(  =  1 


1)  Abt.  VIII,  Band  I  dieser  Anägabo,  S.  2*1  ff,    Scb. 
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oder  gleich  einer  Zahl,  deren  reeller  Theil  positiv  und  unendlich  ist,  endlich 
für  u  =  oo 

so  dass  die  Moduln  aller  "VVerthe  von  s  für  u  ^  0,  1,  co  der  Einheit  gleich 
werden,  den  AVerth  s  =  0  für  «  =  1  ausgenommen. 

Es  wird  hierauf  gezeigt,  dass  der  Modul  von  s  in  einem  Punkte  der 
Umgebung  sowohl  von  u  ~  0  als  von  «s  =  co  bald  grösser  bald  kleiner  als 
die  Einheit  werden  kann,  je  nach  dem  Wege,  auf  welchem  u  zu  einem  dieser 
Punkte  gelangt.  Dagegen  für  die  Punkte  in  der  Umgebung  von  «(  —  ]  ist 
der  Modul  von  s  für  einen  beliebigen  Weg  von  u  kleiner  als  die  Einheit. 

Es  ergiebt  sich  analog  der  Gleichung  (G.) 

^     '  ds  it^s 

Ähnlich  wie  u  als  Function  von  g  behandelt  wurde,  wird  jetzt  u  als  [340 
Function  von  s  untersucht.  Diese  Function  erweist  sich  als  eindeutig  und 
stetig  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  Eins  um  s  ^  0  beschriebenen  Kreises 
C.  Für  keinen  Werth  innerhalb  2  erlangt  u  einen  Werth,  für  welchen  C^  ver- 
schwindet. 

Die  der  Gleichung  (1.)  analoge  Gleichung 

stellt  u  als  Function  von  ä  innerhalb  2  dar,  wo  /i{.v)  eine  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  s  fortschreitende  Reihe  bedeutet. 

Ähnlich  wie  für  die  Function  H  ergiebt  sich,  dass  das  Vorzeichen  des 
realen  Theiles  von  Z  für  einen  beliebigen  "Werth  von  u  unabhängig  ist  von 
den  Umläufen,  welche  ti  um  die  Pankte 

M    =    0,       U   =    1,      M    =    CO 

vollzogen  hat,  wenn  es  zu  jenem  Werthe  gelangt. 
Die  diiroh  die  Gleichung 

-7l7.    ^ 

definirte  Function  u—1  von  s,  welche  für  s  =  0  verschwindet,  und  innerhalb 
2  durch  die  Gleichung  (l'.)  dargestellt  wird,  kann  auf  stetige  Weise  über  die 
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Peripherie  von  C  hinaus  fortgesetzt  werden.  Die  Werthe  von  w,  welche  den 
Werthen  von  s  innerhalb  2  entsprechen,  erschöpfen  nicht  die  ganze  M-Ebene. 
Setzt  man  u  über  die  Peripherie  hinaus  stetig  fort,  und  verbleibt  alsdann  im 
Äusseren  von  ?,  so  ist  u  eindeutig  und  stetig  innerhalb  eines  Theiles  der 
^-Ebene,  welcher  zwischen  der  Peripherie  von  C  und  derjenigen  eines  con- 
centrischen  Ki-eises  enthalten  ist,  dessen  Radius  einen  beliebigen  die  Einheit 
überschreitenden  Werth  hat. 

Heidelberg.  L-  Fuchs. 


ANMEEKUNG. 


In  Bezug  auf  die  S.  180,  Zeile  6—9   enthaltene  Angabe  vcrgl.   die  Anmerkung  /.a  der  Abh.  XSIV, 
i.  114ff.  dieses  Bandes.  Sch. 
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XXX. 

ÜBEE  EINE   KLASSE   VON   FUNCTIONEN   MEHRERER  VARIABELN, 

WELCHE  DURCH  UMKEHRUNG  BER  INTEGRALE  VON  LÖSUNGEN 

DER   LINEAREN  DIFEERENTIAT,GLEICHUNGEN    MIT   RATIONALEN 

COEFFICIENTEN  ENTSTEHEN. 

(Nachricliten  von  der  Konigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  uod  der  Gr.-A.-Umv6reität, 
Göttingen  1880,  Nr.  3,  25.  Februar  1880,  Sitzung  am  7.  Februar;  S.  170—176.) 


Der  königlichen  Societät  beehre  ich  mich  von  dem  Inhalt  einer  Ar-  [170 
beit  Kenntniss  zu  geben,  welche  ich  zu  veröffentlichen  im  Begriffe  bin. 

Gleich  wie  diejenigen  Functionen  mehrerer  Variabein,  welche  man  Abel- 
sche  Functionen  nennt,  den  Integralen  algebraischer  Functionen  ihre  Ent- 
stehung verdanken,  indem  man  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi  die  oberen 
Grenzen  von  p  Integralen  einer  geeigneten  algebraischen  Function  als  Function. 
von  der  Summe  dieser  Integrale  und  von  p~l  anderen  ähnlich  gebildeten 
Summen  auffasst,  ebenso  entsteht,  wie  ich  in  dieser  Arbeit  zeige,  eine  neue 
lOassc  von  Functionen  mehrerer  Variabein,  wenn  man  die  Integrale  der  Lösungen 
linearer  Differentialgleichungen   mit  rationalen  Coefficienten   zu  Grunde  legt. 

Ich  habe  mir  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  die  Beschaffenheit  der  Inte- 
grale einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  m'"  Ordnung  zu  unter- 
suchen, wenn  durch  die  m  Gleichungen 


|.-£V.(^) 


ch  =  M„,  (a  =  l,2,.,,,m) 


wo    Cj,  C^,  . . .,  C^    Constanten,    /'  {z),  f^i^)-,  ■■■■,  f^X^)    ein    Fundamen talsystem  [17t 

Fuchs,  matliein.Worke,    D.  24 
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von  Lösungen  der  Differentialgleichung  bedeutet,  ^^i  ■2^)  ■  •-)  ^„  als   analytische 
Fiinctionen  der  Veränderlichen  tt^,  u^,  .. .,  u^  definirt  werden  sollen. 

Ich  habe  diese  Aufgabe  für    die  Differentialgleichungen    zweiter  Ordnung 
durchgeführt,  und  bin  zu  den  folgenden  Kesultaten  gekommen. 


(A.) 


sei  die  gegebene  Differentialgleichung 
(/s°  äs 


worin  P,  Q  rationale  Functionen  von  s;  f{s},  'f  (^)  sei  ein  willkürliches  Funda- 
mentalsystem von  Lösungen  dieser  Gleichung. 

Es  mögen  s^,  s!^  als  Functionen  der  Variabein  «(^,  tt-^  durch  die  Gleichungen 


(B.) 


definirt  werden. 

Sind  ^j,  2^  analytische  Functionen  von  tt^,  u^,  und  setzen  wir 

^1  =  F,{u„ti,),    s,  =  F,(u„ii,), 

so  ergiebt  sich  zunächst  die  folgende  Eigenschaft  dieser  Functionen 

worin  c  eine  Constante,  «j,,  k,,,  ß^^,  «,,  die  Elemente  einer  Substitution 


bedeuten,  welche  auf  f[s),  '-^{s)  durch  einen  Umlauf  der  Variablen  s  ausgeübt 
wird,  und  y^,  y^  bestimmte  diesem  Umlaufe  zugehörige  Gfrössen  sind. 

Die  Functionen  F^,  F^  nehmen  ausserdem  im  Allgemeinen  für  noch  un- 
zählig viele  andere  Werthsysteme  u^^  u^  dieselben  Werthe  wieder  an. 
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2. 
Ist  a.  ein  singulärer  Punkt  der  Gleichung  (A.),  sind  )-"',  rf  die  Wurzeln 
der  zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  sind  ferner  s^,  s^  die 
Wurzeln  der  zu  s^  =  co  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  so 
bestimme  ich  zunächst  diese  Wurzeln  so,  dass  wenn  u^,  u^  Werthe  erreichen, 
für  welche  von  den  Werthen  a,  b  die  resp.  die  Grössen  s^,  s^,  annehmen,  ent- 
weder einer  mit  einem  singuläi-en  Punkte  coincidirt,  oder  beide  mit  zwei  von 
einander    verschiedenen    singulären  Punkten,    ohne   dass  jedoch  die  Gleichung 

(D.)  (fel-ife7  =  » 

durch  s^  =  a,  s^  =  h  befriedigt  wird,  die  Ableitungen  -g-^  in  der  Umge-  [173 
bimg  von  Sj  ^  a,  s^  ^  b  holomorphe  Punctionen  von  s^,  z^  sind. 

Hierbei  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  unter  die  singulären  Punkte  mit 
inbegriffen. 

Die  Bestimmung  soll  überdiess  so  getroffen  werden,  dass  für  endliche 
Werthsysteme  M^,  u^  die   angegebenen  Werthe  von  s^^  s^  auch  erreichbar  sind. 

Es  ist  hierzu  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

/       -  1  .  k- 

I     j<"  =^  ~  1  H ,     1"'  :=:  —  ]  H — - ,     ^,  >•  1 ,     7s,- ,  «,■  eanze  positive  Zahlen ; 

/  s,  =  1+— ,     S2  =  lH — ,     lo-l,     'k,  n  ganze  positive  Zahlen. 

Ich  zeige  alsdann,  dass  die  Grössen  r'f,  r'",  .s^,  s^  weiter  so  bestimmt 
werden  können,  dass  dui-ch  die  Gleichung 

z  als  eindeutige  Function  von  C  definirt  wird,  und  demnach  die  Gleichung 
(D.)  nur  für  0^  —  s^  befriedigt  werden  kann.  Es  ist  hierzu  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  entweder 

oder  [174. 

h,  =  2 

und  entweder  s   =^  s  +1  oder 
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mit    dem  Hinzufügen ,    dass    die    Entwickelimg   eines   Integrals    der   Gleichung 
(A.)  in    der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  keine  Logarithmen    enthalte. 
Ich  beweise  hierauf,  dass  wenn 

<'  =  -l  +  -,      .C  ==-!  +  -     oder      rf  =  -j,     rf  =  +-, 
(G.) 

f  s^  =  —    und    Sj  =  —     oder     .'^j  ^  1 H — ,     s^  =  l -| — 

mit  dem  Hinzufügen,  dass  die  Entwickelung  eines  Integrals  der 
Gleichung  (A.)  in  der  Umgebung  eines  singularen  Punktes  keine 
Logarithmen  enthält,  ä^,  s^  Wurzeln  einer  quadratischen  Glei- 
chung sind,  deren  Coefficienten  eindeutige  analytische  Functio- 
nen von  '«j,  n^. 

.75]  3. 

Es  wird  hierauf  nachgewiesen,  dass  die  Anzahl  q  der  endlichen  singularen 
Punkte  der  Gleichung  (A.)  nicht  grosser  sein  kann  als  sechs,  wenn  die  Be- 
dingungen (G.)  erfüllt  sein  sollen. 

Ich  hebe  alsdann  das  Beispiel 


hervor  und  zeige,  dass  in  diesem  Palle  die  Gleichung  (A.)  durch  ein  Funda- 
mentalsystem 

wo 

g{s),  h{s)  ganze  rationale  Functionen  von  nicht  höherem  als  dem  ersten  Grade, 
befi-iedigt  wird.  In  diesem  Falle  coincidii'en  die  Functionen  -P',(m,,mJ,  i^^fw^,  ^(J 
mit  den  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung. 

Hierauf  weise  ich  nach,  dass  im  Allgemeinen  die  Gleichung  (A.) 
unter  den  Bedingungen  (G.)  nicht  algebraisch  integrirbar  sei, 
und  demgemäss  im  Allgemeinen  unsere  Functionen  -P',(«t,,  «f,),  F^i'f^^i^t) 
von  den  AsELSchen  Functionen  verschieden  sind. 

Ich  wähle  hierzu  das  mit  den  Bedingungen  (G.)  verträgliche  Beispiel; 
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Anzahl  der  endlichen  singulären  Punkte  p  =  2, 


und  beweise,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  in  diesem  [176 
Falle  nicht  algebraisch  ist. 

Zum  Schluss  bemerken  wir,  dass  die  Gleichungen  (B.)  durch  die  ein- 
deutige, im  Allgemeinen  nicht  rationale  Substitution  (F.)  unter  Voraussetzung 
der  Bedingungen  (G.)  in  ähnliche  Gleichungen  transformirt  werden,  in  welchen 
f{s)  und  tf{s)  durch  Quadratwurzeln  eindeutiger  im  Allgemeinen  nicht  ratio- 
naler Functionen  von  C  ersetzt  werden,  während  C  an  die  Stelle  von  0  als 
Integrationsvariable  eintritt. 

Heidelberg,  4.  Februar  1880. 
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Die  in  dem  einleitenden  Satze  S,  185  erwäiinte  Arbeit,  von  welcher  die  vorstehende  Note  einen  Aus- 
zug giebt,  ist  die  folgende  Abb,  XXXI;  auf  die  Verallgemeinerung  des  jACOEiBchen  ümkebmngsproblema  be- 
ziehen sich  ferner  noch  die  AtihandlungenXXXII-XXXVI,  XXXVIH,  XLI,  XLIX,  L  und  LI  dieses  Bandes. 

Vergl.  im  übrigen  die  Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen  XXXI  und  XXXIV  dieses  Bandes. 

SCH. 
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ÜBER  EINE  KLASSE  VON  EUNCTIONEN  MJ^HRERER  VARIÄBELN, 
AVEI,CHE  DURCH  UMKEHRUNG  DER  INTEGRALE  VON  LÖSUNGEN 
DER   LINEAREN    DIEFERENTLILGLEICHÜNGEN   MIT   RATIONALEN 

COEFFICIENTEN  ENTSTEHEN. 
(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  89,  1880,  S.  151—169.) 


Gleichwie  diejenigen  Eunctionen  melirerer  Variabein,  welche  man  [isr 
Eunctionen  nennt,  den  Integralen  algebraischer  Eunctionen  ihi-e 
Entstehung  verdanken ,  indem  man  nach  dem  Vorgänge  von  Jacobi  die  oberen 
Grenzen  von  p  Integralen  einer  geeigneten  algebraischen  Function  als  Eunctionen 
von  der  Summe  dieser  Integrale  und  von  p  —  \  anderen  ähnlich  gebildeten 
Summen  auffasst,  ebenso  entsteht,  wie  ich  in  der  folgenden  Arbeit  zeige, 
eine  neue  Klasse  von  Functionen  mehrerer  Variabein,  wenn  man  die  Integrale 
der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  zu 
Grunde  legt. 

Ich  habe  mir  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  die  Beschaifenheit  der  ]_jÖ- 
aungen  einer  linearen,  homogenen  Differentialgleichung  m^'  Ordnung  zu  unter- 
suchen, wenn  durch  die  in  Gleichungen 


%ijj<^{^)'^ 


(ft=.l,2,...,»0 


WO  C,,  Cj,  ■■■,  C,„  Constanten,  /i(^)i /^(■s),  ■■-)/m(^)  ^^'^  Fundamentalsystem  von 
Lösungen  der  Differentialgleichung  bedeutet,  £,,  s^,  ...,  s^^  als  analytische 
Functionen  von  «(,,  2(„,  ...,  u^  detinirt  werden  sollen. 
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Ich  habe  diese  Aufgabe  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
durchgeführt,  und  erlaube  mir  in  dem  Folgenden  die  Resultate,  zu  welchen 
ich  gelangt  bin,  mitzutheilen. 

Für  die  weitere  Behandlung  der  hier  definirten  Functionen,  namentlich 
für  ihre  analytische  Darstellung,  werden  diejenigen  Relationen,  welche  ich 
in  meiner  in  diesem  Journal  Bd.  76  p.  177')  enthaltenen  Arbeit  für  die 
152]  zwischen  je  zwei  singulären  Punkten  erstreckten  Integrale  der  Lösungen 
der  linearen  Differentialgleichungen  entwickelt  habe,  heranzuziehen  sein. 

Die  Resultate  der  vorliegenden  Arbeit  habe  ich  am  4'™  gegenwärtigen 
Monats  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  vorgelegt^). 


Es  mögen  die  Integi-ale  der  Differentialgleichung 

in  welcher  die  Coefficienten  P,  Q  rationale  Functionen  von  s^  für  jeden  singu- 
lären Punkt  a  die  Eigenschaft  haben,  mit  einer  Potenz  von  s  —  a  multiplicirt, 
für   s  =  a   weder  Null   noch    unendlich   zu    werden    (siehe  meine  Abhandlung 
Bd.  66  dieses  Journals  p.  146^;). 
Es  sei 

ein  Fundamentalsystem  von  Integi-alen  der  Gleichung  (A.),  so  sind 


,  =  f  f(s)de,        tv,  =  f  'f{£)ds, 


wo  2^  einen  willkürlichen  Werth  bezeichnet,  und  eine  Constante,  welche  wir 
gleich  c  setzen  wollen,  ein  Fnndamentalsystem  von  Integi-alen  der  Differential- 
gleichung 

Eine  Änderung    des  Integrationsweges   möge  w^,  w^  resp.  in  w[,  w[  überführen, 


1)  Abb,  Xyi,  Bü 

.ndiaie 

laer  Ansgal>i 

ä,  S.41äff.    Seh. 

i)  Siehe  die  voi 

■llBTEOhlS 

iid9  Abb,  x: 

SS.    Seh. 

3)  All. -VI,  Bau 

ä  I  dies, 

är  Ausgabe, 

S,  189,197.    Soh. 
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SO  ist 

wo  «,j,  ...,  «5j,  J^j,  (5^  Constanten  bedeuten. 

Dieselbe  Änderung  des  Weges  führt  y^,  i/,  resp.  in  y^,  (/^  über,  wo 

(2.J  j  2/;  =  «„;/.  + «.^=, 

Wir  definiren  nunmehr  durch  die  Gleichungen 

worin  C,,  Cj  beliebige  aber  feste  von  den  singulären  Punkten  [153 
der  Gleichung  (A.)  verschiedene  Werthe  sind,  und  zugleich 
/'(^i))  ACj))  f  (C,),  ^(Cj)  gegebene  Werthe  haben,  ^^j,  ^^  als  Functionen 
von  Mj,  Mj  und  untersuchen,  welche  Eigenschaften  /'(^),<^(^)  haben 
müssen,  damit  3^,  s^  bestimmte  analytische  Functionen  der  ge- 
nannten Variabein  werden. 

Die  dieselben  Werthe  von  ^  verbindenden  Integrationswege  denken  wir 
uns  in  beiden  Gleichungen  übereinstimmend. 

Von  jedem  der  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  a^,  a^,  ...,  a  sei 
ein  beliebiger  Schnitt  bis  ins  UnendKche  gezogen.  Der  zu  a^  gehörige  Schnitt 
soll  mit  q.  bezeichnet  werden.  Die  Schnitte  sollen  weder  sich  selbst  noch 
einer  den  anderen  schneiden.  Die  so  zerschnittene  Ebene  der  complexen 
Variabein  s!  soll  mit  T'  bezeichnet  werden.  Überschreiten  die  sämmtlichen 
Integrale  in  (B.)  denselben  Schnitt  g^  gleich  oft  und  in  gleicher  Richtung,  so 
verwandelt  eine  Änderung  des  Integrationsweges  u^  in  «„Mj  +  aj^^^^  +  fJ^c,  u^  in 
ßjjMj+ ffjjMj  +  j5jC,  wenn  dieser  Änderung  des  AVeges  die  auf  y,,  ^^  angewendete 
Substitution 

entspricht.  Die  Grössen  ß^,  ß,^  haben  bestimmte  Werthe,  wenn  die  Änderung 
des  Integrationsweges  eine  bestimmte  ist. 
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Es  sei  nunmeliT 
so  liaben  die  Functionen  -F^,  F^  die  Eigenschaft 

Die  Eunctionen  J^^,  i^^  nehmen  ausserdem  im  Allgemeinen  fiii'  noch  unzählig 
viele  andere  Werthe  von  u^,  u^  dieselben  Werthe  wieder  an,  wie  daraus  hervor- 
geht, dass  man  den  Integrationsweg  von  C^  nach  0^  oder  den  von  C,  nach  s^ 
ungeändert  lassen  kann,  während  man  den  anderen  Integrationsweg  variirt. 


Wir  wollen  nunmehr  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  (A.)  nur  wesentHeh 
singulare  Punkte  besitze,  d.  h.  dass  die  Coefficienten  derselben  nui'  füi'  solche 
154]  Punkte  unendlich  werden,  in  welchen  das  allgemeine  Integral  entweder 
unstetig  wird  oder  eine  Verzweigung  erleidet.  Die  Wurzeln  der  zu  diesen  ein- 
zelnen singulären  Punkten  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
seien  reale  und  rationale  Zahlen  und  ausserdem  in  Übereinstimmung  mit 
meiner  Abhandlung  Bd.  76  dieses  Jom-nals  p.  184^)  von  einander  verschieden, 
negativ  und  absolut  kleiner  als  Eins. 

Dagegen  seien  die  Wurzeln  der  zu  ^  =  co  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  von  einander  verschiedene,  reale  und  rationale  Zahlen, 
welche  die  positive  Einheit  übersteigen. 

Alsdann  werden  in  Gleichung  (B.)  für  endliche  Werthe  u^,  tt^  die  Grössen 
2j,  s^  mit  singulären  Punkten  der  Gleichung  (A.)  oder  mit  dem  unendlich 
fernen  Punkte  coincidiren  können. 

Die  Functionen  s^^  z^   der    unabhängigen  Variabein   u^,  u^,   welche    durch 

die  Gleichungen  (B.)  definirt  werden,  genügen  den  Differentialgleichungen 

(   /ii.ds.  =      'p(^,)dt<,  —  f[e,)du,, 

(  A.ds^  =  —<?{^i)du,  +  f(s,)du^, 
wo 

^  ■  A»,)    /■(.-.)  [ 

Wenn  #,,  ti^  von  den  Werthen   0,  0  ausgehend  auf  willkürlichen  von  einander 
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unabhängigen  Wegen  fortgehen,  so  werden  nach  den  von  den  Herren  Briot 
und  BouQUET  entwickelten  Principien  (cf.  Bulletin  des  Sciences  mathematiques 
t.  ITI,  p.  265,  und  Briot,  Theorie  des  fonctions  AB^iennes,  p.  79)  s^,  0^  von 
den  Werthen  C  ,  C  ausgehend  auf  entsprechenden  Bahnen  sich  stetig  fortsetzen 
und  in  der  Uragebang  der  durchlaufenen  Werthe  von  m,,  m^  holomorph  sein, 
bis  2,3  entweder  unendlich,  geworden  oder  zu  solchen  Werthen  gelangt  sind, 
für  welche  -l'  ■ ,  f  - ,  —  f  ,  -V-  nicht  sämmtlich  endliche  und  bestimmte 
Werthe  erhalten. 

Letzterer  Umstand  könnte  nur  einti-eten,  wenn  entweder  z^  oder  3^  oder 
beide  Grössen  sich  einem  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  oder  dem 
unendlich  fernen  Punkte  annähern,  oder  wenn  dieselben  Grössen  Werthe 
annehmen,  welche  die  Gleichung  A  =  0  befriedigen. 

3. 
Es   möge    zunächst   für    ti^  =  v^,  u^  =  «,,   z^  mit  einem  singulären  Punkte 
a    der    Gleichung   (A.),    z^    aber    mit    einem    nicht    singulären    im   Endlichen 
befindlichen  Punkte  h    coincidiren,    ohne    dass  jedoch  z^  =  a^  s^  =  h    der  [15s 
Oleichung 

genügen. 

Wir  setzen 

£fj  — a  =  Wj,    Sj  — i  ==  Jüj, 

alsdann  ist   nach    meiner  Abhandlung  Bd.  66  dieses  Journals  p.  139^)    in    der 

Umgebung  von  a 

\       9(^1)     =^     Cyi*''r'3l(*"l)  +  *^S2*''l  VsC'^Jl 

"WO  r  ,  r  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Eundamentalgleichung, 
c  ,...,c  Constanten,  Q^^^id^i^^^^  in  der  Umgehung  von  a  holomorph  und 
^j{0),ßj0)  von  Null  verschieden  sind. 

Dagegen  hat  man  in  der  Umgebung  von  s,^  =  h 

1   9(^2)  =  n  +  3'l*''3  +  3'2*''2+ ■■■> 


?■) 


wo  Yg,  y\-  bestimmte  Constanten. 
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Es  wird  daher 
(3.)  A  =  tvl'G,{w,,  wj  +  icpG.K,  tc,), 

wo  G^,  G^  in  der  Umgebung  von  resp.  0,  0  holomorphe  Functionen  von  w^,  w^ 
bedeuten. 

Es  sei  r^  >  r^. 

Da  s^=^  a^  ^j  =  ^  nicht  der  Gleichung  (F.)  genügen,  so  muss 

von  Null  verschieden  sein. 
Demnach  ist 

Aiof'''     für     w,  =  0,     tv^  =  0 

endlich  und  von  Null  verschieden. 
Nun  sei  nach  voriger  Nummer 


wo  fcj,  k^,  n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  wovon  die  beiden  ersteren  kleiner 
sind  als  w,  und  es  werde 


iS6]  gesetzt,  so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (E.)  in 


(4.) 


-1, 


Setzen  wir  demnach  voraus,  dass 

d.  h.  weil  h^  <  n 

(5.)  A,  =  n-l, 

so  sind  die  aus  den  Gleichungen  (4.)  sich  ergebenden  Wetthe  von 
dt       dt      dtv\     ÖM.', 

in  der  Umgebung  von  t  =^  0,  tv^  ^  t)  holomorphe  Functionen  von  t,  to^. 

Es  sind  demnach  s^  und  s^  in  der  Umgebung  der  Werthe  m,  =  w^,  u^  =  v^ 
holomorphe  Functionen  von  u^,  u^. 
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Es  möge  nunmehr  für  u^  =  v^,  u,^  =  v^,  z^  =  a^^  s^  =  a^  werden,  wo  a 
und  «3  von  einander  verschiedene  singulare  Punkte  der  Gleichung  (A.)  sind, 
ohne  dass  jedoch  z^  =  a^,  s^  =  a^  der  Gleichung  (F.)  genügen. 

Seien  r^p  i\^  die  Wurzeln  der  zu  a,  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung, r^^,  r^j  diejenigen  der  zu  a^  gehörigen,  so  setzen  wir  in  Über- 
einstimmung mit  den  beiden  vorigen  Nummern 


,  =  -l  +  — , 


(1-) 


(2.) 


i     Zj,  l^,  n^,  n^    positive  ganze  Zahlen,    /i>l,     ?,  >  1- 

Man  hat,  wenn  wieder 

Ä,  —  ff,  ^=^  iVj ,    s^  —  a,  =  ti\ 

gesetzt  wird,  wie  in  Nummer  3,  Gleichung  (1.) 

WO  Cj^,...,«,,,  ^„,---,<'2a  Constanten,  ff,{ii!,),  ff^{tvj,  h^{w^),\(w^)  in  der  Um- 
gebung von  resp,  w^  =  0  und  wj^  =  o  holomorphe  Functionen  sind,  welche 
resp.  für  y\  =  0  und  w^  —  0  von  Null  verschieden  werden.  Es  erhält  [is7 
jetzt  A  die  Form 

(         +  w,"m),/'(?j,(w,,  Wj)  +  tel"  wl"" G^^{w^,  w^), 

wo    die    Functionen    G^;i(w^,i  wj   in    der   Umgebung    von   to,  ^  0,  -hj^  =  0   holo- 
morphe Functionen  von  w,,  w^  sind. 
Nun  ist 

Gu(0,0)  =  Ke„-e„c,J(7,(0)A,(0) 

von  Null  verschieden,  weil  sonst  die  Gleichung  (F.)  durch  ^,  =  rr,,  ^^  =  a^ 
befriedigt  werden  müsste,  was  unserer  Voraussetzung  widerspricht. 
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endlich  und  von  Null  verschieden. 

Substituirt  man  in  den  Gleichungen  (E.) 


so  ergiebt  sich  demnach,  dass  -^^,  -r,--,  -^,  -^  in  der  Umgebung  von 
(^  ^  0,  fj  ^  0  holomorphe  Functionen  von  t^,  t,^  sind.  Demnach  sind  t^,  t^, 
folglich  auch  3^,  z^  in  der  Umgebung  von  u^  =^  i\,  u^  =  v^  holomorphe  Func- 
tionen von  Mj,  u^. 

Die    zu   s  ^  CO    gehörige    determinirende    Fundamentalgleichung    für    die 
Gleichung  (A.)  habe  die  Wurzeln  9^,  p^.     Es  sei 


wo  n,  s^,  s^  ganze  positive  Zahlen  und  zwar  s^  >  s^  >  n  (s.  No,  2). 
Wir  setzen  nunmehr  voraus 
(4.)  s,  =  11  +  1. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird,  wie  in  den  Fällen  der  vorigen  und  dieser 
Nummer ,  bewiesen ,  dass  s^ ,  z^  eindeutig  bleiben  auch  in  der  Umgebung 
solcher  Werthe  von  m^,  m^,  für  die  :?,  =  co  und  z^  in  einen  singulären  Punkt 
a  der  Gleichung  (A.)  oder  in  einen  nicht  singulären  Punkt  a  einrückt,  wenn 
nur  nicht  die  Gleichung  (F.)  durch  das  Werthenpaar  ^^  =  00,  z,^  =  a  be- 
friedigt wird. 

Fasst  man  die  Resultate  der  vorigen    und    dieser  Nummer    zusammen,    so 
erhält  man  den  Satz: 

158]  Wenn  für  j  eden  singulären  Punkt  der  Gleichung  (A.)  die 
Wurzeln  )',,  »"j  der  zugehörigen  determinir enden  Fundamental- 
gleichung die  Form  haben 


(G.) 


— ,         '"a  ^  —  1  H —     (w  und  l  positive  ganae  Zahlen), 


während  die  Wurzeln  ?,,  p,  der  zu  ^  =  00  gehörigen  determinirenden 
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Fundamentalgleicliung  die  Form  haben 
i  ,1  ,       ^ 


(G'O 


{n,  l  positive  ganze  Zahlen), 


so  sind  s^,  z^  eindeutige  Functionen  der  Variabein  m^,  m^  in  der 
Umgebung  aller  derjenigen  "Wertbe  derselben,  für  welche  s^,  s^ 
nicht  in  solche  Punkte  einrücken,  für  welche  die  Gleichung  (F.) 
erfüllt  ist. 

5. 
Sind  /'(ä^),  ij{ß)  zwei  willkürliche  Integrale   der  Gleichung  (A.),    so    ist   in 
der  Umgebung  eines  singalären  Punktes  a 

\   9(^)  =  <^,X^-utg,{^)^c,,{^-4^g,{^), 

worin  r  ,  r^  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determiuirenden  Fundamental- 
gleichung, i'a  >  r^,  "^„j  ■  ■ -1  (^jj  von  Null  verschiedene  Constanten,  .f/, (ä') ,  .i?, (^)  in 
der  Umgebung  von  s  =^  a  holomorphe  Functionen  und  g^{a)i  g^{a)  von  Null 
verschieden. 

Es  wird  in  der  gegenwärtigen  Arbeit  durchweg  vorausgesetzt,  dass-  die 
Entwickelung  eines  Integrals  der  Gleichung  (A.)  in  der  Umgebung 
eines  singulären  Punktes  oder  des  Unendlichkeitspunktes  keine 
Logarithmen  enthält. 

Setzen  wir 

SO  ist  für  ä  ■=  a,  C  ^  — ,  also  endlich  und  von  Null  verschieden.  Ebenso 
ergiebt  sich,  dass  für  ^  =  co,  C  endlich  und  von  Null  verschieden. 

Es  soll  in  Gleichung  (H.)  ^  als  Function  von  C  definirt  werden. 

Es  möge  einem  willkürlichen  Werthe  C^  von  C  ein  Werth  s  ^  s^  zuge- 
hÖren.  Setzt  man  von  diesem  Werthepaare  ausgehend  die  Function  z  in  der 
C-Ebene  fort,  so  kann  dieses  mit  Hülfe  der  Gleichvmg 


(j.) 
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welcher   s   genügt    (s.    meine   Abhandlung  Bd.  66,  p.  128')),   geschehen,   worin 

Die  Grösse  C  hat  einen  constanten  nnd  bestimmten  Werth,  wenn  /"(s),  <p(^) 
bestimmte  Lösungen  der  Gleichung  (A.)  bedeuten. 

Die  Werthe  von  C,  für  welche  z  aufhören  könnte  holomorph  zu  sein, 
sind  ausser  C  =  oo  solche  Werthe  derselben  Variabein,  für  welche  z  gleich 
einem  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  oder  3  ^  <x>  wird. 

Es  sei  zunächst  für  C  =  C,,  3  ■=  a  ein  singulärer  Punkt  der  Gleichung 
(A.),  j-j,  r^  die  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, welche  den  Gleichungen  (G.)  genüge  leisten. 

Nun  ist  (s.  meine  Abhandlung  Bd.  66,  p.  143^))  in  der  Umgebung  von  a 

WO  -fi{n)  in  der  Umgebung  von  a  holomorph  und  für  i' =  «  von  Null  ver- 
schieden. 

Ist  nun  erstlich 

(2.)  r^  =  r^  +  i, 

so  folgt  unmittelbar  aus  Gleichung  (J.),  dass  3  in  der  Umgebung  von  C  =  C^ 
holomorph  ist.  Findet  dagegen  die  Gleichung  (2.)  nicht  statt,  so  substituire 
man  in  Gleichling  (J.) 

.s  —  «  =  (", 
Man  erhält  alsdann 

worin  ^'(0  '^'^'^  M^)  ^"  ^^'^  Umgebung  von  t  =  0  holomorph  und  der  Quotient 
derselben  für  t  =  0  weder  Null  noch  unendlich. 
Es  sei  in  diesem  Falle 
(4.)  l  =  2. 

Alsdaan  ergiebt  die  Gleichung  (3.),  dass  t,  folglich  auch  s  in  der  Umgebung 
von  C  =  C,  holomorph  ist. 
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Es  sei  ferner  für  C  =  C,,  ^  =  co  und  q^,  p^  die  Wurzeln  der  za  s  =^  ao 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  welche  der  Gleichung  (G'.) 
genüge  leisten. 

Es  ist  in  der  Umgebung  von  ä;  =  oo 

i  «^)=n.©^.(i)...(ir.Mi),      ■[* 

(6.)  <    tW  =  ^..(-j)  ■*.(7)  +  )'..(|)''»>(|)> 

■WO  Ä  (— ),  äJ—),  vjJ— )  in  der  Umgebung  von  ^  =  co  holomorph  und  für  ä'  =  oo 
Ton  Null  verschieden.     Die    Constanten   y^j,  ■■■,  Y^,   sind   ebenfalls  nicht  Null, 
weil  f(^),  tf(2)  willkürliche  Lösungen  der  Gleichung  (A.)  sind. 
Ist  wiederum 

(6.)  ?.  =  P,  +  1, 

SO  ergiebt  die  Gleichung  (J.)  unmittelbar,  dass  s  in  der  Umgebung  von  C  =  C^ 
eindeutig  ist.  Wird  dagegen  die  Gleichung  (6.)  nicht  erfüllt,  so  substituire 
man  in  (J.) 

0  =  r" 

und  erhält 

WO  4'i(0''^i(0  ^'^  *^^^  Umgebung  von  t  =  0  holomorph  und  für  t  =  <i  von 
Null  verschieden. 

In  diesem  Falle  sei  wieder 
(8.)  l  =  2. 

Alsdann  ist  f.,  folglich  auch  s  in  der  Umgebung  von  C  =  Cj  eindeutig. 

Es  sei  endKch  für  C  ==  oq,  s  =  b,  so  ist  nach  der  am  Anfang  dieser 
Nummer  gemachten  Bemerkung  b  weder  einer  der  singuiären  Punkte  der 
Gleichung  (A.)  noch  unendlich.     Für  ^^  —  &  ist  aber  f{z)  =  0. 

Es  sei  in  der  Umgebung  von  s  =  b 

I  m  =  «.+o,(«-s)+..., 
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SO  erhält  man 

(10.)  (     )«;  +  »;(^-i)4-.:.  _  i 

Da  nun  f{g)  und  ff(g)  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  weil  h  nicht  singulärer 
Punkt  der  Gleichung  (A.)  ist,  so  folgt,  dass  a^  von  Null  verachieden  ist.  Es 
kann  aher  auch  nicht  a[  verschwinden,  weil  sich  sonst  aus  Gleichung  (A.) 
ergeben  würde,  dass  tf{£)  identisch.  Null  ist.  Demnach  erhalt  Gleichung 
i6i]  (10.)  die  Form 

(lOa.)  a^(^2-b)  +  a,(s-by+-  =  j,     , 

wo  a^  =  -^  endlich  und  von  Null  verschieden.  Es  folgt  nun  aus  dieser  Glei- 
chung auf  bekannte  Weise,  dass  s  eine  holomorphe  Function  von  -y  in  der 
Umgebung  von  C  ^  co  ist. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ei^ebt  sich  also  der  Satz: 

I.  Genügen  für  jeden  singulären  Punlit  die  Grossen  r  ,  r  den 
Bedingungen 

/         r    =^  —1  -i —     und  entweder     r„  =  r,  +  1     oder     r.  =  _  i  j.  __ 
\  »  ■  n 

(K.)     ^    und  für  den  unendlich  fernen  Punkt 

9,  =  1  +  —        und  entweder     o,  =  o,  +  1     oder     p,  =  1  H — , 

so  ist  die  durch  die  Gleichung  (li.)  definirte  Function  s  von  C 
für  alleWerthe  von  C  meromorph. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  dieses  Satzes  ist  das  CoroUar: 

Die  Function  -^  erhält  nicht  ein  und  denselben  Werth  für 
verschiedene  Werthe  von  s. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung 
(2.)  oder  die  Gleichung  (6.)  besteht,  der  Nenner  von  r^,  resp.  der 
Kenner  von  p^  gleich  2  sei. 

Alsdann  ist  auch  die  Function  F{£)  eine  eindeutige  Function 
von  C 

Es  sei  nämlich  C  =  C  ein  Werth,  für  welchen  z  mit  keinem  der  singu- 
lären Punkte  der  Gleichung  (A.)  coincidirt  oder  unendKch  wird,  so  ist  selbst- 
verständlich F(z)  in  der  Umgebung  von  C  =  C  eindeutig. 
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Es   sei   nunmehr  C  =  C,  ein  Werth,    für  welchen  s   mit  einem  singulären 
Punkte  a  coincidixt,  so  ist  nach  dem  Obigen 

F(i)  =  (s-o/'+'-'-Sc^), 

WO   7j  {s)    in    der  Umgebung    von   z  -^  a   holomorph    und    für   ^  =  a   von  Null 
verschieden  ist. 

Findet  nun  Gleichung  (2.)  statt,    so    ist   nach    der    eben   gemachten  Vor- 
aussetzung 

»■, +  /■,  —  !  =  2r,  =  einer  ganzen  Zahl, 

es  ist  also  F(^)  ebenso  wie  z  in  der  Umgebung  von  C  ^  Q  eindeutig. 

Findet  dagegen  die  Gleichung  (4.)  statt,  so  ist  [iSz 


Nach  dem  Obigen  ist  t,  folglich  auch  F{s)  in  der  Umgebung  von  C  =  C,  ein- 
deutig. 

Auf  dieselbe  Weise  eigiebt  sich,  dass  F{z)  in  der  Umgebung  eines  solchen 
Werthes  von  C  eindeutig  ist,  für  welchen  z  unendlich  wird. 

Da  oben  nachgewiesen  worden,  dass  0  eine  eindeutige  Function  von  C 
ist,  so  folgt  dasselbe  für  die  Ableitung  -^-  Da  also  sowohl  -^  als  auch 
F(s)  eine  eindeutige  Function  von  C  ist,  so  ergiebt  die  Gleichung  (J.),  dass 
auch  rf{sy  und  demgemäss  auch  f(sY  eindeutige  F''unctionen  von  C  sind. 

Man  erhalt  daher  den  folgenden  Satz: 

IL  Wenn  die  Bedingungen  (K)  die  Einschränkung  erfahren, 
dass  der  Nenner  von  r^  oder  von  p^  die  Zahl  Zivei  sei  für  den  Fall, 
dass  r^  =^  7\  +  i  oder  (ij  =  p,  + ),  so  sind  auch  ^(^y  und  /'{sf  eindeutige 
Functionen  von  C. 


Aus  der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  unabhängigen 
Vaiiabeln  u^,  u^  in  den  Gleichungen  (B.)  solche  Werthe  v^,  v,  resp.  erreichen, 
für  welche  s^.,  z^  die  Gleichung  (F\)  befriedigen,  nothwendigerweise  s^  =  ^^ 
sein  müsse,  sobald  die  Gleichungen  (K.)  erfüllt  sind. 

26* 
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Es  sei  demgemäss  fiir  u^  =  v^,  u^  =  v^,  2_^  =  s^  =  h. 

Wenn  wir  hier  die  Voraussetzung  des  Satzes  II.  voriger  Nummer  auf- 
nehmen, so  ergiebt  sich  nach  diesem  Satze,  dass  gleichzeitig  die  Gleichungen 

(1-)  /fe)  =  ±/'K),   ?fe)  =  ±?fe) 

stattfinden,  wo  die  Vorzeichen  sich  entsprechen. 

Wir  unterscheiden  jetzt  drei  Fälle: 

1.  h  sei  ein  nicht  singulärer  Punkt  der  Gleichung  (A.),  und  es  sei 
in  der  Umgebung  von  s^  =  h 

163]  so  ist  nach  den  Gleichungen  (l .) 

f2a1  j   ±  (M  =  ».  +  <.,(^,-t)  +  «,(».-Sr+-'  =  CM, 

i   +  <.(«,)  =  e,+  c.(^,-6)  +  „,(,,-})■+  ...  =  ^'(s,), 

worin  die  Vorzeichen  sich  entsprechen. 
Die  Gleichungen  (E.)  werden  daher 

(Ea.)  .  \  ,1     ,    I  \  ,1     ., 

I   iA'ds,  =  -o(«,)Äa,+  /(aJÄ»,, 

Setzen  wir 

(   fc-S)  +(2,-t)    =  », 
(3.)  \\,      J      K,      I 

■WO  die  Vorzeichen  sich  entsprechen,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (Ea.) 

I  ^■dw,  =  K(«,)-<f(»,)]<i»,-lfte)-ffe)]<!"„ 

*  ''  \  A'dw,  =  2[(ä,-(.)TX».)-('',-»)Tfc)]*,-2[fe-»)fK)-fe-»)/'h)]'''',- 
Setzt  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (2a.)  in  A'  ein,  so  ergiebt 
sich,  dass  Ä'  durch  {^^  —  b)  —  {^,  —  b)  theilbar  ist.  Die  Glieder  des  Quotienten 
sind  ganze,  homogene,  symmetrische  Functionen  von  2^—b,0^  —  b,  und "  der 
Werth  dieses  Quotienten  für  ^^  =  b,  ^^  =  b  ist  «„Cj— «jCr^,  welcher  nicht  ver- 
schwindet, da  /'(^)s'f(^)  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  der  Gleichung 
(A.)  bilden. 
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Die  Coefficienten  von  du^,  du^  in  den  Gleichungen  (4.)  sind  ebenfalls 
durch  (^5  —  6)  —  (^j  ~  b)  theilbar ,  und  die  Quotienten  ganze ,  homogene ,  sym- 
metrische Functionen  von  3^—b,s^  —  b. 

Aus  den  Gleichungen  (4.)  ergeben  sich  demnach  für  "s^t -g^i -3— j -5^ 
Ausdrücke,  welche  rational  von  w,,  w^  abhängen  und  für  it^  =  v^,  ii^  =  v^  nicht 
unendlich  werden.  Daher  sind  w^,  w,^  in  der  Umgebung  von  ti^  =  v^,  u^  =  v 
eindeutige  Functionen  von  u^,  u^. 

Gelten  nunmehr  in  den  Gleichungen  (3.)  die  unteren  Vorzeichen,  so 
ergiebt  sich,  dass  auch  s^—b  and  s,~h,  also  s^  und  ^^  in  der  Umgebung  von 
**i  ^  *ii  **»  =  *'s  eindeutige  Functionen  von  u^,  ti^  sind. 

Gelten  aber  in  den  Gleichungen  (3.)  die  oberen  Vorzeichen,  so  folgt, 
dass  ^,  +  ^j  und  ^^s^  in  derselben  Umgebung  eindeutige  Functionen  repräsen- 
tiren. 

2.  b  sei  ein  singulärer  Punkt  der  Gleichung  (A.),  r,,  r^  die  Wurzeln  [164 
der  zu  demselben  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung,  und  zwar 
sei  in  Übereinstimmung  mit  den  Sätzen  L,  IL  voriger  Nummer 

)\  =  —  1  +  — ,     j-j  =  —  1  +  —    oder    )-j  =  r,  +  1 
mit  der  Bedingung  für  den  letzteren  Fall,  dass    n  =  2. 
Wir  setzen  in  den  Gleichungen  (E.) 


(6.) 


worin  '!n,---,c^  willkürliche  Constanten,  5,(^"))  ^»C^")  in  der  Umgebung  von 
t  ^  D  holomorphe  Functionen  von  ^^  und  für  (  ^  0  von  Null  verschieden  und 
e  =  0  oder  1 ,  je  nachdem  r^  =  —  1  +  —  oder  r^  =  r^  +  i,  d.  h.  ^\  =  ~-ii,  ''s  ~  +  y ' 
Setzen  wir  wieder 

,,  ^  I  f('.)    fM  I 
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80  folgt  aus  den  Gleichungen  (6.) 

Der  Ausdruck   A^""''^""'   ist  durch  f^—f,    oder  durch   ^j  — *,   theilbar,  je    nach- 
dem e  =  1  oder  s  =  0.     Der  Werth  des  Quotienten  für  t^  =  o,  t^  =  o  ist 
('^■iC,,-c,,c,J,</,{0)(/,(0), 

welcher  von  Null  verschieden  ist,   weil  f{^),  rf(s)  ein  Fundamentalsystem  von 
Lösungen  der  Gleichung  (A.),  und  weil  g^{0),g^{0)  nicht  verschwinden. 
Setzen  wir 

f(^.)'.-  -  /.('.),  ?('.)«;-  =  ?.A), 
f'Mtr'  =  /•.(*,),  9'(',)tr  =  T.ft). 

SO  werden  die  Gleichungen  (E.) 

(Eb.)  ,  *  ..wy     1     /A«;     s, 

i6s]  Ist  a)  £  =  0,  so  ergiebt  sich  an  der  Hand  der  Gleichungen  (Eb.)  auf 
ähnliche  Weise  wie  im  Falle  1.  für  2,-b,  s^~b  an  der  Hand  der  Gleichungen 
(Ea.),  dass  t^  und  t^  selber  oder  t,  +  t^,tj^  und  demnach  auch  ^,  +  ^j  und  s^s^ 
in  der  Umgebung  von  a^  =''',<  \  =  ^^   eindeutige  Functionen  von  u^,  ti^  sind. 

Es  sei  b)  e  =  t. 

Setzen  wir,  je  nachdem  in  den  Gleichungen  (Eb.)  das  obere  oder  untere 
Vorzeichen  gilt, 

t,±t^  =  ZL\ ,    tl±il  =  ?p, , 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (Eb.) 

inA-trtrdw,=       ['f,(Q^    ^^it^)]du,~      [t\it,)-    f,it,)]du„ 
1   n^'t^-'t^-'dw^  ===  ^[il'?,iti)~il'?tii.)]dii,-Htlf,iQ-tlf,{i,)]du^. 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Coefficienten  von  du^,  du^  dui'ch  t\  —  t\  theilbar, 
die  Quotienten  sind  in  ihren  einzelnen  Gliedern  rationale,  homogene,  sym- 
meti'ische  Functionen  von  t\,  t\.     Ausserdem  ist 

Daher  sind  ^,  -g^,  -^,  -^  rational  aus  m;^,  w^  gebildete  Ausdrücke,  welche 
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für  u  =  V,,  M^  =  v^  nicht  unendlicli  werden,  woraus  sich  ergiebt,  dass  w^,  m»  , 
folglich  auch  :3, +  ^^j  und  s^s^  in  der  Umgebung  von  m^  ^  v^,  u^  =  v^  eindeutige 
Functionen  von  u^,  u^  sind. 

3.  b  =  CO.  Es  seien  p,,  p^  die  Wurzeln  der  zu  ^  =  oo  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  und  in  Übereinstimmung  mit  den  Sätzen  I,,  II. 
voriger  Nummer 

(5a.)  9,  =  1  +  -,     p^^H--     oder     9,  =  ^>     9t  =  j- 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (A.) 

j  =  I,    y  =  ^  fi, 
so  sind 

f^  =  f  (H, 
^  =  .■(!) 

ein  Fundamentalsystem  von  Integi-alen  der  Differentialgleichung  zwischen  vj 
und  |.     Für  diese  Gleichung  ist  §  =  0  ein  singulärer  Punkt,  und  es  sind 

(5b.)        3,  =  --1  +  ^,     a,  =  -l  +  |-    oder    a,  =  -|,    0^  =  +^  [Jö5 

die  Wurzeln   der    zu   §  =  0  gehörigen    determinirenden  Fundamentalgleichung. 
Aus  den  Gleichungen  (B.)  folgt  aber,  wenn  man 


setzt, 

j    nkjdi^+ f'{^,)ä^,  =  du,, 
^    '^  i   ¥'(§.)<«§,+ ^'d.)«?!.  ^du,. 

Aus    diesen  Gleichungen   ergiebt   sich  nun,   wie   im  Falle  2),    dass  |,  +  |j,  |,  1^ 
in  der  Umgebung  von  «^  =  k^,  m^  =  v^  holomorphe  Functionen  von  ^f^,  «^  sind. 
Demnach  haben  ^,  +  s^,3,s^  dieselbe  Eigenschaft. 

Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,   so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Sind   die  Wurzeln   i\,  r^  jeder   determinirenden  Fundamental- 
gleichung, welche  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  der 
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Gleichung  (A.)  gehören,  so  beschaffen,  dass  entweder 

r,  =  —1  +  —,    r„  =  — IH 

'  n         "  n 

oder 

und  für  die  Wurzeln  p,,  p^  der  zu  ^  =  co  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  entweder 


oder 

so  sind  die  durch  die  Gleichungen  (B.)  definirten  Functionen 
■'^i(^i)**2)i -^sl**!' **ä)  ^'■"^^^^^'^  einer  quadratischen  Gleichung,  deren 
Coefficienten  eindeutige  Functionen  von  u^,u^. 


Nach  meiner  Abhandlung  Bd.  06,  p.  145^)  dieses  Journals  ist 

(i.)  S(^  +  ■^)  +  9.  +  9.  =  ^-1- 

wenn  man  mit  A  die  Anzahl  der  singularen  Punkte  der  Gleichung  (A.)  be- 
zeichnet. 

167]  Ist  A'  die  Anzahl  der  singularen  Punkte,  für  welche  die  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln  —  y,  +  -J-  haben,  A"  die  Anzahl  der 
übrigen,  so  geht  die  Gleichung  (1.)  über  in 

(2.)  32-^  +  P,  +  p,  =  Ä'+3Ä"~1, 

wo  die  Summe  sich  auf  die  Nenner  der  Wurzeln  derjenigen  Fundamental- 
gleichungen beziehen,  welche  zu  den  singularen  Punkten  der  zweiten  Art 
gehören.     Da 

p.+  p,<5, 


SO  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

(3.)  A  A"  +  ^'  ^  6     oder     A  +  ^A': 

ij  Ab)i.  VI,  Bsnd  I  dieser  Aaegsbe,  B.  1S&,  ISe.    Scb. 
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Hieraus  folgt: 

Die    Anzahl    der    singularen    Punkte    der    Gleichung    (A.) 
nicht  grösser  als  Sechs. 


Ein  Beispiel  für  den  Fall  -4=6  ist  das 

Es  sei  fuT  jeden  der  sechs  singulären  Punkte 

so  wird  nach  meiner  Abhandlung  Bd.  81  ^)  die  Gleichung  (A.)  durch  die 
Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt.  Da  überdies  in  den  für 
die  Umgebung  je  eines  singuläi'en  Punktes  oder  des  unendlich  fernen  Punktes 
geltenden  Fntwickelungen  keine  Logarithmen  auftreten  dürfen,  so  giebt  es  noch 
eine  zweite  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function,  welche  die  Gleichung 
(A.)  befriedigt  und  mit  der  ersten  zusammen  ein  Fundamentalsystem  bildet. 
Bezeichnet  man  die  singulären  Punkte  mit  a^,  a^,  ...,0,  und  setzt 
(^-a,)(^-«,)...(^~«.)  =  ,W, 
so  hat  das  Fundaraentalsystem  die  Form 

^     !/(<)  ^     hje) 

"'       Vfft'      '■       VW)' 

wo  (){s),  Ji(£)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten. 
Da  im  gegenwärtigen  Falle 

p^  =2,    Q^  =  3, 

so  folgt,  dass  g(s},  h{s)  den  ersten  Grad  nicht  übersteigen.  Im  gegen-  [i68 
wärtigen  Beispiele  liefern  also  die  Functionen  F^{ii^,t(^),  F^(u^,u^)  die  hyper- 
«lliptischen  Functionen  erster  Ordnung, 

9. 
Dass  aber  im  Allgemeinen  die  hier  charakterisirten  Differentialgleichungen 
(A.)  nicht  algebraische  Integrale  besitzen,   und  demzufolge  die  Functionen 
i^,(Mj,Mj), -Fj(m,,?*j)  von  den  AsELschen  Functionen  verschieden  sind, 
«rgiebt  sich  an  dem  folgenden  Beispiel. 


1)  Abt  XS,  8. 11  ff,  I 
ucliE,  miLtbem.  Werke. 
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Es  sei  A  =  2,  (üj,  a^  die  beiden  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.); 
die  Wurzeln  der  zu  «^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 

die  AVurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 

die  Wurzeln  der   zu  s^  —  co    gehörigen    determinirenden  Fundamentalgleichung 

Qi  =  1;     p2  =  2. 
Substituirt  man  in  der  Gleichung  (A.)  für  diesen  Fall 

jj  =  {s-a,)-'{^-a^)~Uv, 
so  sind   die  Wurzeln    der    determinirenden  Fundamentalgleichungen   der  Diffe- 
rentialgleichung für  w  resp.  gehörig 

also  hat  die  Gleichung  für  w  die  Form 

(!■)  ^  =  P", 

WO  P  eine  rationale  Function  von  3. 

Nach  meiner  Abhandlung  Bd.  Sl  dieses  Journals  p.  135^)  ist  diese  Diffe- 
rentialgleichung, da  die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  a^  gehörigen  determini- 
renden Fundamentalgleichung  grösser  als  zehn,  nicht  algebraisch  integrirbar, 
wenn  nicht  ihre  Integrale  selber  oder  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
ihrer  Integi'ale  gleich  der  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Da  die  Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten  a^,  a^  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  von  den  Zahlen  1,  2,  4  ver- 
schieden sind,  so  bliebe  nach  derselben  Abhandlung  p.  136^  nur  die  Möglich- 
keit, dass  die  Gleichung  (1 .)  vollständig  durch  Wurzeln  rationaler  Function 
integrirbar  wäre. 

Dieses  findet  jedoch  nicht  statt. 
169]    Denn    jede   Wurzel  w;     einer    rationalen    Function    von    s,    welche    der 
Gleichung  (1.)  genügen  soll,  müsste  die  Form 

"  =  4W(^-«,r{^-»,)"' 
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haben,  wo  (Jj(ä)  eine  ganze  rationale  Function  von  s^  welche  für  s  =  a  und 
für  ^  =  öj  von  Null  verschieden  ist,  wo  ferner  «^  einen  der  Werthe  l,  f ;  a^ 
einen  der  Werthe  ^,  ^  hätte.     Der  Grad  ji    von   ^{z)   müsste    der  Bedingung 

fi  +  a,  +  ffg  =  |-    oder    \ 
genügen. 

Diesen  Anforderungen  entspricht  aber  nur  die  Function 

«  =  («-«,)•(»-«,)'"' 

und  keine  andere  Wurzel  einer  rationalen  Function. 

Die    Gleichung    (1.)    ist    demnach    nicht    vollständig    dui'cli    algebraische 
Functionen  integiirbar,  daher  auch  nicht  die  Gleichung  (A.). 

Wir  fügen  zum  Beschluss  noch  folgende  Bemerkung  hinzu: 

Setzt  man,  wie  in  Gleichung  (H.) 

so  ist  nach  No.  5  Satz  I.  3  eine  eindeutige  Function  von  v.  Nach  Satz  IL 
derselben  Nummer  sind  aber  auch  ({sf  und  (f{£f  eindeutige  Functionen  von  v. 

Es  sei  daher 

(2.)  «  =  vM, 

80  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Die   Gleichungen  (B.)    lassen    sich    durch    die    eindeutigen    im 
allgemeinen  nicht  rationalen  Substitionen 


in  die  Form 

(L.) 
bringen,  wo 

c,  =  z(^.)-    :=  =  xM 

und  g{v)  eine  eindeutige  im  allgemeinen  nicht  rationale  Function 
von  V  ist. 

Heidelberg,   14.  Februar  18S0. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt' 

&   200,  Zeile    8  :  =  C,  statt  s  =^  C,, 

210,  ,  IH  V.  u.  die  Nenner  der  Wurzeln  statt  die  Wurzeln. 
2}  DerAusdnirk  analjtiSLhe  Fun(,tioQ  (S  191  Zeile  2  1 1  u  und  s  im  Zeile  15)  ist  Her  und  ebenso 
an  den  entspieiheaden '^teüen  der  Abhandlungen  XX\  XXXII'l  m  dem  Sinne  ?u  beistehen  wie  Tacobi 
m  der  Abhandlung  (Journal  f  d  r  u  a  MathematiL  Bl  13  1934  ■\\eile  Bd  2  1392  S  45ft),  an 
welche  die  ünteisui-liungen  \on  Füchs  sich  ansi.hlie'isen  diesen  Ansdiack  gehaucht  Eine  runction 
einei  Vanabelu  wiid')  nach  Jacobi  al«  eine  inalj  tische  zu  leaeichnen  sein  wenn  die  Werthe  der 
unabhängigen  Viriabeln  fui  welche  die  Fnnction  denselben  "W  erth  annehmen  kinn  ■ —  nach  dei  von 
Herrn  Ct  CiMOii  (Mathematische  \nnalen  Bd  15  1879  S  2j  eingefuliiten  Terminologie  —  nioht  in 
dei  ganzen  Ebene  überall  dii,ht  sind  Den  analogen  Begiiff  hatte  J\cobi  auch  für  Functionen  von 
mehreten  Vambebi  gebildet»)  Das  lon  Fuchs  in  der  Ho  1  (S  I9j  Z '^  IG)  foinulirtpPioblem  stimmt 
demnich  mit  dn  f  iigp  iibei^in     i  itei  welchen  Bedmgun^ei  lie  dui  h  die  Irinsf  rmati  nen  (ebenda) 

"äi  «1  +  «aa  «2  +  ?i  C 
dargestellte  Gruppe  —  im  Sinne  der  von  Herrn  Poincam!;,  in  seinen  an  eben  diese  Arbeit  von  Fuchs 
anlcnüpf enden  Untersuchungen  (1882),   eingeführten  Terminologie  —  eine  eigentlich  discontinuir- 

Zu  dem  Satze  I.,  S.  202  vergl.  die  Abhandlung  XXXIV  und  die  au  ihr  gehörige  Anmerkung. 
Eine  französische  Übersetzung  der  vorstehenden  Abhandlung  (von  Herrn  Stbphakos)  ist  im  Bul- 
letin des  Sciences  mathematiques,  2^  serie,  t.  IV,  1880,  S.  278-300,  erschienen.  Sch. 


1)  Vävgl. 

auch  t 

Lis  AliliitDdInn 

g  XLTI  (18S5) 

s>  Vergl. 

inger,  tTler  i 

Im  Beg-rift  dei 

Bd.  VI,  1M5,  S.  8 

3  ff. 

S)  Versi. 

ScblfS 

ijigM,  »,  a.  0. 

S,  94. 
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XXXII. 

SUE  UWE  CLASSE  DE  FUNCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  TIRIEES 

DE  L'INVERSION  DES  INTlilGRALES  DE  SOLUTIONS  DES  EQÜÄTIONS 

DIFl'ERENTIELLES  LINEAIRES  DONT  LES  COEFFICIENTS  SONT  DES 

FONCTIONS  RATIONNELLES. 

(Extrait  d'iine  lettre  adressöe  ä  M,  Hermite.) 
(Comptes  rendus  hebdomadaires  des  S^anees  de  l'Acadc^mie  des  Sciences,  t.  90,  Paris  1880.) 


(Seance  du  Lundi  22  Mars  1880,  p.  678—680.) 
De  mSme  que  ces  fonctions  de  plusieurs  variables  que  Ton  appeUe  [678 
fonctions  ABELiennes  doivent  leur  naissance  aus  integrales  des  fonctions 
algebriques,  en  concevant,  d'apres  Jacobi,  les  limites  snp^rieures  de  p  inte- 
grales d'une  fonction,  algebrique  convenablement  choisie  comme  fonctions  de 
la  somme  de  ces  integrales  et  de  p  —  1  autres  sommes  composees  d'une  manieie 
semblable,  de  meme  on  fait  naitre  uiie  nouvelle  classe  de  fonctions  de  plu- 
sieurs variables,  comme  je  le  demontre  dans  mon  Memoire,  si  Ton  part  des 
integrales  des  Solutions  des  equations  differentielles  lineaives  ä  coefficients 
rationnels  comme  fondement. 

Je  me  suis  propose  d'abord  ie  problcme  de  rechercher  la  nature  des 
integrales  d'une  equation  differentielle  lineaire  homogene  de  Tordre  m,  en 
supposant  possible  de  definir  s^,  ^^i  •  ■■■'  ^^  comme  fonctions  analytiques  des 
variables  m^,  ti^t  ...,  u^  par  les  equations 
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214  SCK  L'INVEKSIOK  DE  CEIM'AIKES  INTEGRALES. 

011  C,,  Cs,  ■■-.  C^  sollt  des  constantes, 

m,fM,  ■■■,fM 

un  Systeme  fondamental  de  Solutions  de  l'equation  differentielle. 

J'ai    completement   r^solu    ce   probleme   pour  les  equations  differentiellea 
du  second  ordre,  et  je  suis  parvenu  aux  rcsultats  suivants. 

1.    Etant  donnee  l'equation  differentielle 

oü  P,  Q    signifient    des    fonctions  rationnelles  de  s,   soit  /'(ä),  <f(3)  un 
fondamental  arbitraire  de  solutiona  de  cette  equation;    qua  l'on 
comme  des  fonctions  des  variables  u^,  u^  par  les  equations 


(B.) 


1    ■'Ci  •'c. 


En  supposant  3^,  z^  fonctions  analytiques  de  M^,  u^  et  en  posant 
^.  =  F,(«.,«,),     ä,  =  -f,{»„»,), 
679]  on  obtient  tout  d'abord  la  propriet^  suivante  de  ces  fonctions, 

ou   l'on    designe   par  c   une   constante,   par   c^^,  k^^,  ce^^,  «^^   les    Clements   d'une 
Substitution 


ä  laquelle  on  doit  assujettir  f{£):^  <^{i)  lorsque  la  variable  part  d'une  valeur 
et  y  revient  en  decrivant  un  contour  ferme,  et  y^,  y^  ^tant  des  quantites  de- 
terminees  relatives  ä  ce  contour. 

Les  fonctions  JP^,  F^  reprennent  d'ailleurs  en  general  les  ra^mes  valeurs 
pour  d'autres  systemes  de  valeurs  de  ?(,,  u^  en  nombre  infini. 

2.  Soit  a^  un  point  singulier  de  l'equation  (A.);  soient  »"f ,  r^*'  les  racines 
de  l'equation   fondamentale    determinante  pour  le  point  o^,    soient,    en    outre, 
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s  ,  s^  les  racines  de  l'^quation  fondamentale  determinante  pour  3  =  co.  Je 
dötermine  d'abord  ces  racines  de  maniere  que,  lorsque  u^,  u^  acquicrent  des 
Taleurs  poui"  lesquelles  des  deux  valeurs  «,  h  que  re^oivent  respectivement 
les  quantites  b^^  ^,,  l'une  co'inoide  avec  un  point  singulier  ou  l'une  et  l'autre 
avec  deux  points  singuliers  difKrents  entre  eux,  sans  que  l'öquation 

soit  satisfaite  par  s^  ~  a,  s^  =  6,  les  derivees  pai'tielles  de  s^  et  s^  deviennent 
fonctions  holomorphes  de  s^,,  z^  dans  le  voisinage  de  s^  ^=  a^  s^  =  b. 

11  est  ä  remai'quer  que  l'ün  comprend  ici  le  point  ^  =  co  parmi  les  points 
singuliexs. 

D'ailleui'8,  je  fais  la  determination  de  maniere  que,  pour  des  systemes  de 
valeurs  finies  de  u^,%,  z^,  z^  peuvent  acqudrir  les  valeurs  indiquees. 

Voici,  ä  cette  effet,  les  conditions  necessaires  et  süffisantes; 


(E.) 


,    ^-j  >  1,    ki,  n^  des  nombres  eiitiers  et  positifs; 
^>  1,     k,n  des  nombres  entiers  et  positifs. 


Je  fais  voir    alors    que   les  quantites  »{"i  J"!",  «,,  «^  peuvent  etre  deter-  [680 
minees,  en  outre,  de  maniere  que,  par  l'equation 

s  se  deiinisse  comme  fonction  monodrorae  de  C,  et  que,  partant,  l'equation 
(D.)  ne  puisse  6tre  satisfaite  que  pour  s^  =^  z^.  Les  conditions  qui  sont  alors 
necessaires  et  süffisantes  sont  les  suivantes: 

rf  =  ff  +1     ou     L  =;  2 , 


en  ajoutant  la  condition   que   le    developpement    d'une  integrale  de  l'equation 
(A.)  dans  le  voisinage  d'un  point   singulier   ne    contienne  pas  de  logarithmes. 
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Je  demontre  ensuite  qne,  si 


(G.) 


,  =  —     ou     s,  =  1  +  — , 


la  eondition  ^tant  en  outre  remplie  que  le  developpement  d'une  integrale  de 
l'equation  (A.)  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  ne  eontienne  pas  de 
logarithmes,  s^^  s^  sont  des  raciiies  d'une  ^quation  du  eecond  degre  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  et  raonodromes  de  m^,  u^. 


b. 
{S^aiice  du  Lundi  29  Mars  1880,  p.  735-736.) 
Aux  resultats  que  j'ai  pr<5cedemment  exposes*),    j'ajoute  les  suivants. 
voir  que  le  nombre  q  des  points  singuliers  finis  de  l'equation  (A.)  ne 
pas  le  nombre  6,  en  supposant  remplies  les  conditions  (G.). 
Je  marque  ensuite  l'exemple 

et  je  fais  voir  que,  dans  ce  cas,  l'equation  (A.)  est  satisfaite  par  le  Systeme 
fundamental 

if(^)  =  i,-a.)...{^-a,), 

g(3),  }i{z)  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entieres  dont  le  degre  ne  surpasse 
par  l'unit^.  Dans  ce  cas,  les  fonctions  FJ^u^^u^,  F^iu^^w^')  co'incident  avec 
les  fonctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre. 

PuJs  je  demontre  qu'en  general  l'equation  (A.),  sous  les   conditions  (G.), 
n'est  pas  integrable  completement  par  des  fonctions  algebriques,    et  que,    par 


*)  Comptes  rendus,  mSme  tome,  p.  678'). 


I)  Note  precedente. 
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DE   CEKTAKES  INTEGRALES.  217 

cons^quent,    nos    fonctions    F^iu^^ti^)^  FJ,u^^ii^)   sont    difforentes   des    fonctions 
ABELiennes. 

J'y  applique  l'exemple  suivant,  compatible  avec  les  conditions  (G.),  savoir: 
nombre  des  points  singuliers  finis  p  ^  2, 


et  je  demonti-e  que  l'integrale  generale  de  requation  (A.)  n'est  pas  algebnque 
dans  ce  cas, 

A  la  fiii  je  remarque  que,  les  conditions  (G.)  etant  remplies,  les  equations 
(B.)  sont  transform^es  par  la  Substitution  monodrome,  mala  g^n^ralement  non 
rationnelle,  (F.)  en  des  Equations  semblables,  dans  lesquelles  /"(^)  et  9(2)  sont 
remplac^ea  par  les  racinea  carrees  de  fonctions  monodromes,  mais  generale- 
ment  non  rationnelles  de  C,  et  C  prcnd  la  place  de  b  corame  variable  d'inte- 
gration. 

J'ajoute  Ic  theoreme  suivant,  qui  est  semblable  aux  tbcoremes  d'AsEL 
pour  les  integi-ales  des  fonctions  algebriques: 

Etant  donnees  deux  series  de  valeurs  de  s  arbitrairement 
choisies,  l'une  eu  contenant  un  nombre  quelconque  J^,  savoir    [736 


l'autre  les  valeurs  C^,  Cj,,  ..-,  C^^^;  etant  d'ailleurs  donnees  les  va- 
leurs  qu'acquierent  les  fonctions  f{z),'ü{z)  qui  fönt  ensemble  un 
Systeme  fundamental  d'integrales  de  l'equation  (A.),  savoir 

on  peut  toujours  trouver  deux  quantites  s^,  s^^  et  d'une  seule 
maniere,  satisfaisant  ä  la  fois  aux  equations 


et  ä  une  equation  du  second  degre  dont  les    coe f f i cients  sont  des 

rnohs,  m!itl>6m.WE,rtü.    II.  28 
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218  SUil  L'INVERSION  DE  CEETAINES  INTEGRALES. 

fonctions  monodromes  des  quantites 

Ce  theoreme  decotile  immediatement  du  theoreme  enonce  ä  la  fin  du 
no.  2.  Enfin  je  remarque  que,  pour  la  discussion  ulterieure  des  fonctions 
F^,  F^,  il  faut  avoir  recours  aux  resultats  de  mon  Memoire  contenu  dans  le 
Journal  de  M.  Borchakdt,  t.  76,  p.  177*). 
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ÜBER  DIE  FUNCTKWEN,  WELCHE  DURCH  UMKEHRUNG 
DER  INTEGRALE  VON  LÖSUNGEN  DER  LINEAREN  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN ENTSTEHEN. 

(Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  "Wissenschaften  und  der  Gr.-A.  Universität, 
Göttingen  1880,  No.  13,  14.  Jali  1880,  Sitzung  am  3.  Juli;  S.  445—453.) 


In  einer  Mittlieilung ,  enthalten  in  den  »Nachiichten  der  Königl.  Ge-  [445 
Seilschaft  der  "Wissenschaften«  Februar  d.  J.  p.  170  sqq.*)  habe  ich  Functionen 
mehrerer  Variabein  definirt,  welche  der  Umkehrung  von  Integralen  der  Lö- 
sungen linearer  Differentialgleichungen  ihre  Entstehung  verdanken. 

Ich  habe  daselbst,  und  ausführlicher  in  Borciiardts  Journal  Bd.  89, 
p.  151  sqq.  ^,  ein  Beispiel  derartiger  Functionen  geliefert,  indem  ich  für  den 
Fall  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  folgende  Einschränkungen 
einführte : 

Die  Functionen  0^,  z^  von  m^,  u^  sollen  die  singulären  Stellen  der  Diffe- 
rentialgleichimg  für  endliche  "Werthe  von  M^,  w^  erreichen,  und  die  Darstellung 
der  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  der  singulären 
Punkte  keine  Logarithmen  enthalten.  Ausserdem  sollen  diese  singulären  Stellen 
sämmtlich  so  beschaffen  sein,  dass  die  Lösungen  in  ihnen  unendlich  werden  [446 
oder  sich  verzweigen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  diese  Einschränkungen  nicht  sämmtlich 
nothwendig   sind.     Die    nothwendigen  Einschränkungen  habe    ich  vielmehi-  in 
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220  TERALLGEMEINEEUNG  DES  UMKEHRU^'CSPROEEEMH, 

einer  Arbeit,  welche  nächstens  erscheinen  wird,  für  Diiferentialgleichimgen 
beliebiger  Ordnung  entwickelt. 

Die  gegenwärtige  Notiz  bezweckt  nur  die  Tabelle  derjenigen  Differential- 
gleichungen aufzustellen,  welche  den  im  obengenannten  Beispiele  gemachten 
Einschränkungen  entsprechen,  indem  ich  in  den  Bezeichnungen  auf  die  oben 
erwähnte  in  den  Nachrichten  der  KönigL  Societät  enthaltene  Notiz  unter  dem. 
Zeichen  N,  Bezug  nehme. 

In  dieser  Tabelle,  welche  ich  hier  folgen  lasse,  bezeichnen  p,  q  die 
Coefficienten  der  Diiferentialgleichung 

äs^      ^  ds      -^  ' 

und  A  die  Anzahl  der  singuläxen  Punkte  der  Differentialgleichung  (A.)  in  N. 
Bei  jeder  Differentialgleichung,  welche  algebraische  Integrale  besitzt,  ist 
der  Kürze  halber  nur  die  Bemerkung  »algebraische  Integi^aleu  angeführt, 
wählend  für  die  übrigen  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  la  ,  o»,  der 
Differentialgleichung  für  co  angegeben  ist. 


I.  A  =  e,. 

B  =  (,- 

-ffi,)(ä-flj)...(^-ß,),     y  =  iä~"'«); 

p  =  0,     $  —  0, 

algebraische  Integi-ale. 

,47] 

U.    A=  i. 

1)                               B  = 

(,-<.,). .•(^-«.),    y  =  B-''m; 

1  /     1 

1     \                   11 

», +  ^-oJ'     •'            4  {>-a,){,~u,y 

algebraische  Integrale. 

2)                               11  = 

(,.-o.)...(^-<g,    ,j  =  E--,.; 

p  =  0,     2  =  0, 

algebraische  Integrale. 

III.   A  =  i. 

1)                    B  =  («-« 

,)(,_„,)(,.-<,.)(«-„.),      ,j   =   iJ-.'™; 

JJ 

1    ^logT;                    t:'    1 
~    2         ils       '     '  ^    S'  Ä  ' 
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VERALLGEMEINERUNG  DES  UMKEHRUNGSPROBIEJIS.  221 

WO  Q  einen  Periodicitätsmodul  des   elliptischen  Integrals  JR    '' ds  bezeichnet, 
-^  j  S,    '  dz  — jy  I  It    '''  du 

2)  ,j  =  [(;,-».)(,-o,)(«-«.)]-*(^-«.)-*«; 
_    1       1  11  2        1 

algebraische  Integrale. 

3)  9  =  [(.-»,)•■■(«-«-))"•»; 


1    (^loa'Zi; 

algebraische  Integrale. 

4)  ,1  _  [(^-„,)(«-o,)]^-E-*«,    B  =  (^-o,)(<.-a.); 

__   2   lilogji  _  _li_ 

''"3       d»      'ä—       9Ji' 

algebraisclie  Integrale. 

5)  ,  =  [(s-».)(2~<,,)(^-o.)]-ä»; 

algebraische  Integi-ale. 

IT.   4  =  3, 

1)  J2  =  {^-o,)(»-».)(^-<».).  V  =  ^"■"; 

1    (HoEriJ  7r=    1 

-*'  =  ¥"<&—■    '=  SFli' 

wo  Q  ein  Periodicitätsmodul  des  elliptischen  Integrals   jR    "ds, 

2)  !,  =  [(ä-<,.){^-»,)]-*(2-».)--»; 

"  3 ; 


[448 
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algebraische  Integi-ale, 

3)  s,  =  !(-•-„,     E  =  (..■-»,)(i-a,)(^-».); 

2   dlogB 

o>,  ^  conat. ,     (o^  =  j  Jt    "  ds. 

i)  («-o,)-*(^-o,)-*(ä-«.)-*  =  li,     s  =  Bu.; 

_    1        1  2        1  5        1 

q  =  0, 

w,  =  conat.,     (u,  :=  jBde. 

5)  2/  =  (s~«J"*ir"«,,     _R  =  {^-,i,)(Ä-«3); 

__   5    dlogR  __         5     1 

^  ""  "6        (?.?       '     2  ~        36   jj  ' 

algebraische  Integi'ale. 

=  ^  jl}ogJi_         _  _  IJL 
^'  ~~   3        äs      '     Ö  ^        9   i; ' 

algebraische  Integrale. 

450]  7)  1/  =  {.^ay'^n-''.,,,   n  =  (^-«^(^-«j; 


J^    : 


2        da       '     ^  3Q  Ü' 


algebraische  Integrale. 


8)  ;,=  (,-a,)    ■(.-<,.)    =(s-0.) 

112        1  1 


I  s-ii,       3  s-o,  '     "  18    (»-iij(»-(i,)  ' 

algebraische  Integrale. 

9)  ä,  =  [(,,-o.){,.-o,)]-'(.,-o.)-»a,; 

))  =   |(»-c.,)-,     «  -  0, 
algebraische  Integi'ale. 
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V.    Ä   =   2. 
(^_«j-^(^_„,j-t  =  B,     y  =  Em; 
_    2        1  5        1  _ 

o>,  =  const. ,     (Ug  ^  J  Rih. 

S  =  {g-a,)(i~a,),    ,  =  B-'«; 
3   dlogn 

<Uj  =  const.,     u<2  =  jR^^'ds. 

uij  =  eonst. ,     tjij  =:   CRds. 

(u,  ^  const.,     o)j  =   /Ji    ''rf^. 
113        1 

"^Yi^cr+TT^-  »  =  "■ 

(Uj  =:  const.,     o>,  ^  j Rds. 

R  =  [0-a,)~^{s-a,y',     y  =  Ria; 
112        1 

ojj  =  const.,     (i>j  =   llids. 


algebraische  Integi'ale. 

8)  y  =  {,^ayH.^-a:)-Ky, 

p  =  0,     q  =  0, 
algebraische  Integi-ale. 
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452]  Für  diejenigen  DifFerentialgleichungen ,  denen  algebraische  Integrale  zu- 
geliören,  ist  s  eine  rationale  Function  -/_(C)  von  C  Substitnirt  man  in 
Gleichung  (B.)  in  N. 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  C^,  Cj  als  Functionen  von  ^f^,  !*,  die  Glei- 
chungen, welche  für  die  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  be- 
stehen. 

Für  die  Fälle  IV.  3),  4),  V.  J),  2),  H),  4),  5),  G)  ergiebt  sich  aus  der 
Abhandlung  der  HeiTcn  Bkiot  et  Bouquet,  im  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique,  t.  XXI,  p.  222,  dass  s  eine  eindeutige  doppeltpeiiodische  Function 

/(')  ^"^^  ^  ^^'^■ 

Kbenso  stellt  für  die  Fälle  HI,  1),  IV.  1),  s  eine  eindeutige  Function 
yJC)  von  C  dar,  von  der  Beschaffenheit 

X(2-^C>  =  Z(C), 

/ß'        ^ 

x(-g-2«c)  =  Z(C), 

wo  Q'  einen  zweiten  von  Q.  verschiedenen  Periodicitätsmodul  des  Integrals 
/-R    'dz  bedeutet.     Substitnirt  man  in  die  Gleichungen  (B.)  in  N. 

so  gehen  diese  Gleichungen  für  III.  1),  IV.  1),  über  in 

453]  C^  +  C^  =  ^"'^-' 

dagegen  füi'  IV.  3),  4)  und  V.  ])  bis  6)  in 

C,  +  C,  =  «., 

so  dass  in  allen  diesen  Fällen    die  Coeflicienten    der  quadratischen  Gleichung 
für  ^^,,  ä^j  (N.  p.  174"))    sich   mit  Hülfe    der  elhptischen  Functionen  darstellen 
en. 
Heidelberg,  Juni  1880. 
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AUSZUG  AUS  EINEM  SCHREIBEN  DES  HEREN  I..  FUCHS 
AN  C.  W.  BORCHARDT. 

(Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  90,  1881,  S.  71 — 73.) 


In  einem  Eesume  der  Resultate  meiner  Arbeit  oüber  eine  Klasse  von  [71 
Eunctionen  etc.«,  welche  ich  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  GÖttingen,  Februar  1880  p.  170  — 176*)  veröffentlicht  habe, 
befindet  sich  p.  173^  daselbst  folgender  Satz: 

I.  Sind  fiß)  und  ly  (£)  ein  ■willkürliches  Fundamentalsystem  von  Lösungen 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten,  und  genügen  für  jeden  singulären  Punkt  die  Wui'zeln  j'^,  r^  der 
zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  den  Bedingungen 

r,.  —  )■,  +  1     oder     r,  ^  —  1 -i — ,     r,  =  —  1  +  ■        Ui  ganze  positive  Zahl), 

sowie    die  Wurzeln    p^,  p^    der    zu    ä'  =  co    gehörigen    determinirenden    Funda- 
mentalgleichung den  Bedingungen 

Pj  =  Pi  +  1     oder     p,  =  1  4 — ,     pj  ^  1  H —     {v  ganze  positive  Zahl), 

und  enthalten   die  Entwickelungen    der  Lösungen    der  Differentialgleichung  in 
der  Umgebung   eines    singulären   Punktes    keine  Logarithmen,    so    wird    durch 


I)  Abli.  XXS,  S.  185  ff.  diese! 
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SCHREIBEN  AN   C.   W 

.   BORCHARB-r 

die  Gleichung 

(r.) 

•f(«) 

C 

s  als  eindeutige  Function  von  C  definirt. 

In  meiner  in  Ihrem  Journal  Bd.  89,  p.  151  sqq.')  entlialtenen  Arbeit,  in 
welcher  die  oben  genannten  Resultate  entwickelt  wurden,  ist  der  obige  Satz 
als  Satz  J.  p.  161^)  aufgenommen  worden,  in  einer  etwas  veränderten  Form, 
welche  weniger  deutlich  ist  und  die  Möglichkeit  eines  Missverständnisses  nicht 
72]  ausschliesst.  Auf  diesen  Umstand  wurde  ich  aufmerksam  gemacht  durch 
eine  gütige  Mittheilung  des  Herrn  Benei  Poincare,  professeur  ä  la  Faculte 
des  Sciences  de  Caen. 

Ich  erlaube  mir  daher  hier  einige  Erläuterungen  zu  diesem  Satze  hinzu- 
zufügen. 

Man  ziehe  in  der  ^-Ebene  von  jedem  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  . . .,  a^^ 
der  Differentialgleichung  einen  beliebigen  Schnitt,  von  a.  den  Schnitt  q.. 
Diese  Schnitte  erstrecken  sich  sämmtlich  bis  zum  Punkte  s  =  aa,  und  sind 
nur  der  Beschränkung  unterworfen,  weder  sich  selbst  noch  einer  den  anderen 
zu  schneiden.  Bezeichnen  wir  die  so  zerschnittene  ^'-Ebene  mit  T.  Werden 
für  einen  willkürlichen  Werth  ä  =  5„,  f{s)  und  tp(^),  sowie  ihre  ersten  Ab- 
leitungen willkürlich  gewählt,  so  sind  diese  Functionen,  folglich  auch  C  in  T 
überall  eindeutig  bestimmt.  Überschreitet  man  nach  und  nach  die  einzelnen 
Schnitte  5,,  $,,  ...,  g  in  beliebiger  Reihenfolge  und  jeden  beliebig  oft,  so 
mögen  die  so  entstehenden  Flächen  mit  T^,  T^,  T^  etc.  bezeichnet  werden. 
Ihre  Anzahl  ist  unendlich  gross ,  wenn  nicht  f{s)  und  f  (s)  algebraische 
Functionen  sind.  In  jeder  dieser  Flächen  T^  ist  C  eine  eindeutige  F\inction 
von  5'.  —  Wir  stellen  nunmehr  in  der  C-Ebene  durch  die  Gleichung  (F.)  die 
Abbildungen  der  einzelnen  Blätter  T,  2',,  T^,  T,  etc.  her.  Die  der  Fläche  T,. 
entsprechende  Abbildungsfläche  in  der  C-Ebene  möge  mit  S^  bezeichnet  werden. 
So  lange  nicht  in  einem  Blatte  T^,  f(g)  und  tf{/)  identisch,  d.  h.  für  jeden 
Werth  von  s,  unendlich  werden,  erfüllt  die  zugehörige  Abbildung  S"^.  ebenfalls 
eine  Fläche,  mag  T.  durch  eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl  von 
Überschreitungen    der  Schnitte    ff,,?,,  ■■-,?„    erhalten   worden    sein.     Sind    da- 
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gegen  in  einem  Blatte  T^,  welches  durch,  unendlich  oft  wiederholtes  Über- 
schi'eiten  der  Schnitte  q  erhalten  worden,  f{s)  und  'fi{s)  identisch  unendlich, 
so  ist  die  Abbildung  S;  von  T^  ein  Punkt. 

Die  Gesammtheit  der  Abbildungen  S,  S^,  S^,  ...  bildet  eine  zusammen- 
hängende Fläche  in  der  C-Ebene.  Diejenigen  dieser  Abbildungen,  welche 
nicht  solchen  Flächen  T^  zugehören,  in  denen  f{s)  und  'f  {5')  identisch  un- 
endlich werden,  enthalten  nach  den  Entwickelungen  meiner  Arbeit  in  Ihrem 
Journal  p.  158  — 160^)  keinen  Verzweigungspunkt;  die  Gesammtheit 
solcher  Abbildungen  constituirt  daher  eine  Flache  o  in  der 
C-Ebene,  welche  diese  Ebene  überall  nur  einfach  bedeckt.  An 
der  Begrenzung  dieser  Fläche  o  befinden  sich  die  Punkte,  welche  als  Ab- 
bildungen solcher  Flächen  T^  auftreten,  innerhalb  deren  f{s)  und  (f  (^)  identisch 
unendlich  werden,  da  diese  durch  Grenzübergang  aus  den  die  FJäche  a  [73 
eonstituirenden  Flächen  erhalten  werden. 

Der  Sinn  des  Satzes  I.  p.  161^)  meiner  Arbeit  in  Ihrem  Journal  geht 
nun  dahin,  dass  2  innerhalb  der  Fläche  0  eine  überall  meromorphe 
Function  von  C  sei.  Aus  ihm  geht  alsdann  das  gleich  nachfolgende  Corollar 
hervor,  wovon  in  den  späteren  Theilen  der  Arbeit  Gebrauch  gemacht  wird, 
dass  nämlich  -^^  nicht  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  3  einen  und  den- 
selben  Werth  annimmt,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  dieser  Quotient  nicht 
von  s  unabhängig  wird,  oder  was  dasselbe  besagt,  dass  nicht  f(^)  und  r^iz) 
identisch  unendlich  werden. 

Wird  einer  der  Grenzpunkte  nach  jeder  Richtung  von  Flächen  S  um- 
geben, so  ist  zu  den  obengenannten  Bedingungen  noch  eine  auf  die  in  den 
CoeÖicienten  der  Differentialgleichung  enthaltenen  Constanten  bezügliche  hinzu- 
zufügen. 

Heidelberg,  den  7.  Juni  ]  880. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  ftuide  ^esetzt 

6    ^2t    Zeile    6  p  Ibl  statt  p  ISi^ 

„  „      l'i  Hau  ziehe  statt  Ziett  man 

2)  Die  m  dem  SlLI issal  satze  äei  loistelienden  ^tliandlnig  erwähnte  Bedingung  flir  die  Coefflcienten  der 
DifferentiaJglei  hung  die  in  gewiseen  Fallen  den  in  dem  Satze  I  (S  2''5)  enthaltenen  Bedingungen  hinzu- 
gefügt Herden  muss  tritt  bei  den  TilKn  HI  1)  und  I\  1)  der  m  der  Abhandlung  XXXIII  (S.  220ff,) 
aufgestellten  Tal  el!e  auf  sie  ist  tianscendenter  Hatur  und  letteht  dann  dass  heidemal  die  in  dem  Coeffi- 
cienten  g  voikommende  tonstante  P  gleich  einem  Peiiodicität^modnl  des  elliptischen  Integrals _/B~*dB 

u  wählen  i^t    i       0    s  2'1)  Scn. 
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SUR  LES  FONCTIONS  PKOVENANT  DE  L'INVEKSION  DES  INTE- 
GRALES   DES    SOEUTIONS    DES   lilQUATIONS    DIFEERENTIELLES 

LINEAIRESO- 
(Bulletin  des  Sciences  matliematiques  et  astroiiomiques,  2°  Serie,  t.  4,  1880,  p.  328—336.) 


Dans  une  Communicatioii,  inseree  dans  les  Nachrichten  von  der  [328 
K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  numero  de  fevrier 
J8S0,  p.  170  et  suiv.^,  j'ai  defini  des  fonctions  de  plusieurs  variables  qui 
doivent  leur  naissance  ä  l'inversion  des  integrales  des  eqnations  diff^-  [329 
rentielles  Unfaires. 

J'ai  donne  en  ce  Meu,  et  avec  plus  de  details  dans  le  Journal  de  Bor- 
CHARDT,  t.  89,  p.  151,  etc.^),  un  exemple  des  fonctions  de  cette  sorte,  en 
introduisant,  pour  le  cas  des  equations  differentielles  du  aecond  ordre,  les 
restrictions  suivantes : 

Les  fonctions  s^,  z^  de  #,,  u^  doivent  atteindre  les  points  singuliers  de 
l'^quation  diff^rentielle  pour  des  valeurs  finies  de  u^,  11^,  tandis  que  dans  la 
repr^sentation  des  Solutions  de  l'^quation  diff^rentielle  aux  environs  des  points 
singuliers  ne  doivent  pas  entrer  de  logarithnies.  De  plus,  tous  ces  points 
singuliers  doivent  avoir  la  propriete  que  les  Solutions  y  deviennent  infinies 
ou  bien  y  subissent  des  ramifications. 

II  est  manifeste  que  ces  restrictions  ne  sont  pas  necessaires  toutes  ä  la 
fois,     Quant    aux    restxictions    necessaires,    je    les    ai    developpees,    pour    des 


1)  OVaUnotiDa  des  Uemoires  XXXIII  «t  XXXIV. 
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equations  differentielles  d'ordre  quelconque,  dans  un  travail  qui  doit  paraitre 
bientöt. 

Le  but  de  la  Note  actuelle  est  de  presenter  le  Tableau  des  equations 
differentielles  qui  r^pondent  aux  restrictions  faites  pour  les  exemples  dont  je 
viens  de  parier.  I-a  Note  dejä  mentionnee,  ins&'ee  dans  les  Nachrichten 
de  Goettingue,  a  laquelle  nous  aurons  a  nons  reporter,  sera  desiguee  par  la 
lettre  N. 

Dans  ce  Tableau,  que  nous  dressons  ci-apres,  p  et  q  designent  les  coeffi- 
cients  de  l'equation  diff^rentielle 

et  A  le  nombre  des  points  singuHers  de  l'equation  differentielie  (A.)  de  N. 
Pour  toute  equation  differentielie  admettant  des  integrales  algebriques, 
nous  nous  bornerons,  pour  abreger,  ä  la  remarque  »integrales  algebriques«, 
tandis  que  pour  les  autres  nous  donnons  un  Systeme  fundamental  d'int^grales 
a)j,  ü)j  de  l'equation  differentielie  en  tu. 


I.   A.  =  6. 

B  =  (»-».){^-(.,)...(s-a.),    ■,=  B- 

p  =  0,     5  =  0, 

integrales 

algebriques. 

330] 

II.   Ä  =  ö. 

1) 

-B  =  (■»-»>)(«-<',). ..(2-».),    y  =  E' 

»  -   '  C     *       1       '     1      r            '              - 

''       aU-».  '  3-«J'    '          *  (»-».) 

integrales 

algebriques. 

2) 

B  =  (*-«,)...(,,-».),    !/  =  ir''« 

p  =  0,     <l  =  0, 

integrales 

algebriques. 

in.   A  =  i. 

1) 

It  =  («-«,)(s-o,)(s-o,)(«-aJ,     y  =  . 

-«.)' 
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Q  designant  un  module  de  periodicite  de  Tintegrale  elliptique  fR    'ds, 
2)  y  =  [(,^a,)i,-a;)i.~a,)rH^-<^,r^'^; 


integrales  algcbriques. 

3)  y  =  [(^-«,)...(^-öJ]"'<"; 

integrales  algebriques. 

—  ^  ^°^A       _  _^  JL 

integrales  algebriques. 

6)  y  =  [(«-■ i,)(5-o,)(^-«.)J^-«; 

i;  =  |(»-o.r',    s  =  0, 
integl-ales  algebriques. 

IV.    A  =  S. 

1)  JS  =  (^-»,)(s-o,)(^-o.),    !/  =  7^'»; 

_  ^  (^  log  ii  _    it'_  _^ 

*"  ~   2        li«       '     1  -  Xf  B  ' 

Q  etant  un  module  de  periodicite  de  l'integrale  elliptique  fR    '{b, 
TT /*""■"'''  _     ~lS-f^'''^' 

2)  ,j  =  [(«-<.,)(.-o,)]--(^-».)-*«i 

11  11  2        1 
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integx^ales  algebiiques. 

3)  !/  =  R-K,     R  =  (3_„J(j_a,)(,_„,), 

2    il  log  R 
''=3^-'     «-"' 
ü>,  =  eonst-,     (Oj  =  l'M~'ä^. 

4)  i;  =  (^-a,)-=(^~«J-"(^-«,)-^     y:=ii«. 

1        t  2        1  5        1 


3  =  0, 
:  const-,     (Uj  =  j Ecls. 


_  ^  (iiogj;       _      öl 


333]  integrales  algebriques. 

6)  p  =  i^-a,)--R-K,,    S  =  (s-a,){^-«.); 

2    fHos-ß  2    1 

''  =  -3--rf— ■     5  =  -¥B- 

integrales  algebriques. 

1    (llosit  1     1 

''=2-^i--''     «  =  -WS' 

integi-Eiles  algebriques. 

8)  1/  =  (,i-a,r-'('-c.,rH'-",r'"; 

^    1        1  2  1__ 1 I_ 

''  ^    2    »-0,       "3    .s-0, '     '  ^        18    (,j-o,)(r-f7^f  = 

integrales  algebriques, 

fl)  ^  =  [(.^-«J(^-aJ]-'(.^-«,)-'..; 

p  =  f(s-aX,     q  =  0, 
integrales  algebriques. 
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V.     Ä   =,   2. 
R  =  (j-o,)-'(2-a,)-*;     !/  =  ü«; 
2        1  5        1  _ 

(u,  :=  const-,     u>g  ^  J Rdz. 
M  =  (^-o,)(«-o,),     y  =  B~'«; 


4        di«       ' 
u>i  =  const. ,    0J3  =  /  ß    '  äs. 

B  =  («-(•,)^'(»-o,)"",     s  =  Em; 

1  5        1 
+  7r ,     2  =  0, 

<«,  =  const.,     (Uj  =  fltds. 

B  =  (2-a,)(2-o,),     y  =  B~-o,;  [333 

2  lilogji  „ 

*=ir^E-'  «  =  "■ 

w,  =  const.,     10^  ^  j R    ^ dz. 

n  =  (s-ßJ"*(.s-«J~',    p  =  -Bt»; 

__    1        1  3        1  _ 

(u,  =  conat.,     (Uj  =  JJid^. 

112        1 
(0,  =^  const.,     lOj  =   iltcU. 


1  algebriques. 
,8)  y-  (.-ß,)-^(.-a,)-^a.; 

i)  =  0,     2=0, 
integrales  algebriques. 

Fnohs,  muthem.Weikc.    H. 
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Pour  les  equations  differentielles  qui  admettent  des  integrales  algebiiques, 
z  est  une  fonction  rationnelle  ^(C)  de  C.  En  substituant  dans  l'equation  (B.) 
de  N. 

on  obtient,  pour  la  determmation  des  C,,  C,  comme  fonctions  de  m^,  «j^  les 
equations    qui    ont   lieu   pour  les  fonctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre. 

Pour  les  cas  IV.  3),  4),  V.  1),  2),  3),  4),  5),  6),  il  resulte  du  Memoire  de 
MM.  Briot  et  Bouquet  (Journal  de  l'^^cole  Polytechnique,  t.  XXI,  p.  222) 
que  s  est  une  fonction  uniforme  et  doublement  p&iodique  )^{C)  de  C. 

De  m^me,  pour  les  caa  III,  1),  IV.  1),  z  represente  une  fonction  uni- 
334]  forme  /(C)  de  C,  teile  que 

Z(2,it)  =  z(C),    «(l-äx«)  =  Z{C), 

ou  öj  designe  un  second  module  de  periodicite  de  Tintegrale  /"J?  ^ ds^  different 
de  2.     En  substituant  dans  les  equations  (B.)  de  N. 

^,  =  z{;.),   ^.  =  x(:=), 

ces  equations  deviennent,  pour  les  cas  III.  1),  IV.  1), 

tandis  que,  pour  les  cas  IV.  3),  4)  et  V.  1),  2),  .,.,  6),  elles  deviennent 

c.  +  c,  =  w„  c:  +  q  =  M„ 

de  Sorte  que  pour  tous  ces  cas  les  coefficients  de  l'equation  quadratique  pour 
■^,'^s  (■^■'  P-  !'■*'■)  sont  representables  au  moyen  des  fonctions  eUiptiques. 
Heidelberg,  juin  1880. 
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EXTRAIT  D'UKE  LETTRE  A  M.   BORCHARDT.  •    adO 

Extrait  d'une  Lettre  adressee  par  M.  Fuchs  a  M.  Borchardt. 

Dans  un  r^sume  des  resultats  de  mon  travail  Sur  une  classe  de 
fonctions,  etc.,  que  j'ai  publie  dans  les  Nachricliten  de  Goettingue 
(fevrier  1880,  p.  170  — 176^)),  se  trouve  (p.  173^))  la  proposition  suivante: 

I.  Si  f{z)  et  <^{s)  forment  un  Systeme  fondamental  arbitraire 
de  Solutions  d'une  eqiiation  diff^rentielle  lineaire  et  homogene 
du  second  ordre  ä  coefficients  rationneis,  et  que  pour  tout  point 
singulier  les  racines  'i\,r,^  de  l'äquation  fondamentaie  determina- 
trice  correspondante  satisfassent  aux  conditions 

1  2 

f,  =  r,+  1     ou     r,  =  -  1  +  — ,     j-,  =^  -  1  +  — 

{ti  ctant  un  nombre  entier  positif),  tandis  que  les  racines  p,,  p,  [335 
de  l'equation  fondamentaie  deterrainatrice  correspondante  ä 
^  =  oo  satisfont  aux  conditions 

1  2 

Pi  =  Pi+l     0^     P,  =  1  +  — t     9a  =1  +  ^ 

{y  etant  un  nombre  entier  positif),  et  que  de  plus  les  d^veloppe- 
ments  des  Solutions  de  l'equation  differentielle  aux  environs  des 
points  singuliers  ne   contiennent  pas   de   logarithmes,   l'equation 

determine  z  comme  fonction  uniforme  de  C- 

Dans  mon  travail  insere  dans  votre  Journal  (t.  89,  p.  J5],  et  suiv.^j), 
dans  lequel  j'ai  developpe  les  resultats  mentionnes,  la  proposition  precedente 
a  ete  presentee  (p.  161*))  comme  proposition  I.,  sous  une  forme  un  peu  mo- 
difi^e,  laquelle,  etant  d'une  moindre  clart^,  n'eloigne  pas  la  possibilite  d'une 
m^sintelligence.  C'est  M.  H.  Poincare,  professeur  ä  la  Faculte  des  Sciences 
de  Caen,  qui  par  une  aimable  Communication  a  attire  mon  attention  sur 
cette  circonstance. 


l)Me. 

n.  XSS,  p 

.  185  ei  60 

S)  Ibiö 

1.  p.  IBJ. 

Seh. 

B)>IÖI 

...  XSSl,  1 

p.  191  et  B 
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2öb  EXTRAIT  n'UNE  LETTRE  A  M.   RORCHARDT. 

Je  prends  maintenant  la  libertc  de  joindre  ici  quelques  eclaircissements 
sur  cette  proposition. 

Soit  menee  dans  le  plan  des  s,  par  cliacun  des  points  singuliers  m^,  a^,  ■■■,  a 
de  l'equation  differentielle ,  une  coupure  quelconque,  la  coupure  q.  parle  point 
a..  Que  toutes  ces  coupures  soient  supposees  continuees  jusqu'au  point  ^  =  00 
et  soumises  seulement  ä  la  restriction  de  ne  pas  se  croiser  ni  avec  elles-m^mes 
ni  entre  elles.  Designons  par  T  le  plan  des  ^  ainsi  deconpä.  Si  pour  une 
valeur  arbitraii-e  s  =  s^  on  attribne  ä  f{s)  et  ^(^),  ainsi  qu'a  leurs  premieres 
derivees,  des  valeurs  arbitraires,  ces  fonctions,  ainsi  que  C,  se  trouvent  de- 
terminees  uniformement  dans  toute  l'etendue  de  T.  En  franchissant  successi- 
vement  les  diverses  coupures  ?,i?,7---.?o  ^^^^  "^  ordre  quelconque  et  un 
nombre  quelconque  de  fois  cliacune,  on  obtient  des  surfaces  que  l'on  peut 
designer  par  2",,  T,,  T^,  . .. .  Ces  surfaces  sont  en  nombre  infini  quand  les 
fonctions  /'{s)  et  9{^)  ne  sont  pas  algebriques.  Dans  chaciine  de  ces  surfaces 
Tp  Q  est  une  fonction  uniforme  de  s.  Etablissons  maintenant  au  moyen 
336]  de  l'equation  (F.)  la  representation  des  diverses  feuilles  T,  T^,  T^,  ...  sur 
le  plan  des  C  Soit  designee  par  8.  la  surface  qui  repr^sente  ainsi  sur  le 
plan  des  C  la  surface  T^.  Tant  que,  sur  ime  feuille  T.,  f[s)  et  cp{5!)  ne  sont 
pas  identiquement  infinis,  c'est-ä-dire  infinis  pour  toute  valeur  de  z,  8., 
qui  correspond  ä  T.,  remplira  egalement  une  surface,  soit  que  T.  provienne 
d'un  nombre  fini  de  transgressions  des  coupures  ?,,  ?„,  -  • -i  ?,i  soit  qu'il  pro- 
vienne d'un  nombre  infini.  Au  contraire,  si  f{s)  et  '^{ß)  sont  identiquement 
infinis  sur  une  feuille  T.  provenant  d'un  nombre  infini  de  transgi'essions  des 
coupures  q,  la  representante  8^  de  T.  se  ri^duira  en  un  point. 

L'ensemble  des  repr^sentantes  8,8^,8^,...  forme  une  surface  non  de- 
coupee  (zusammenhängend)  dans  le  plan  des  C.  Celles  de  ces  represen- 
tantes  qui  ne  correspondent  pas  ä  des  surfaces  T.  sur  laquelles  f[z)  et  'f(^) 
sont  identiquement  infinis  n'admettent  pas  de  points  de  ramification 
d'apres  les  developpements  de  mon  Memoire  (p.  158  — 160  de  votre  JournaP)); 
l'ensemble  de  ces  reprcsentantes  constitue  donc  sur  le  plan  des 
C  une  surface  o,  qui  couvre  ce  plan  partout  simplement.  Sur  les 
bornes  de  cette  surface  es  se  trouvent  les  points  qui  jouent  le  röle  des  repr^- 
presentantes  des  surfaces   T   dans  rintcrieur  desquelles  f{£)  et  (p(j)  sont  iden- 
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tiquement  infinis  parce  que  ces  points  peuvent  ätre  obtenus  par  le  passage  a 
la  limite  des  surfaces  qui  constituent  o. 

Le  sens  de  la  proposition  I.  de  mon  travail  (p.  J61  de  votre  Journal')) 
revient  maintenant  ä  ce  que  s  est  une  fonction  meromophe  de  C  dans  l'inte- 
xieur  de  la  surface  o.  Be  lä  decoule  le  coroUaire  immediatement  suivant, 
dont  il  est  fait  usage  dans  la  partie  ultörieure  du  m^me  travail,  que  -^  ne 
peut  pas  admettre  une  m^me  valeur  pour  deux  valeurs  difFerentes  de  b,  ^tant 
suppoae  necessairement  que  ce  quotient  n'est  pas  indcpendant  de  z^  ou,  ce 
qui  est  la  mäme  chose,  que  f{/)  et  <^[z)  ne  sont  pas  identiquement  intinis. 

Si  maintenant  un  des  points  limites  est  entoure  en  tous  sens  par  des 
surfaces  iS,  il  faut,  en  deliors  des  restrictions  dejä  mentionnees,  qu'une  autre 
relation  ait  lieu  encore  entre  les  constantes  contenues  dans  les  coefficients 
de  l'equation  differentielle. 

Heidelberg,  T.juin  1880. 


Hosted  by 


Google 


Hosted  by 


Google 


XXXV. 


tlB'ER  FUNCTIONEN  ZWEIER  VARIABEI,N,  WET,CHE  DURCH  UM- 
KEHRUNG DER  INTEGRALE  ZWEIER  GEGEBENER  FUNCTIONEN 
ENTSTEHN. 

(Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  "Wissenschaften  za  Göttingen,  Bä.  27, 

Mathematische  Klasse,  2,  S.  1—39.) 

In  der  Küniglichen  Gesellschaft  der  Wissensphaften  yorgelegt  am  8.  Januar  1831. 


In  einer  Mittheilung,  enthalten  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Ge-  [i 
Seilschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  (Februar  1S80,  p.  170  sqq.^)),  habe 
ich  Functionen  mehrerer  Vaiiabelu  definirt,  welche  der  Umkehrung  von  Inte- 
gralen der  Lösungen  linearer  homogener  Differentialgleichungen  ihre  Entstehung 
verdanken.  Ich  habe  daselbst  und  ausführlicher  in  Borchardts  JouiTial  Bd.  89, 
p.  I51sqq.^  ein  Beispiel  derartiger  Functionen  geliefert,  indem  ich  für  den 
Fall  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gewisse  Einschränkungen 
machte.  Später  habe  ich  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  (Juni  1880,  p.  445  sqq.^))  die  Tabelle  derjenigen  Differential- 
gleichungen aufgestellt,  welche  diesen  Einschränkungen  entsprechen,  und  in 
dieser  Tabelle  zugleich  die  Integi-ale  dieser  Differentialgleichungen  angegeben. 

Indem  ich  nun  bemüht  war,  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen aufzufinden,  welchen  die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  zu  genügen  haben,  um  durch  die  erwähnte  Umkehrung  zwei 
Functionen  zweier  unabhängiger  Variabein  zu  ergeben,  von  der  Beschaffenheit 


1)  Abb.  XXX,  S,  185  ff,  diese 
!)  Abh,  XXXI,  S.  IBliT.  dies 

5)  Abh.  sixilI,  s.  aisff.  ai 
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dass  jede  symmetrische  Function  jener  Functionen  eine  eindeutige  Function 
dieser  Variabeln  werde,  gelangte  ich  zu  einer  Verallgemeinerung  des  Problems, 
indem  ich  an  die  Stelle  der  Lösungen  linearer  Diiferentialgleichungen  zweiter 
2]  Ordnung  gewisse  näher  charakterisirte  Functionen  setzte.  Im  Folgenden  er- 
laube ich  mir  die  Lösung  dieses  Problems  für  die  so  charakterisirten  F'unctionen 
zu  geben.  —  Zu  diesen  Functionen  gehören  beispielsweise  die  Lösungen  linearer 
Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  (also  auch  die  algebraischen 
Functionen,  welche  immer  solchen  Differentialgleichungen  genügen),  so  dass 
in  dem  Folgenden  auch  die  Beantwortung  des  speciellen  Problems  enthalten 
ist,  die  Beschaffenheit  dieser  Lösungen  anzugeben,  damit  durch  die  Umkehrung 
ihi'er  Integrale  zwei  Functionen  zweier  Variabein  entstehen,  deren  symmetrische 
Functionen  sich  eindeutig  verhalten. 


Es  seien  /■(^),  ^(s)  zwei  Functionen  von  ^,  deren  Quotient  nicht  einen 
Constanten  Werth  habe,  und  welche  für  jeden  Werth  der  unabhängigen 
Variabein  eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl  bestimmter  Werthe  an- 
nehmen und  für  jeden  Werth  2  ^=  a  dieser  Veränderlichen,  für  den  sie  un- 
endlich werden  oder  sich  verzweigen,  und  ebenso  für  s  =  go  Entwickelungen 
zulassen  nach  ganzen  Potenzen  resp,  von 

(s  —  a)",     i  —  \    ,     (u  eine  positive  ganze  Zahl) 

mit  nur  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Exponenten  und  I*roducten  solcher 
Potenzen  mit  ganzen  positiven  Potenzen  resp.  von  log(^  — a)  und  log  —  ,  deren 
Exponenten  eine  endliche  Zahl  nicht  übersteigen.  Hierbei  machen  wir  jedoch 
die  Einschränkung,  dass  die  kleinsten  Exponenten  der  mit  logarithmischen 
Factoren  behafteten  Potenzen  von  s  —  a  und  —  die  negative,  resp.  die  positive 
Einheit  nicht  überschreiten.  Wir  wollen  die  Werthe  a  im  Folgenden  als 
singulare  Punkte  der  Functionen  f(^),  9(^)  bezeichnen. 

Wenn  ^  unzählig  viele  Umläufe  vollzieht,  so  kann  der  Quotient 

'     m 

einen  von  3  unabhängigen  Werth  annehmen.    Wir  wollen  im  Folgenden  solche 
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Wertlie  von  C  liiirz  mit  y  bezeichnen.  Wir  setzen  voraus,  dass  alsdann 
wenigstens  eine  der  Functionen  ff{.i)ds,  ff{s)ds  nach  Vollziehung  dieser  [3 
Umläufe  für  jeden  Werth  von  2  unendlich  gi'oss  wird.  Wenn  ausserdem  nach 
Vollziehung  einer  endlichen  Anzahl  von  Umläufen  für  einen  Werth  ^  =  J, 
C,  einen  der  Werthe  y  erhält,  so  soll  ebenfalls  wenigstens  eine  der  Functionen 
j'f(3)ds,  f':f(s)d2  für  2~b  unendlich  gi'oss  sein. 

Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen  können  wir  annehmen,  dass 
für  jeden  singulären  Punkt  a  und  für  ^;  ^  00  die  in  den  Exponenten  der  ver- 
schiedenen Potenzen  von  ^  —  a,  resp.  —  auftretenden  Brüche  gleichen  Nenner 
haben,  und  zwar  für  beide  Functionen  f{s),  ¥(^),  denselben,  da  wenn  dieses 
nicht  der  Fall  ist,  man  als  Nenner  n  das  kleinste  Vielfache  der  verschiedenen 
Nenner  einführen  kann. 

Ein  Beispiel  derartiger  Functionen  liefern  die  Lösungen  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  von  der  in  meiner  Abhandlung  Bd.  66  des 
BoRCHARDTSchen  Journals  p.  146*)  Gl.  (12.)  charaeterisirten  Gattung. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  nothwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  anzugeben,  damit  die  durch  die  Gleichungen 


(A.) 


■^a.  ''3. 


—  worin  S^,  S^  willkürliche  Constanten,  für  welche  den  Grössen 

f(«j,  /•(*■),  ?(«,),  ?(*,) 

bestimmte  Werthe  zugeschrieben  werden,  und  die  zwischen  denselben  Grenzen 
in  beiden  Gleichungen  sich  erstreckenden  Integrationen  längs  desselben  Weges 
auszuführen  sind  —  dcfinirten  Functionen  z^ ,  ^^  der  willkürlichen  Ver- 
änderlichen Mj,  ti^  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  werden,  deren 
Coefficienten  in  der  Umgebung  aller  endlichen  Werthenpaare  dieser  Veränder- 
lichen sich  eindeutig  verhalten. 
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2, 

Es  sei  in  der  Umgebung  von  ^^  =  d^,  z^  =  d^ 

j   ■f(«,)  =  «;  +  o;(»,-(!,)  +  .--, 
l   »(,,)  =  n;  +  (j;(^,-a,)  +  -.., 

so  ergeben  die  Gleichungen  (A.) 

^■^  I  «;(^-«,}  +  ;5;{^-.-<j.)  +  -  =  «'.■ 

Da  6\,  d^  willkürliche  Grössen  bedeuten,  und  da  ^-^  der  Voraussetzung  ge- 
mäss niclit  einen  constanten  Werth  hat,  so  kann  man  voraussetzen,  dass  die 
Grösse  c^„ßl~cclßa  "^on  Null  verschieden  sei.  Alsdann  ergeben  sich  (cf.  Jacobi 
in  Ceelles  Journal  Bd.  6,  p.  274'))  für  ^,  —  ^,1  ^^—^^  Entwickelungen  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  m^,  ti^,  welche  in  der  Umgebung  von  u^  =  0,  ti^  =  0 
gültig  sind.  Diese  Entwickelungen  dehniren  zunächst  die  Functionen  s^^  z^ 
in  dieser  Umgebung.  Indem  wir  nun  ^(^,  «^  auf  willkürlichen  von  einander 
unabhängigen  Wegen  von  0,  0  ausgehend  fortsetzen,  werden  s^,  s^  sich  auf 
entsprechenden  Wegen  fortsetzen  und  in  den  Umgebungen  der  durchlaufenen 
AVerthe  von  m^,  u^  holomorph  sein,  so  lange  keine  der  Grössen  s^,  z^  unendlich 
geworden,  oder  mit  einem  der  singulären  Punkte  der  Functionen  ({s),  9(3) 
coincidirt,  so  lange  ferner  nicht  einer  der  Quotienten 

einen  der  Werthe  y  erreicht,  endlich  so  lange  ^^,  z^  nicht  solche  Werthe 
erhalten  haben,  für  welche  die  Gleichung 

*     '  I  fM     T(».)  i 

erfüllt  ist.    Denn  sind  ^,  ==  Zi^,  s:^  =  b^  Werthe,  welche  diesen  Einschränkungen 
und   welche   den  Werthen  «^  =  v^,  ii^  =  v^   entsprechen,    so    folgt 


1)  Jacobia  Weite,  Bd.6(18Bl),  S.  47.    Seh. 
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auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  es  für  die  Umgebung  von  m^  =  0,  m,  =  0  nach-  [5 
.ass  ^,  —  6,,  ^5  — fe,  in  der  Umgebung  von  u^  =  v^,  u^  =  v^  sich  nach 
.  positiven  Potenzen  von  i\~v^,  a^  —  v^  entwickeln  lassen. 

Da  Mj,  M,  von  einander  unabhängige  Veränderliche  sind,  so  hat  man  die 
Stellen  m^  —  u,,  u^  =  v^,  für  welche  eine  der  Grössen  s^,  s^  mit  gewissen  singu- 
lären  Punkten  der  Punctionen  fis)^  '?{^)i  wozu  unter  Umständen  der  unendlich 
ferne  Punkt  gehört,  coincidirt,  oder  eine  der  Grössen  C,,  C^  gleich  einem 
Werthe  y  wird^  oder  endlich  s^,  z^  der  Gleichung  (B.)  genügen,  nur  dann 
einer  besonderen  Untersuchung  zu  unterwerfen,  wenn  s^y  n^  in  die  angegebenen 
Werthe  einrücken,  ohne  dass  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  mit  welchen 
w,,  11^  resp.  in  w^,  d^  eintreifen,  eine  bestimmte  Beziehung  vorausgesetzt  werden 
muss. 

Wenn  dagegen  keiner  der  angegebenen  Werthe  von  z^^  -^  für 


erreicht  werden  kann,  ohne  dass  zwischen  den  letzten  Wegeleraenten  der 
Veränderlichen  ?/,,  u^  eine  Beziehung  vorausgesetzt  wird,  so  müssen  die  Punc- 
tionen  z  ,  s^  der  unabhängigen  Veränderlichen  m^,  m,  in  diesen  Stellen  auch 
andere  als  die  genannten  Ausnahmswerthe  annehmen ,  also  bei  Umkreisung 
dieser  Stellen,  so  lange  m^,  u^  von  einander  unabhängig  bleiben,  sich  eindeutig 
verhalten,  in  diesen  Stellen  jedoch  unbestimmt  werden. 

Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  bemerken  wir,  dass  wir  im  Folgenden 
voraussetzen  können,  dass  für  fiß),  9(^)  in  den  zur  Umgebung  eines  singulären 
Punktes  dieser  Functionen  oder  eines  nicht  singulären  Punktes  derselben  oder 
endlich  des  unendlich  fernen  Punktes  gehörigen  Entwickelungen  die  niedrigsten 
Dimensionen  der  Glieder  übereinstimmen ,  und  dass  wenn  C  mit  einem  der 
Werthe  y  coincidirt,  f'f{0)d£,  I'^{2)d3  gleichzeitig  unendlich  werden.  Denn 
wenn  dieses  nicht  stattfindet,  so  seien 

wo  )'„i  7,^1  J'iii  7ää  willkürliche  Grössen  bedeuten.     Setzt  man  alsdann 

,^^  j  Wi  =  rn^h  +  r,,-"^, 
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6]  SO  gehen  die  Gleichungen  (A.)  über  in 


CA'.) 


Es  haben  nunmehr  f\{s)  und  <fjß)  wegen  der  Willkürlichkeit  von  y,;  ■ . .  ^ss  "Üe 
verlangte  Eigenschaft,  imd  es  sind  die  symmetrischen  Functionen  von  ^^,  3 
alsdann  in  der  Umgebung  bestimmter  Werthe  von  u^,  u^  eindeutig,  wenn  die- 
selben Functionen  in  der  Umgebung  der  entsprechenden  Werthe  von  w  ,  w 
eindeutig  sind,  und  wenn  andererseits  die  letzten  Wegelemente,  mit  welchen 
w^jW^  in  gewisse  Werthe  w[,  w^  einrücken,  von  einander  abhängig  werden,  so 
werden  dadurch  auch  bestimmte  Beziehungen  zwischen  den  letzten  Weg- 
elementen, mit  welchen  u^,  u^  in  die  w'^,  w[  entsprechenden  Werthe  von  u  ,  u 
eintreffen ,  festgestellt. 


Zunächst  ergiebt  sich  der  Satz : 

I.  Die  Functionen  f{z)  und  '^[z)  dürfen  nicht  für  ein  und  den- 
selben endlichen  Werth  von  2  verschwinden. 

Es  sei  in  der  That  s  =  h  zunächst  ein  nicht  singulärer  Werth  der  Func- 
tionen f{s),  9(3),  für  welchen  beide  gleichzeitig  verschwinden,  und  man  habe 
in  der  Umgebung  von  s  =  h 

(  m  =  «.(^-s)'+«.«('--!'r'+--. 
I  tW  =  »;(^-s)'+ «;„(»-*)'-"  +  -, 

WO  li  eine  positive  ganze  Zahl, 

Es  bezeichne  s  =  c  einen  willkürlichen  ebenfalls  nicht  singularen  Werth 
von  s,  in  dessen  Umgebung 

,,   ,  I   f(»)  =  A  +  A(«-c)  +  -, 

(la.)  { 

7]  und  es  mögen  den  Werthen  s^^  h^  £^==  c  die  Stellen  jj^  =  jt,,  u^  =^  v^  ent- 
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sprechen,  alsdann  folgt  aus  den  Gleichungen  (A.) 

-  -(,,^jr+ft(,.-.)+-;*5v(''.-»)'"+4-(-.-»)'+- 


(2-) 


Lassen  wir  nunmehr  s^—h  und  2^—c  derartig  unendlich  klein  werden,  dass 
(3.)  ^,-c  =  1(^,-6)'+' +71, 

wo  I  eine  beliebige  Grösse,  t]  eine  unendlich  kleine  Gi'össe  höherer  Ordnung 
als  (z  —bf'^'  werde,  so  wird  |  derart  bestimmt  werden  können,  dass 

unendlich  klein  höherer  Ordnung  als  (^^-hf*'  wird,  wenn  man  mit  ^  einen 
beliebig  gegebenen  Werth  bezeichnet.  In  der  That  ergiebt  sich  g  aus  der 
Gleichung 

Da  -^r^  nicht    constant   ist,    so    kann   man  ^^  =  c  so  wählen,    dass    keine 
der  Gleichungen 

ß',-~xß,  =  0,  ß;i5„-ci/3;  =  0 

erfüllt  werde.  Alsdann  ist  S,  eine  endliche  bestimmte  Grösse,  wenn  A  einen 
endlichen  Werth  hat,  und  es  sind  die  Grössen 

ß.i  +  j^.  fi£  +  4T 

von  Null  verschieden.  Demnach  stellen  u^~v^,u^  —  v^  unendlich  kleine  Grössen 
gleicher  Ordnung  mit  ('?,  — ^)*'^'  vor,  während  ^^^~-  den  willkürlich  gegebenen  [s 
Werth  X  erhält.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  3^,  z^  resp.  die  Werthe  &,  c  an- 
nehmen, wenn  die  letzten  Wegeleraente,  mit  welchen  ii^^  M,  resp.  in  v^,  v^  ein- 
rücken, von  einander  unabhängig  sind. 

Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  (2.) 

bis   ai^f  unendlich   kleine  Grössen    höherer  Ordnung.     Da  der  Cocfticient  von 
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i^^—bf"  in  dieser  Gleichung  nicht  verschwindet,  so  folgt 


d.h.  i^j  erhält  !c+]  von  c  verschiedene  Wertlie,  wenn  ti,^,  u^  resp.  um  v^,  v^ 
Umläufe  vollziehen.  Es  sind  deshalb  s^-i-  ^^,  s^ s^  in  der  Umgebung  von 
Mi  ^= 'Uj,  u^  =  v^  nicht  eindeutig,  wenn  Ä>1.  Hieraus  folgt,  dass  f[£)  und 
(P(ä)  nicht  für  einen  nicht  singulären  Werth  J  gleichzeitig  ver- 
schwinden dürfen. 

Es  sei  nunmehr  a  ein  singulärer  Punkt  von  der  Beschaffenheit,  dass 
/■(<!)  =  0,  cji(a)  =  0. 

In  diesem  Falle  enthalten  nach  den  Voraussetzungen  der  No.  1  die  Ent- 
wickelungen  von  f{£)^<^{z)  in  der  Umgebung  von  s^a  keine  Logarithmen. 
Enthalten  diese  Entwickelungen  die  ganzen  Potenzen  von  [s  —  a)" ,  so  setzen  wir 

Es  sei  in  der  Umgebung  von  s  ~  a 

...  I  /W  =  ».i'+. .„('*'  +  ■-, 

*'  I  .(«)  =  «;«'+«;„''"+■•■■ 

9]  Lässt  man  z^  in  a  einrücken  und  gleichzeitig  ^^  in  einen  beliebigen  nicht 
singulären  Punkt  c,  und  bezeichnet  wieder  die  zugehörigen  Werthe  von  u^,  u,^ 
mit  f^,  v^,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  in  dem  eben  behandelten 
Falle,  wo  s',  in  den  nicht  singulären  Punkt  b  einrückte,  dass  t^  —  (s',— a)"  in 
der  Umgebung  von  ti^  =  «,,  u^  =  v^,  ]c  +  n  von  c  verschiedene  Werthe  annimmt. 
Demnach  sind  s^-Vz^,  s^z^  in  der  Umgebung  dieser  Werthe  nicht 
eindeutig,    wenn  f{ß)  und  '^{s)  für  s  ■=  a  gleichzeitig  verschwinden. 

Der   am  Anfang  dieser  No.  ausgesprochene  Satz   ist    hierdurch    bewiesen. 

Ist  in  GL  (6.) 

7^  +  )s  >-  0, 

SO  können  demnach  z^  +  3_^^  z^z^  nur  dann  in  der  Umgebung  von  ti^  =  «,,  u,^  =  v.^ 
eindeutig  sein,  wenn  k  +  n  —  ],  also 
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Es  ergiebt  sich  demnach  der  Satz : 

11.  Der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  s  —  a  in  den  l'lnt- 
wickelungen  von  ((s)^  ^(s)  in  der  Umgebung  eines  singularen 
Punktes  «  ist  eine  negative  Zahl,  welche  entweder  die  negative 
Einheit  nicht  überschreitet  oder  den  Werth  — ^i-^^^  hat  {n  pos.  ganze 
Zahl). 

Es  sei  in  der  Umgebung  von  ^  =  00  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz 
in  den  Entwickelungen  von  f{s)  und  <^{z)  gi-össer  als  die  positive  Einheit. 
Alsdann    enthalten    nach    No.  1    diese    Entwickelungen    keine    Logarithmen. 

Treten  in  denselben  die  ganzen  Potenzen  von  (— j     auf,  so  setzen  wir 


Es  sei 


X.ässt  man  z^  unendlich  werden,  während  b^  mit  einem  willkürlichen  nicht 
singulären  Punkte  c  zusammenfallt,  und  bezeichnet  wieder  die  zugehörigen 
Werthe  von  m^,  m^  mit  v,,  v^,  so  folgert  man  wie  in  dem  Falle  eines  endlichen 

singiilären  Werthes,  dass  j^^  = /— J  in  der  Umgebung  von  u^=v^,  u^  =  ■c^, 
h  —  n  von  c  verschiedene  Werthe  annimmt,  dass  also  ^,  +  ^,1^,^^  in  der  Um- 
gebung von  u^  ^=  Vj,  M^  =  v^  nicht  eindeutig  sind,  wenn  ä;—  »  >-  1 .  Hieraus 
folgt; 

III.  Der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  -  in  den  Ent- 
wickelungen von  f{£)  und  9(^)  in  der  Umgebung  von  z  =  00  ist  ent- 
weder eine  Zahl,  welche  die  positive  Einheit  nicht  überschreitet, 
oder  derselbe  bat  denWerth   I  +  —  {n  pos.  ganze  Zahl). 

4. 
Es  mögen  sich  nunmehr  ^^,  z^  den  von   einander    verschiedenen  Werthen 
J|,  6j  annähern,    welche  nicht    zu    den    singulären  Punkten    gehören,    aber    der 
Gleichung  (B.)  genügen, 
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Es  sei  in  der  Umgebung  von  ^^  =  ^,;  ^Ss  =  &j  resp. 

f(,.)  =  |i,  +  ^.(,,,_S,)  +  ft(,,-J,)-  +  ---, 

l    o(^,)  =  ^;  +  |j;(,,_s,)  +  ft(.,-i,)>  +  ..., 

so  sind  nach  dem  Satze  I.  voriger  No.  nicht  gleichzeitig  «^  nnd  k[  oder  ^^ 
ii]  und  /i'  Nnll.  Wir  Itönnen  daher  nach  der  Bemerltung  am  Schlüsse  der 
No.  2  voraussetzen,  dass  ßo,  k^,  ß^,  §[  sämmtlich  von  Null  verschieden  sind.  Aus 
den  Gleichungen  (A.)  folgt,  wenn  ^i  —  ö,,  z^  =  h^  die  Werthe  M,  —  v,,  w^  =  v,^ 
entsprechen, 

=  «.(»,-6,)  +  (i.(«,-6.)  +  ^h-iJ'+'^J-(»,-6,)> 

+  ■^(«,-».)■  +  -|-fe-'.)'^ 

(2.) 

^  «;(•,"*.)  +  ftC>,-5.)  +  -|'-(»,-S.)"  +  -|-(^.-6,)' 

Der  Voraussetzung  gemäss  findet  die  Gleichung: 

(3.)  aj:,-a[ß,^Q 

statt. 

Wenn    z^,  z,^    sich    reap.    den  AVerthen    ö^,  ö^    annähern,    ohne    dass    die 
Gleichung 

(4.)  u,(z-l^)^U.^-K)  =  0 

erfüllt  wird,  so  werden  «j  — i',,«^  — «^  unendlich  kleine  Grössen  gleicher  Ord- 
nung mit  derjenigen  der  beiden  unendlich  kleinen  Grossen  ^,  — i,,  ^j  — ^ji  welche 
von  der  niedi-igeren  Ordnung  ist.  Es  sei  s^—h^  von  gleicher  oder  höherer 
Ordnung  als  ä^  —  ^^-  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (2.)  mit  /3^, 
die  zweite  mit  ^^  und  subtrahirt,  so  folgt  nach  Gleichung  (3.) 

(6.)    ((;(„,-„,)-ft(„-„.)  =  i(„,^;_„;,i,)(^,_s_).+  i(|3^ft_^;j.)(s,_(,,)-+.... 

Die  linke  Seite    dieser  Gleichung  ist    demnach  von  höherer  Ordnung  als 
«(j  — «j,  M^— ?i^,  d.  h.  man  muss 

(6.)  ^>-v:)-?>,ii^,~%)  =  0 
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setzen.  Welches  daher  auch  die  letzten  Elemente  der  Wege  sind,  auf  [12 
welchen  3  ,  s^  in  6,,  h^  eintreten  —  wenn  sie  nicht  in  der  durch  die  Gleichung 
(4.)  angegebenen  Beziehung  stehen  — ,  so  findet  zwischen  den  zugehörigen 
letzten  Wegelementen  von  u^,  11^  die  bleibende  Relation  (6.)  statt. 

Von    einander   unabhängig  können    die    ebengenannten  Wegelemente  von 
«f ,  M   nur  werden,  wenn  zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen  ^,— i.j^j— &a 
die  Relation  (4.)  besteht,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 
(7.)  t  =  a,i^~hj  +  ß,{,,-k,) 

eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  als  jede  der  Grössen  s^—b^,  ^s~^i 
ist,  welche  gleich  hohe  Ordnung  besitzen. 

Führen  wir  die  Bezeichnung  aus  Gl.  (7.)  in  (2.)  ein  und  setzen 


(8.) 

ft 

=  • 

' 

ß: 

= 

«0 

=  X, 

erhält 

man 

(     .,-. 

= 

t  + 

|(. 

,  +  A^ 

ä')(^. 

~Kf 

'+ 

•i 

fe-iJi  +  Y 

!'■ 

(9.) 

!(j  —  V.^ 

= 

lt  + 

1      ,      , 

2-K 

;+Ä> 

>■)(., 

-!■,)' 

'+ 

ß. 

(«,-S.)'+4 

f'- 

Man  kann  t  so  unendlich  Idein  werden  lassen,  dass 

(10.)  t  =  u^.^hj, 

wo  I  eine  willkürlich  bestimmte  Grösse  bedeutet.     Aus  den  Gleichungen  (9.) 
ergiebt  sich  dann  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen: 

Indem  man  g  stetig  ändernd  dasselbe  alle  möglichen  Werthe  durch-  [13 
laufen  lässt,  nimmt  -^_r^  jeden  beliebigen  Werth  an,  also  treffen  s^,  z^  resp. 
in  ij,  h^  ein,  welches  auch  die  letzten  Wegelemente  sind,  mit  denen  m^,  u^ 
resp.  in  v^,  v^  einrücken,  wenn  nicht  die  Gleichung 

(lä.)  <  +  ^'.=  -^(«,  +  ,3,.')  =  0 

stattfindet,    in    welchem  Falle  das  Verhältniss   "'_"'    in  Gleichung  (11.)   einen 
von  %  unabhängigen  Werth  erhält. 
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Andererseits  folgt,  wenn  man  das  Verhältniss  — ^^-^  willküiiich  annimmt, 
aus  Gleichung  (9.)  bis  auf  rniendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 

(13.)  u,~v.^K{u,-v,)  =  -;[.;  +  (s;.--j(».+n,.')](^, -*,)■. 

Diese  Gleichung  lieferte  demnach  in  der  Umgebung  von  ti  ^  v  ^  n  =^  v 
zwei  von  b^  verschiedene  Werthe  von  £^ ,  und  es  könnten  deshalb  0  +s  und 
^,^^  in  dieser  Umgebung  nicht  eindeutig  sein,  wenn  nicht  die  Gleichung  (12.) 
erfällt  wäre. 

Findet  demnach  die  Relation  (4.)  statt,  so  erfordert  die  Ein- 
deutigkeit von  ^,  +  ^3,.Si.Sa  auch  das  Beatehen  der  Relation  (12.). 

Setzt  man 

*(")  _  r,,)        ''fi')  -  „7,1 

und 

(14.)  ^■{,)m-'fW{,)  =  F{,), 

so  geht  die  Gleichung  (12.)  über  in 

(15.)  F{b,)f{Kf  +  F{h,)f{h,Y  =^0. 

Da  Jj,  h^  ein  willkürliches  Werthenpaar  bedeutete,  welches  der  Gleichung 
(B.)  genügt,  so  folgt: 

14]  I.  Die  Eindeutigkeit  von  s^  +  s^^s^s^  als  Functionen  von  u^,u^ 
erfordert,  dass  für  alle  Werthenpaare  .?,,  £j,  welche  der  Gleichung 
(B.)  genügen,  die  Gleichung 

(c.)  -F(^.)A^j+n^.)/(^j'=-  0 

erfüllt  werde. 

Es  sei  durch  die  Gleichung 

(D.)  fÜ  -  ' 

2  als  Function  von  C  deünirt.     Aus  dieser  ergiebt  sich 


(E.) 


•i^  _   fi'f 
di  F(f)  ■ 


Sind  s ,  n^  zwei  Zweige  der  Function  z  von  C,  so  hat  man 


(16.) 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  mit  Hülfe  von  Gleichung  (C.) 
Da  andererseits  die  Gleichung 


stattfindet,  so  exgiebt  sich  aus  Gleichung  (F.)  auch 


.'.  =  S,(C),     ».  =  ftW. 
Setzt  man  in  die  Gleicliungen  (2.) 

«.-*,  =il,(:)-i7,(«),  [.5 

»,-6.  =  ?.(:) -»,(«), 

SO    wird    den  Gleichungen  (F.),  (F'.)    entsprechend    die    rechte  Seite    identisch 
Null,  d.h.  für  jeden  Werth  von  C. 

Demnach  wird  auch,  wenn  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  t  (Gleichung 
(7.))  Uliendlich  klein  höherer  Ordnung  werden  muss,  in  Gleichung  (2.) 

I   .s,  —  h,  =^  ds,  =  q',{a)d(., 
^     '  \   ^,-b,  =  de,  =  de,  +  vds„ 

ds,  =  (?;{«)  ö!C 
substituirt,  wo  v  eine  unendlich  kleine  Grösse  und  wo  ^,'(Q  ^^  "^^^t 

./KM.... 


(T8.) 


r     du,     =     l-dr,    /(ft,)  +  (^(2l.+l'^)-i 

:  du,  ^  vd.z,'^{h,)->rd.^,{2v  +  v')^^^^ 


F.s  sind  also  du^,  du^   von   gleicher  Ordnung  mit  vds^.     Multiplicirt   man 
die  erste  Gleichung  (I  8.)  mit  cp(/y^),  die  zweite  mit  f{h^  und  subtrahirt,  so  ist 

(19.)  '?if>,)dn,-f{^,)chf,  =  ~vdilF(\)  +  ---- 
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Demnach  ist  die  linke  Seite  von  der  Ordnung  von  vd^l,  oder  es  ist 
(20.)  <B{b,)du,-f(X)äu,  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

IL  Ist  für  jedes  System  von  Lösungen  z^  =  b^,  s^  =^  b^  der  Glei- 
chung (B.)  die  Gleichung  (C.)  erfüllt,  so  können  s^,  s^  nicht  in  &  ,  i 
einrücken,  wenn  die  letzten  Wegelemente  auf  welchen  m,  u  in 
Vj,  Vj  anlangen,  von  einander  unabhängig  sind. 


Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betfachten,  dass  für  m^  =  v^,  u  ='V^,  s  =  ß,  ^  =:  6 
werde,  wo  b  einen  nicht  singulären  Punkt,  a  einen  solchen  singulären  Punkt 
bezeichnet,  für  welchen  Jf{z)d3^  J'^{£)ds  endliche  Werthe  erhalten,  und  gleich- 
zeitig die  Gleichung  (B.)  durch  ^^  =  «,  s^  =  b  erfüllt  werde. 

jSIach  Satz  IL  in  No,  3  ist  alsdann  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz 
von  s  —  a  in  den  Entwickelungen  von  f(s)  und  rf^s)  in  der  Umgebung  von 
a  =z  a,  welche  nach  No.  1  keine  Tiogarithmen  enthalten,  von  der  Form 
—  ^-^  (n  pos.  ganze  Zahl). 

Setzt  man  daher 


(1.) 


und  substituirt  in  den  Gleichungen  (A.) 

I  -.  =  «  +  <r,  ..  =  «  +  ?, 

so  verwandeln  sich  dieselben  in 


(A-.) 


[''  f,{t)''t+f''fÄt)'lt  =  "„ 
j  ^=  b  wird,  so  wird 
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und  es  sind  nunmehr  i  =  0,  f  =  j3  keine  singulären  Punkte  der  Functionen 
f^{t),  tf)^(i).  Damit  t^  in  0,  t^  in  ß  nur  unter  Voraussetzung  einer  gewissen 
Beziehung  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen  ti^,  ti^  in  i\,  v 
eini'ücken,  anlangen  können,  ist  vermöge  derselben  Discussion  wie  in  der  [17 
vorigen  No,  erforderlich,  dass  gleichzeitig  mit  der  Gleichung 


T,(0)   _  i.W 


(3.) 
die  Gleichung 

(4.)  J',(0)/',(«'+F,(|3)/;(0)'-0 

erfüllt  werde,  wo 

(s.)  F.W  =  ■f:if)at)-h(t)f'M 

Da  aber 
(6.)  I<\{t)  =  nH'"^-^F{,), 

so  besagt  die  Gleichung  (4.),  dass  die  Gleichung  (C.)  auch  für 
iij  =  «,  Ä^j  =  J  bestehen  müsse. 

Umgekehrt  folgt  wie  in  voriger  No.,  dass  wenn  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  s^  in  o,  z^  in  h  nur  anlangen,  wenn  zwischen  den  letz- 
ten Wegelementen,  auf  denen  w,,  «f^  in  v^,v,^  eintreffen,  eine  Be- 
ziehung besteht, 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich:  Wenn  für 

V^    =    V^,      Mj    =    V.^i       ^1    =    ffl,,       02    =^    «s' 

WO  «j,  a^  zwei  verschiedene  singulare  Punkte  bedeuten,  wovon  auch  einer  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkte  coincidiren  kann,  und  wenn  vorausgesetzt  wird, 
dass  3^  =  a^,  s^  =  a^  die  Gleichung  (B.)  befriedigen,  und  dass  ff{s)d3,  f'^(s)ds 
für  s  =  a^,  ^  =  «j  endlich  sind,  so  ist  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  s^,  s.^  die  angegebenen  Werthe  nur  unter  der  Voraus- 
setzung gewisser  Relationen  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen 
?(,,  Mj  in  V,,  Vj  eintreffen,  erreichen  können,  dass  diese  Weithenpaare 
2^  =  a^,  z^  =  a^  gleichzeitig  die  Gleichung  (C.)  befriedigen. 
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6. 


Wenn  für 


^j,  s^  einen  gleichen  Werth  &  annehmen,  so  können  f{z^,  f(sj  resp.  '^{z^),  9(^j) 
is]  verschiedene  AVerthe  erreichen.  Diese  Werthe  seien  /"(S),  ©(J)  für  s:^  ^  b 
und  f,(&),  'p,(S)  für  s^  =  b.  Findet  nun  die  Gleichung  (B.)  für  z^  =  s  =  & 
statt,  d.  h. 

so  muss  nach  der  Schlussweise  von  No.  4,  wenn  man 

(2.)  P(».)l,,_i  =  -fW.     [P('.)l,,_s  =  ^.(«) 

setzt,  die  Gleichung 

(3.)  Fih)fM  +  F^{l')fV>r  =  0 

erfüllt  sein. 

Die  Gleichung  (1 .)  kann  unter  den  angegebenen  Umständen  nur  erfüllt 
werden,  wenn  s  als  Function  von  C  betrachtet,  für  einen  gewissen  Umlauf 
der  letzteren  Veränderlichen  zu  seinem  ursprünglichen  Werthe  zurückkehrt, 
ohne  dass  gleichzeitig  f(3)  und  9  (g)  zu  ihren  Werthen  zurückkehren.  Findet 
dieses  statt,  und  sei  2  ein  eiüem  willkürlichen  Werthe  von  C  entsprechender 
Werth,  f (2),  1^(2)  die  zugehörigen  Werthe  der  beiden  Functionen,  /',(^),  ?,(:?} 
die  Werthe,  in  welche  dieselben  nach  dem  angegebenen  Umlaufe  von  Q  über- 
gehen, wenn  0  zu  seinem  ursprünglichen  Werthe  zurückkehrt,  alsdann  ergiebt 
sich  nach  Gleichung  (3.),  dass  für  einen  willkürlichen  Werth  von  s 
die  Gleichung 

bestehen  mnss. 

Durch  denen  der  No.  4  analoge  Betrachtungen  ergiebt  sich  alsdann, 
dass  ^,,  ?3  den  gemeinschaftlichen  Werth  nicht  erreichen  können, 
wenn  nicht  zwischen  den  letzten  Wegelementen  von  u^,  u^  eine 
Relation  besteht. 

Aus  Betrachtungen,  welche  denen  der  vorigen  Nummer  analog  sind,  er- 
giebt   sich   ebenfalls,    dass    die    Gleichung   (H.)    für   singulare    und    unendlich 
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grosse  Werthe  von  s  in  gleicherweise  wie  fiir  nicht  singulare  besteht,  und 
dass  auch  z^^  z^  einen  gemeinsamen  so  beschaffenen  Werth  nicht  erreichen  [ig 
können,  ohne  dass  gleichzeitig  f{s^  =^  f{z^),  «(^J  =  9(^,)  werde,  -wenn  nicht 
zwischen  den  letzten  Wegclementen  von  w^  u^  eine  Relation  besteht. 

7. 
Lässt  man  u  ,  ?/    willkürliche  Wege  durchlaufen  und  setzt  längs  derselben 
die  Functionen  ^,,  s^  stetig  fort,    so  möge  für  w^  =  w^,  u,^  =  t\,   wo  v^,  v^  end- 
liche Wertbe  bedeuten,  einer  oder  beide  der  Quotienten 

fM'     fM 

einen  der  mit  f  bezeichneten  Werthe  annehmen,  oder  eine  oder  beide  der 
Functionen  ^^,  ^^  solche  singulare  Werthe  der  Functionen  /'(^),  9 (^)  erreichen, 
dass  eines  oder  beide  der  Integralwerthenpaare 

/f(,,)ci«„  /■?(--.)*„  /f(»,)<fe„  ftM<u, 

unendlich  werde,  ohne  dass  ^^,  z^  unendlich  viele  Umläufe  vollzogen. 

Es  seien,  wenn  die  Fortsetzungen  z.  B.  mittelst  Kreisen  vollzogen  werden, 
If^,  K^  die  ersten  Kreise  resp.  ftir  die  Variabein  m,,  u^,  auf  deren  Peripherien 
11  =  V  ,  u  =  %  werden.  Es  haben  alsdann  innerhalb  dieser  Kreise  K^ ,  K^ 
und  in  beliebig  kleiner,    aber   nicht   unendlich   kleiner  Entfernung    von  «,, '-'^ 

ffi.,)d,„  ff{^,)d,„  Jf{^,)d0,,  j\{^;)dB, 

endliche  Wertbe.  —  Seien  demnach  !;,  —  £,,  i?,— £,  Werthe  von  w^,  ii^  resp.  inner- 
halb K,K,  beliebig  nahe  an  iJ,,  w,,  und  mögen  diesem  Werthenpaare  u^,  u^ 
die  Werthe  b^,  i^  von  g^,  z^  entsprechen.  Führen  die  beiden  Wege  P,,  F^  für 
V, ,  u  von  V  — e^  in  v,,  resp.  v,  — e^  in  v^,  so  mögen  ^,,  z^  gleichzeitig  resp.  auf 
den  Wegen  TT,,  PTj  in  c^^c^  anlangen.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Weg- 
strecken TFj,  W^  unendlich  lang  sein  können,  während  die  entsprechenden 
Strecken  auf  P,,  P^  beliebig  klein  sind.  Sind  w^-"£,+ ;i^,  v^-e^H- ;.^  Werthe  von 
ii^-,ii^  zwischen  v,-e,  und  v,,  resp.  v—t^  und  v^  längs  T,,  T^,  und  c|,  c^'  die 
zugehörigen  Werthe  von  .?,,  s^  längs  W^,  W^,  so  folgt,  dass 
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beliebig  kleine  Werthe  annehmen  müssen. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  für  u^  =  v^ ,  ?t^  =  v^  wenigstens  einer  der 
Quotienten 

gleich  einem  der  mit  y  bezeichneten  Werthe.  Es  wird  also  nach  No.  2  wenig- 
stens je  einer  der  Summanden  von  o^,  a,^  unendlich  werden,  wenn  6^,  c|;  J^,  c'^ 
längs  W^,  W^  sich  c^,  c^  annähern,  folglich  wird  auch  jedesmal  der  andere 
Summand  unendlich. 

Oder  es  hat  eine  oder  beide  der  Grössen  z^,  s^  einen  solchen  singulären 
Werth  der  Functionen  /"(«),  cf  (^)  erreicht,  dass  eines  oder  beide  der  Integi-al- 
werthenpaare 

/ffe)i.,  /T(*,)i„  ff{^,)ih„  /?(«,)<!«, 

unendlich  werden,  ohne  dass  ^^t  ^^  unendlich  viele  Umläufe  vollzogen,  dann 
gilt  dasselbe. 

Da  aber  a^,  a^  beliebig  Idein  werden,  so  folgt,  dass  die  Werth enreihen 
c\,  ^  längs  Tfj,  W^  beliebig  wenig  verschieden  von  Werthenpaaren  s^,  s^  sind, 
welche  den  Gleichungen 


genügen.     Stetige  Reihen    von  Werthenpaaren  0^,  2^   welche    den    Gleichungen 
(I.)  genügen,  befriedigen  aber  die  Gleichung 

2i]  und  ausserdem  entweder  die  Gleichung  (C.)  oder  die  Gleichung  (H.).    Dem- 
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nach  müssten  c[,  c'^  beliebig  wenig  von  einem  Werthenpaare  verschieden  sein, 
welches  gleichzeitig  den  Gleichungen  (B.)  und  (C.)  oder  (H.)  Genüge  leistet. 
Nach  No.  4  bis  6  werden  aber  solche  Werthenpaare  nur  erreicht,  wenn  u  ,  u 
von  einander  abhängige  Wege  beschreiben. 

Da  andererseits  nicht  s^ ,  z^  sich  gleichzeitig  ein  und  demselben  Werthe 
der  angegebenen  Art'  annähern  können,  wenn  gleichzeitig  f(^,)  und  f{^^  so 
wie  tp(^j)  und  tp(^j)  ein  und  denselben  Werth  anstreben,  ohne  dass  u^,  u 
unendlich  gi-oss  werden,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Für  wiükiirliclie  Wege  von  ti^,  u^  können  für  endliche  Werthe 
dieser  Variabein  nicht  solche  Werthe  ^,,  ^^  erreicht  werden,  dass 
einer  oder  beide  der  Quotienten 

einen  der  mit  y  bezeichneten  Werthe  annehmen,  und  auch  nicht 
solche  singulare  Werthe  s^,  s^  der  Functionen  f{£),'f{£),  für  welche 
eines  oder  beide  der  Integralwerthenpaare 

Sm)i'„  /t(»,)*.,  IfMi^.,  S'}Mä^. 

unendlich  werden,  ohne  dass  die  Variabein  ^,,  ^,  unendlich  viele 
Umläufe  vollzogen  haben. 


Aus  Gleichung  (F.)  ergiebt  sich: 

I.    Die  Function  z  von  C  kann  nicht  mehr  als  zweiwerthig  sein. 
Denn  waren  ^,, -^j,  ^g  drei  verschiedene  Zweige    der  Function  s  von  C,    so 
wäre  nach  Gleichung  (F.) 

also 

(1.)  f«'.)-f''w-»- 
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Andererseits  ist  nach  derselben  Gleichung  (F.) 

(2.)  ^fW  +  f-^«..)  =  o. 


Es  müsste  demnach 


m  =  0,     ^«.,)  = 


sein,  d.  h.  es  müsste  s  Yon  C  unabhängig  sein,  was  für  willkürliche  Werthe 
von  C  nicht  stattfindet. 

Dividirt   man    die  Gleichung  (H.)  durch  F{s)F^{s)  und    setzt  nach  Glei- 
chung (E.) 

^  ■•'  F{^)  ^   ä',  "  F,(e}' 

so  folgt 

(4-)  i?-[«')+/,(^)]  =  » 

oder 

Nach  Satz  I.  ist 

(K.)  ^  =  P(:)  +  0(gV5(5), 

WO  P(C),  Q(C),  ■R(C)  eindeutige  Functionen  von  C  sind. 
Setzen  wir 

(6-)  m-  =  .?(■:)■ 

so  folgt  aus  der  Gleichung  (J.),  dass  einem  gegebenen  Werthenpaare  C,  V'^(C) 
ein  einziger  Werth  von  g{C)  entspricht.  Ebenso  entspricht  ein  einziger  be- 
stimmter Werth  dieser  Function  einem  Werthenpaare  C,  —  \/-fi{0.  Wir  wollen 
denselben  mit  (/,(C)  bezeichnen.     Alsdann  ist 

^3]  j      g(q    +    ^.(0     -  2S(Q, 

wo  Ä{C),  T{C)  eindeutige  Functionen  von  C  bedeuten. 
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MultipUcirt  man  die  zweite  der  Gleichungen  (6.)  mit  V'-^{C)  und  addirt 
die  beiden  Gleichungen,  so  folgt: 

(L.)  f{df  =  9(0  =  S(Q  +  T{Q  \/m- 

Setzt  man 

(K'.)  ^^P.O^Q^iQMW), 

wo  P,(C),  Q,(C)    nach  Gleichung  (K.)    eindeutige   Functionen  von    C   sind,    so 

folgt  aus  Gleichung  (F.),  dass 

als  Function  von  C  aufgefasst  durch  die  Umläufe  von  C,  welche  \[W^j  in 
—  V^B(C)  überführen,  ungeändert  bleibt.  Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  danach 
auch  f.  Daher  ist  nach  Gleichung  (L.)  f  eine  eindeutige  Function  von  C- 
Setzen  wir  demgemäss 

(8.)  t  =  sI'MXq, 

so   folgt: 

(L'.)  m  -  mQR(Q + p,(c)  \^ß(öj  PICO, 

wo  R,{Q  eine  eindeutige  Function  von  C,  und  y/Ji,(C)  durch  die  Umläufe  von 
C,  welche  \/R(Z)  in  —\fM(Cj  überführen,  ungeändert  bleibt. 

Aus  Gleichung  (E.)  und  den  Gleichungen  (K.)  und  (L.)  ergiebt  sich 

(M.)  Fi^)=  WO  +  UiQ^W), 

wo  1-^(0,  Ü"(C)  eindeutige  Functionen  von  C- 

II.  Demnach  sind  die  Functionen  /{sf  und  F(s)  zweiwerthige  [24 
Functionen  von  C,  welche  durch  die  Umläufe  von  C  gleichzeitig 
mit  z  unverändert  bleiben  oder  geändert  werden. 

9. 
Betrachtet  man  s   als   Function    von    C,    so    folgt    aus    den    Gleichungen 
(C.)  und  (H.),  dass  -j^  für  dasselbe  C  nur  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werthe  annimmt.     Es  ist  also 

(N.)  ÄJI  _  VW), 
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WO  W(C)  eine  eindeutige  runction  von  C   darstellt.     Es   ist   nämlich    nach  Gl. 
(7.)  und  (8.)  vor.  No. 

(N'.)  *XC)  =  i?(0-R,(:). 

Ein  Umlauf  von  C,  welcher  \/R{C)  in  —  V-ß{C)  überführt,  führt  daher  auch 
V*XÖ  "1  -V^TO  über. 

Transformirt  man  die  Gleichung  (A.)  in  die  Variable  C  und  bezeichnet 
mit  e,,  Sj  zwei  Werthe  von  C,  welche  resp.  s^  =  ä^,  s^  =  d^  entsprechen,  so 
verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in 


io. 

Ifür  diejenigen  Werthe  von  C,  welche  wir  mit  y  bezeichnet  haben,  erhält 
«  jeden  beliebigen  "Werth  (s.  No.  1),  es  sind  daher  diese  Werthe  y  singulare 
2äJ  Punkte  der  Function  s  von  C  (Gl.  (K.)),  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
eine  Entwickelung  von  z  nach  steigenden  Potenzen  von  C  — k  mit  nur  einer 
endlichen  Anzahl  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  nicht  möglich  ist. 
Wir  wollen  für  solche  singulare  Punkte  dieselbe  Bezeichnung  wesentlich 
singulare  Punkte  anwenden,  welche  Herr  Weierstrass  für  eindeutige  Func- 
tionen angewendet  hat  (Abh.  der  Berliner  Akademie  Jahrg.  1876,  p.  11 — 15^;)- 

Da  die  "Functionen  P(C),  Q{C),  J?(C)  in  einem  wesentlich  singulären 
Punkte  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  (cf.  Weierstrass  1.  c.  p.  59  —  60*1'), 
so  ergiebt  sich,  dass  -^^  =  C  für  einen  solchen  Punkt  von  s  unabhängig 
werden  muss. 

Demnach  sind  die  Werthe  Q  =  y  die  einzigen  wesentlich  singu- 
lären Punkte  der  Function  z  von  C- 

Ist  C  =  a  ein  Weith,  welcher  mit  keinem  der  wesentlich  singulären 
Punkte    coincidirt,   und   .?  =^  a    einer    der   beiden  Werthe   von  ^,   welche   ihm 
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nach  Gl.  (K.)  entsprechen,  so  ist  in  der  Umgebung  von  ^  =  « 

(1.)    ,-a  ^  c_,((;-«)~~  +  ,!_,,_„(:-«r^  +  ."  +  f„  +  r,(c-«r  +  c,{c-«)'  +  ---, 

wo  die  Anzahl  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  eine  endliche  mit  Ic 
bezeichnete  Grösse  ist. 

Ist  a  ein  singuläter  Punkt  der  Functionen  f{s)^  (£>{s),  so  ist  nach  No.  l 
in  der  Umgebung  von  s  ~  a 

(2.)       /-(.r  =  P„  +  P,log(^-«)  +  P,[]og(^-«}y+-.  +  PJlog(^-ß)]S 
wo    P^,  P^,  ...,  P^   in    der  Umgebung   von   s  =  a   nach    ganzen  Potenzen    von 
{s  —  ay  entwickelt    sind,    mit   nur   einer    endlichen  Anzahl    von    Gliedern   mit 
negativen  Exponenten. 
Aus  Gl.  (1.)  folgt 

(3.)  .-a=  (;-«)-*>_(:),  [=5 

wo  /(Q  für  C  =  «  weder  Null  noch    unendlich,   und    demnach    logyJC)    nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  (C  —  ß)     entwickelbar  ist. 
Demnach  ist 

(4.)     f{d^'  =  Pi^F[  log  (:-«)  +  p;  [log  (c  _«)]=  +  ...  +  p;  [log  (:  -  «)]'■, 

wenn  man 

(".)  (- 1)"  i  P.  +  P.+.('  + 1),  log  z  (C)  +  F,,S  +  2X  [log  Z  (0]^  +  - 

+p.^j-.[iogz(Qr-i  =  p;, 

ni{m~l)...(ui-l  +  l)   _ 

1.2...;  "'' 

setzt.  Die  Coefficienten  PJ,  P^',  . . .,  P^  sind  nach  steigenden  Potenzen  von 
C  — «  mit  rationalen  Exponenten  entwickelbar,  so  dass  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  nur  in  endlicher  Anzahl  auftreten.. 

Nach  Satz  IL  No.  8  ist  aber  f{sif  eine  zweiwerthige  Function  von  C, 
erhält  also  bei  Umläufen  von  C  nm  a  nur  zwei  Werthe,  während  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (4.)  durch  Wiederholung  dieser  Umläufe  unendlich  viele 
Werthe  annimmt.     Demnach  muss 
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sein.     Hieraus  folgt  aber 


Demnach  enthält  die  Entwickelung  von  f{s)  in  der  Umgehung 
von  s  =  a  keine  Logarithmen.  Da  '^{zf  =^  (^f{zf  ebenfalls  eine  zwei- 
werthige  Function  von  C  ist,  so  folgt,  dass  auch  die  Entwickelung  von 
'f(^)  keine  Logarithmen  enthält. 

Aus  der  Gl.  (4.)  ergiebt  sich 

(7.)  m  =  Pi 

d.  h.  es  ist  auch  f(^y  in  der  Umgebung  von  C  =  a  nach  steigenden  Totenzen 
z?]  von  C— a  mit  rationalen  Exponenten  entwickelbar,  derart  dass  die  Anzahl 
der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  eine  endliche  ist. 

Demnach  ist  C  =  k  auch  kein  wesentlich  singulärer  Punkt  für 
die  Function  f{sy  von  C. 

Es  sei  nunmehr 


8.) 


wo  e,  .  e*"  von  Null  verschieden  sind,     Setzt  man 


und  entwickelt  ^p-  nach  steigenden  Potenzen  von  (^  — «)",  so  erhält  man 
{9-}  C-«  =  9,(^-«)"+i.,(^.-#+-, 


Ist  der  Coefficient  p^  nicht  Null,  so  folgt,  dass  {s-a)"  in  der  Umgebung 
von  C  =  K  eindeutig  ist.  Ist  dagegen  q^  =  0,  so  kann  q^  nicht  ver- 
schwinden, weil  sonst  s-a  in  der  Umgebung  von  C  =  ß  mehr-  als  zwei 
Werthe   annehmen   würde,    was    mit    dem    Satze  I.    in   No.  8    in  Widersprach 
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Fasst  man  das  Vorhergehende  zusammen,  so  erhält  man  den  Satz; 

I.  Die  Functionen  s  und  fi/f  von  C  haben  dieselben  wesent- 
lich singulären  Punkte,  iind  zwar  sind  es  diejenigen  Werthe 
C  ^  y,  für  welche 

für  jeden  Wer th  von  ^.  Die  beiden  Werthe  von  z,  welche  einem 
nicht  wesentlich  singulären  Punkte  C  =  «  der  Function  s  von  C 
entsprechen,  sind  entweder  nicht  singulare  Punkte  der  Functio- 
nen f{ß)  und  '^[s)  oder  solche  singulare  Punkte  «,  dass  die  für  [2S 
die  Umgebung  von  a  gültigen  Entwickelungen  von  fiß),  tp(^)  keine 
Logarithmen  enthalten,  und  dass  in  der  Entwickelung  nach 
steigenden  Potenzen  von  (^  — «)" 

nicht  gleichzeitig  q^  und  p^  verschwinden.  Einem  Werthe  2,  für 
welchen  ff{z)dz,  Jff{£)d3  endliche  Werthe  erhalten,  entsprechen 
nur  nicht  wesentlich  singulare  Werthe  der  Function  z  von  C. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  hier  z  =  00  den  singulären  Punkten  beigezählt 
worden  ist. 

Aus  der  Gleichung 

(10.)  ■:  ~  cc  =  p,  (..  -  «r  +  p,(^'  -  «)^  +  ■  ■  ■ 

folgt  für  -^ 

a)  in  dem  Falle,  dass  p,  von  Null  verschieden  ist, 

(11.)  ii  =  (.-c./-"l.„+..(.-«r  +  ...j, 

b)  in  dem  Falle  aber,  dass  p^  verschwindet, 

(IIa.)  ^  =  (.-«r"^|A,  +  A,(^-«)''  +  -| 

wo  x^,  X^  von  Null  verschiedene  Grössen  bedeuten. 

Bezeichnen  wir  mit  (t  den  Exponenten  der  niedrigsten  Potenz  von  z~a 
in    der    Entwickelung    von    f{£}    in    der    Umgebung    von    is  =  a,    so    ist    nach 
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Satz  II.  No.  Z 


wo  k  die  Null    oder   eine   positive   ganze  Zahl  bedeutet.     Es    folgt   daher  aus 
Gl.  (E.),  dass  im  Falle  a) 

.9]  (12.)  Ä  =  («-<.)-•[<  +  ■/.;(.-«)"  +  ■■■], 

im  Falle  b) 

(12a.)  Ä  =  (,-a)~~^'^[K+K(^-ar +■■■]■ 

Im  Falle  a)  ergiebt  sich  aiis  Gl.  (10.)  (s  —  ay  als  eindeutige  Function 
von  Q  —  cc 

(13.)  («-„)4  =  p,(i:_„)  +  p,(.:_„).  +  ..,. 

Im  Falle  b)  wird  (^  — «)"    eine  eindeutige  Function  von  {Q  —  «y 

(14.)  {s-ay   =  f,'^(r-af +  (,:(: -a)K-, 

wo  ftj,  ii[  von  Null  verschiedene  Grössen  bedeuten. 

Demnach  ist  nach  Gl.  (N.)  in  der  Umgebung  von  C  =  «  im  Falle  a) 

(16.)  v«c)  =  (;-«)-'l<+-<(.:-«)  +  ...i, 

im  Falle  b) 

(15a,)  v«0  =  (c-<.)"T'|i;'+jr(c-«) +  ■■■!, 

WO  /.",  x'^  von  Null  verschieden  sind. 

Diese  Gleichungen  finden  auch  statt,  wenn  C  =^  «,  .?  =  00  entspricht 
(s.  Satz  III.  No.  3). 

Hieraus  folgt 

IL  Die  nicht  wesentlich  singularen  Punkte  der  Function  ^ 
von  C  sind  auch  nicht  wesentlich  singulare  Punkte  der  Func- 
tion ^(C). 

Sei  Q  ~  ß  ein  nicht  wesentlich  singulärer  Punkt  der  Function  0  von  C, 
für  welchen  W{C)  unendlich  wird,  von  der  Art,  dass  die  C  =  /i  entsprechenden 
beiden  Werthe  von  z  nicht  zu  den  singularen  Punkten  der  Functionen  /"(-?))  "^(.2) 
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gehören.     Ist  s  ^=  b  einer  dieser  Werthe,  so  muss  nach  Gl.  (N.)  F{h)  ~  0  [30 
sein  nnd  F(s)  in  der  Umgebung  von  s  =  b  die  Entwickelung  haben: 
(16.)  Fi^)  =  {,-iy[v,  +  v,{,-i) +  ■■■], 

WO  /  eine  positive  ganze  Zahl  und  v^  von  Null  verschieden  ist.    Man  hat  hier 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

k)  Es  ist  f(b)  von  Null  verschieden.  Alsdann  ergiebt  die  Gleichung  (E.) 
in  der  Umgebung  von  C  =  ß 

(17.)  .|-  ^  (,-by[v:  +  v[i.-h)  +  -], 

wo  v'  von  Null  verschieden.     Dm-ch  Integration  dieser  Gleichung  folgt 
.:_j5^-^-J-(^-i)"-'  +  -.- 

Da  s~b  eine  eindeutige  Function  von  (C  — /3)',  so  folgt,  dass 

1  ;  =  1    und 

(18.)  . 

wo  v"  von  Null  verschieden.    Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  -p^,-  folgt, 
dass  in  der  Umgebung  von  ^  ^  ß 

(19.)  VW)  =  i'-,(c-/3)""-  +  p,(c~^)^  +  -, 

wo  p^,  von  Null  verschieden. 

ß)  Es  sei  f{h)  =  0.  Da  nach  Satz  I.  No.  3  nicht  gleichzeitig  'p(6)  =  IJ 
sein  kann,  so  folgt,  dass  in  diesem  Falle  C  unendlich  gross  wird.  Gehört 
nun  C  =^  CO  nicht  zu  den  wesentlich  singulären  Punkten  von  s  als  Function 
von  C,  und  ist  in  der  Umgebung  von  0  =  b 

wo  e^  von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

(21.)  (^_;,)"j,;+,;(^_6)  +  ...|  =  1,  [3. 

wo  t^  von  Null  verschieden.      Da  .s~&  eine   einwerthige  Function  von  f-^j    in 
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der  Umgebung  von  C  ^  co  ist,  so  folgt:  entweder 


(18a.) 
oder 


.  1    und 

4^  ^4 


m  =  2    und 

<'*'■'  j.-»  =  <(|)%<g..... 

e"  in  beiden  Fällen  von  Null  verschieden. 

Ist  'y(i)  =  j-j,  so  ist  y^  von  Null  verschieden,  und  man  erhält 

F(s)  =  -}H%y,{s-hy''-'  +  ---, 
also 

F{ä)  y,    ^         ' 

Substituirt    man    hierin    die  Werthe  (iSa.)  und  (iSh.),    so    folgt,    dass    in    der 
Umgebung  von  C  =  oo  entweder 

(22.)  V'r(0  =  <'.(|J+(>.(y)'+'- 

oder 

(22a.)  V^XO  =  ?.(!)'+ (',(|)'+-- 

Demnach  ist  im  Palle  (3)  'F(C)  nicht  unendlich. 

Es  sei  nunmehr  C  =  ^  ein  Werth,  welcher  nicht  zu  den  wesentlich  singu- 
lären  Punkten  von  s  als  Function  von  C  gehört,  und  wiederum  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  die  beiden  ihm  entsprechenden  Werthe  von  z  nicht  zu  den 
32]  singulären  Punkten  der  Functionen  /"(j),  '^{z)  gehören,  tind  für  welchen 
¥(C)  verschwindet.  Ist  h  einer  der  beiden  zu  C  =  ^  gehörigen  Werthe  von  s^ 
so  muss  nach  Gl.  (N.)  f{h)  =  (i  sein.  Da  aber  nach  Satz  I.  No.  3  nicht 
gleichzeitig  ^(J)  verschwindet,  so  ergiebt  sich,  dass  jj  =:  co  sein  müsse. 

Ist  demnach  C  =^  co  nicht  ein  wesentlich  singulärer  Punkt  der  Function 
s  von  C,  und  wird  vorausgesetzt,  dass  '^{c<^  =  0,  und  bedeutet  z  =  h  einen 
der  beiden  Werthe  von  s^  welche  C  =  00  entsprechen  (nach  der  in  No.  2  ge- 
machten Bemerkung  entspricht  C  —  co,  wenn  dieser  Punkt  nicht  zu  den 
wesentlich    singulären  Punkten    der  Function  s   von   C    gehört,    keinem    singu- 
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lären  Punkte  der  Functionen  f{s"),  ^(sj),  so  ergeben  sich  eben  dieselben 
Gleichungen  (20.) — (22a.).  Die  vorhergehende  Untersuchung  ergiebt  den  fol- 
genden Satz: 

III.  Es  sei  C  =  ^  ein  endlicher  Werth,  welcher  nicht  zu  den 
wesentlich  singulären  Punkten  der  Punction  s  von  C  gehört. 

Ist  einer  der  beiden  Werthe  von  ^,  welche  C  =  ^  entsprechen, 
ein  Singular  er  Punkt  a  der  Functionen  f[z)  und  '-^(ßi),  und  be- 
zeichnet man  den  Exponenten  der  niedrigsten  Potenz  von  s  —  a  in 
den  für  f(ß)^^{ß)  in  der  Umgebung  von  a  bestehenden  Entwicke- 
lungen    mit  ^^ — —  — ,    wo    /c^=  0   oder   eine    ganze   positive  Zahl,    so 

bleibt  \jW{C)  entweder  mit  (C  — Z^)*"  oder  mit  (C  — /5)  "  multiplicirt  in 
der  Umgebung  von  C  =  (3  eindeutig  und  für  C  =  |5  endlich  und  von 
Null  verschieden.  Es  ist  der  erstere  Multiplicator  oder  der 
zweite  anzuwenden,  je  nachdem  3  in  der  Umgebung  von  ^  =  ß 
einwerthig  oder  zweiwerthig  ist.  —  Dasselbe  findet  statt,  wenn 
«  =  CO  und  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  —  mit 
■--■■■—-  bezeichnet  wird. 

Entspricht  dem  C  = /5  ein  nicht  singulärer  Werth  i;  =  6  der 
Functionen  /"(.?),  ^(^),  und  ist  f  (/i)  =  oo,  so  ist  {"i,- ßf  s^^iV)  in  der  [33 
Umgebung  von  C  ^^  ^  eindeutig  und  für  C  =  /^  endlich  und  von 
Null  verschieden. 

Die  Function  't'(C)  kann  für  keinen  endlichen  Werth  von  C 
verschwinden.  Gehört  C  ^  c>o  nicht  zu  den  wesentlich  singulären 
Punkten  der  Function  s  von  C,  so  ist  C^'l^CC)  oder  C  ^'^'"(0  i^i  der 
Umgebung  von  C  =  co  eindeutig  und  für  C  =  co  endlich  und  von 
Null  verschieden,  je  nachdem  s  in  der  Umgebung  von  C  =  co  ein- 
oder  zweiwerthig  ist. 

11. 
Nach  den  in  No.  2  bis  7  angestellten  Untersuchungen  verbleibt  uns  noch 
das  Verhalten    von   s^,  z^   als    Functionen   von   m^,  u^    zu   untersuchen,   in    der 
Umgebung  solcher  Werthe  u^=^  v^,  u,^  =  v^,  für  welche 

-.  =  '.  =  »,   ffe)  =  fM  =  «»),    T(«.)  =  iM  =  fW 

34» 


Hosted  by 


Google 


Zfaö  ÜBER  FUNCTtONEK  ZWEIER  VARIABELN. 

werden,  sei  es  dass  a  nicht  unendlich  wird  oder  mit  einem  singuläi-en  Punkte 
der  Functionen  /'(^),  '^[s)  zusammenfällt,  sei  es  dass  a  mit  einem  solchen 
Punkte  zusammenfällt  oder  unendlich  wird,  wenn  nur  ff{£)dz,  j^[s)ds  för 
s  =  ö  nicht  unendlich  werden. 

Ist  C,  =  ß  einer  der  Werthe  von  C, ,  welche  s  =  a  entsprechen ,  so  ist 
nach  Satz  I.  No.  1 0  ß  von  den  wesentlicli  singularen  l'ankten  der  Function 
s  von  4  verschieden. 

Ist  a  ein  singulärer  Punkt  der  Functionen  f(/)  und  '-fi^),  so  crgiebt  sich 
ans  der  Forderung,  dass  Jf{s')ds,  ['^{sjds  für  s  =  a  nicht  unendlich  werden, 
nach  den  in  No.  1  und  2  gemachten  Voraussetzungen,  dass  die  Entwickelungen 
von  f{^)  und  cp  (s)  in  der  Umgehung  von  z  =  a  keine  Logarithmen  enthalten, 
und  dass  nach  Satz  II.  No,  3  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  s  —  a 
die  Form  ■~""'^-  habe. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  im  Satze  III.  No.  10  Ä  =  0,  so  dass  diesem 
Satze  gemäss  in  der  Umgebung  von  l,  =  ß  entweder 

(1.)  <Jwjr:)  =  -.,  +  -.^(r.-ß)  +  ... 

oder 

^vo  Sj,,  s_j  von  Null  verschieden. 

Ist  ö  :=  CO  oder  ein  nicht  singulärer  Punkt  der  Functionen  f{£)  und  <f  (^), 
und  ß  ein  endlicher  Werth,  so  hat  nach  demselben  Satze  \/1^(C)  in  der  Um- 
gebung von  t,  =  ß  wiederum    eine    der  beiden  Entwickelungen  (1.)  oder  (la.). 

Ist  aber  ß  —  co,  so  ist  entweder 

(2-)  0r(!)  =  ?.({)'  + <',(|)'  +  '- 

oder 

(2a.)  VW«  =  (..({)■+ (.,(|)'+-, 

pj,  p^  von  Null  verschieden. 

Wir  setzen  gemäss  Gleichung  (K.) 
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nnd  gemäss  Gleichung  (N.) 

(4.)  ■  ^J-J-  =  V5^J,      ^5^  =  ^»X«. 

Der  Voraussetzung  gemäss  ist  £:^  ^  s^  —  a  für  ^^  —  4^  =  /5.  Es  erhalten 
also  auch  \/^ß(CJ,  V^ICJ  für  ^^  =  C^  ^  ^  dasselbe  Vorzeichen.  Deshalb  haben 
auch  -^,  -^  für  C,^  =  t,^  =  ß  gleiche  Werthe.  Da  aber  vorausgesetzt  worden, 
dass  f(3j  =  f(^J=f(a),  so  folgt  aus  der  Gl.  (E.)  und  den  Gin.  (4.),  daas 
V¥(CJ,  V*TCJ  fiii-  t,^  =  Q^  =  ß  dasselbe  Vorzeichen  erhalten. 

Durch  die  Substitutionen  (3.)  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (A.)  in 
(A,.) ,  und  man  erhalt  aus  diesen  in  der  Umgebung  von  i\  —  v^ ,  m^  =  v^ : 

a)  Wenn  die  Gleichung  (1.)  stattfindet:  [35 


(6.) 


wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

(6.)  :.-ii  =  f„  '-,-?  =  t,. 

Da  die  Gheder  der  beiden  Reihen  die  Form  haben 

const.  (C+O) 

so   lassen    sich    dieselben    so    umformen ,    dass    sie   nach,   positiven   ganzen  Po- 
tenzen von 

(7.)  ;,  +  ](,  =  w,,    t\  +  tl  =  iv^ 

entwickelt  erscheinen : 

(  •'.-".=  •.».+1".+-. 

WO  wir  bloss  die  Glieder  erster  Dimension  verzeichnet  haben. 

Da  £^((5e^+ e^)  — ^e^Sj  =^  e'  von  Null  verschieden,  so  ergeben  nach  dem 
Satze  von  Jacobi,  welchen  wir-  in  No.  2  citirt,  die  Gleichungen  (8.)  w^,  w, 
als   nach   positiven   ganzen  Potenzen  von  **j  —  ^-'i !  *',  — «,  fortschreitende  Reihen. 
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Demnach    sind  tv^,  w,^   in    der  Umgebung   von   ii^  =  -ü,,  u^  =  v^    eindeutig,    also 
haben  Ci  +  4j  un^  C^a  dieselbe  Eigenschaft. 

b)  Wenn  die  Gleichung  (]a.)  erfüllt  ist,  so  folgt 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

3ö]    {6a.)  {:,~ßf  =  t„     (C_,-ßf  -  h. 

Die  Glieder  der  beiden  Reihen  haben  die  Yorm 

coiist.  (ij"'''''+  ij""*"'). 

Die  sämmtlichen  Glieder  sind  also  durch  f,  +  t^  theilbar.  Werden  also 
M  — f,,  Wg  — Ug,  ij,  ij  unendlich  klein,  so  sind  die  Glieder,  welche  auf  '^s_^{t^+t^) 
resp.  2ßs_^{t^  +  t^)  folgen,  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  als  diese 
letzteren.  Demnach  sind  u^  —  v^,u^  —  v^  gleicher  Ordnung  mit  t^  +  t^.  Multi- 
pHcirt  man  die  erste  der  Gin.  (5a.)  mit  ß  und  subtrahirt  die  zweite,  so  ergiebt 
sich,  dass 

unendlich   klein    von    höherer  Ordnung   als  t^  +  i^,    demnach    höherer  Ordnung 
als  u^  —  t\  oder  u^  —  v^,  d.  h.  es  muss 

(9.)  |S(...-».)-(«,-i-,)  =  0 

sein. 

Demnach  rücken  ^j,  C,^  in  denselben  Werth  ß  nur  ein,  wenn  zwischen 
den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen  u^,  ti^  in  v^,  v,^  eintreffen,  die  Relation 
(9.)  besteht. 

c)  Für  den  Fall  des  Bestehens  der  Gleichung  (2.)  ergiebt  sich: 

j  ti^~v,  =  ~UÄil  +  il)-l-9M  +  il) , 


(5b.) 
wenn  man 

(6b.) 
setzt. 


Q, 
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Die  Reihen  (5b.)   gestatten   wieder   eine    derartige    Umformung,    dass    sie 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

(7a.)  if,  +  4  =  tv, ,     tl+tl  =  w, 

entwickelt  erscheinen : 

I  II,  — v^  —  —  vPsWjH — ,  [37 


la.) 


Mit  Hülfe  des  citirten  Satzes  von  Jacobi  folgt,  dass  w^,  w^  sich  in  der 
Umgebung  von  u^=:v^,u^^  v^  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  «fi  — ■!',,  \  —  v^ 
entwickeln  lassen.  Es  sind  demnach  w,,  i(?j,  folglich  auch  C, +  Cä  und  C,Ca  ii^ 
derselben  Umgebung  eindeutig. 

d)  Findet  endlich  die  GL  (2a.)  statt,  so  ist 

(6c.)  ! 

wenn  man  setzt : 

(6c.)  :r^  =  h,  cr^  =  '.- 

Die  Glieder  der  Reihen  sind  sämmtlich  durch  t^  + 1^  th eilbar.  Werden 
also  «*i  — v,,  «fj  — Vj,  i,, /^^  unendlich  klein,  so  wird  m,  — k,  von  höherer  Ordnung 
als  ^, +  i,,  während  %  —  v^  von  gleicher  Ordnung  mit  t^-vt^  ist.  Es  findet  also 
wieder  zwischen  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen  «,,  m^  in  «j,  «,  ein- 
treffen, eine  Relation  statt.  Eür  willkürliche  Wege  von  u^,  u^  werden 
daher  nicht  C,i  C,  gleichzeitig  unendlich  gross. 

In  der  Umgebung  von  C  =  /^i  wenn  die  Gleichung  (1.)  besteht,  und  von 
^  ^  CO,  wenn  die  Gleichung  (2.)  erfüllt  ist,  ist  \/'^^(');  folglich  nach  einer  Be- 
merkung in  No.  9  auch  ^i^(C)  eindeutig. 

Entspricht  daher  unter  gleicher  Voraussetzung  den  Wertlien  ^^  =  4,  =  (5 
oder  C,  =  Cj  =  oö  das  Werthenpaar  u^  =  v^,  ii,^  =  v^,  so  werden  V-ß('i))  '^^{Qt 
wenn  u ,  ti^  in  hinlänglicher  Nähe  an  v^,  v^  um  diese  Werthe  Umläufe  voll- 
ziehen, ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  daher 

e(i:,) ms  +  a(Q Wy,   e(c,) \im:)e(Q VS(y 

in  derselben  Umgebung   eindeutig   sein,    wenn  G{Q  eine    eindeutige  Function 
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TOn  C  bedeutet.  Sind  daher  2^,  s^  diejenigen  Werthe  von  ^,  welche  den 
Werthenpaaren  (^,,  \/i^(Ci)),  (^j,  V-^(^s))  nach  den  Gleichungen  (3.)  entsprechen, 
38]  so  folgt,  dass  ^,  +  Äj  und  z^s^  in  der  Umgebung  derselben  Werthe  m^,  «(^ 
eindeutig  sind,  in  deren  Umgebung  sich  C,  + C31  C,C/ eindeutig  verhalten. 


Aus  den  vorhergehenden  Entwickelungen  geht  hervor,  dass  unter  der  in 
No.  2  gemachten  Voraussetzung  die  durch  die  Gin.  (A.)  definirten  Functionen 
5,,^^  der  Vai-iabeln  m,,  «t,  Wurzeln  einer  quadi'atischen  Gleichung  sind,  deren 
Goefficienten  für  endliche  Werthe  der  willkürlichen  Variabein  «j,  u^  sich  ein- 
deutig verhalten.  Wenn  7,^,  y^^,  j-^^,  y^^  willkürliche  Grössen  bedeuten,  so  sind 
die  Grössen 

endlich  für  jedes  endliche  Werthenpaai-  von  M^,  t(,,  unendlich,  wenn  eine  oder 
beide  der  letzteren  Grössen  unendlich  gross  werden.  Es  sind  also  auch  ohne 
die  Voraussetzung  von  No.  2  s^-\- s,-,  s^s^  eindeutige  Eanctioncn  von  «,,«(,  für 
alle  endlichen  Werthe  dieser  Veränderlichen. 

Fassen  wir  nunmehr  die  Untersuchungen  von  No.  2  bis  7  und  No.  1 J. 
zusammen,  so  ergiebt  sich  das  folgende  Resultat: 

Damit  die  durch  die  Gleichungen  (A.)  definirten  Functionen 
^,,  s^  der  willkürliclien  niid  von  einander  unabliängigen  Varialieln 
Mj,  i*j  einer  quadratischen  Gleichung  genügen,  deren  Goefficienten 
für  alle  endlichen  Werthe  dieser  Variabein  sich  eindeutig  ver- 
halten, wenn  die  Functionen  /■(=;),  9 (ä)  die  in  No,  1  angegebene  Be- 
schaffenheit haben,  sind  folgende  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingungen  zu  erfüllen:  Die  beiden  Functionen  f{z)  und  fp(j) 
dürfen  nicht  für  ein  und  denselben  endlichen  Werth  von  z  ver- 
schwinden. Der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  2  —  a  in  der 
Entwickelung  von  yf{i)\iS'^{z)  (7,  5  willkürliche  Grössen)  in  der  Um- 
gehung eines  singnlären  Punktes  a  der  Functionen  f{s),^{s)^  muss 
eine  negative  Zahl  sein,  welche  entweder  die  negative  Einheit 
39]  nicht  übersteigt,  oder  den  Werth  ~1+—  hat  (w  eine  positive  ganze 
Zahl).  Dagegen  muss  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  y 
in    der   für    die    Umgebung   von  .?  =  00    gültigen   Entwickelung    von 
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J'A(^)  +  ^?(^)  entweder  eine  Zahl  sein,  welche  die  positive  Einheit 
nicht  übersteigt,  oder  den  Werth  1  +  ^  hat  {n  eine  positive  ganze  Zahl). 
Die  durch  die  Gleichung  (D.)  definirte  Function  s  von  C  darf  nicht 
mehr  als  zweiwerthig  sein  (GL  (K.)),  während  f(s)  als  Function  von 
t  die  durch  die  Gleichungen  (L.),  (L'.)  festgesetzte  Beschaffenheit 
haben  muss. 

Heidelberg,  December  J88(). 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesefst: 

S.  242,  Zeile  12  a^ßl-nißa  statt  a^ß'„-a't,ß„, 

„    245,  246  in   den  Gleichungen  (2.),  (4.),  (5.)   und    S,  245   in  den  Fumeln  Zeile  12,  9  und 
2  v.u.  C(  an  Stelle  von  cj+i,  Kj+i  an  Stelle  von  c^.i.,  und  «j  an  Stelle  von  «j+,, 
„    249,  Zeile  7  wenn  statt  dass, 
,      „  ,  Gl.  (9.)  +££l-(aj_üji  statt  --|^(j,-6,)i 

und  +£y-(^,-6,)i  statt  -y-(2,-fei)t, 
„    253,  Gl.  (3.)  f^iß)  statt  ^a(^), 
„    265,  Zeile  9  y.  ii.  p)  Es  sei  statt  Ks  sei  ß), 
„    266,      „     4  T.  u.  bedeutet  z  ^b  einen  statt  es  sei  ^  =  fc  einer. 
Es  wurde  hinzugefügt ; 

S.  252,  Zeile  1  das  zweite  »von«, 

„    269,  in  der  ersten  der  Gin.  (5,)  und 

„    271,  in  der  zweiten  der  Gin.  (8a.)  -i — . 

2)  Eine  französische  Übersetzung  dieser  Abhandlung  (von  Herrn  Stephakos)  ist  im  Bulletin  desSciences 
mathematic[ues,  2«  sör.,  t.V,  1381,  S.  52-89  erschienen,  Sch. 
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SUR  LES  FUNCTIONS  BE  DEUX  VARIABT,]i:S  QU!  NAISSENT  DE  L'IN- 

VERSION  DES  INTEGRALES  DE  DEUX  FUNCTIONS  ÜONNIilES. 

(Extrait  d'une  Latti-e  adressee  h  M.  Hermite,) 

(Comptes  reiidus  hebdomadaires  des  Söaiices  de  TAcad^mie  dea  Sciences,  t.  92,  Paris  1881.) 


(S^anee  du  Lundi  6  Juin  1881,  p.  1330— 1331.J 
J'ai  public  sous  ce  titre,  dans  les  Memoires  de  la  Societe  royale  [1330 

de  Göttingue  (t.  XXVII)'),    un  travail   dont  voici    les  principaux  rcsultats. 
Je    considere  des   fonctions  f{&),  9{^))    uniformes    oii    non   uiiifotmes,    qui 

admettent  pour  les  points  critiques  s  :=  a  et  .?  ^=  00  des  developpements  suivant 

les  puissances  entieres  de 


{s  —  a)     011    —1 


(ji  etant  entier  et  positif),  le  iiombre  des  ternies  oü  les  exposants  de  ces 
pmssances  sont  negatifs  etant  fini.  J'admets  encore  que  ces  puissances  puis- 
sent  ^tre  multipliees  par  des  puissances  de  log(^  — «)  ou  log  —  ,  dont  les  ex- 
posants entiers  et  positifs  soient  toujouxs  linis.  Enfin,  je  pose  la  restriction 
que  les  plus  petits  exposants  de  ^—a  ou  de  — ,  dans  les  termes  multipli^s 
par  des  logarithmes,  ne  siu-passent  pas  l'unite  positive  ou  negative,  ce  qui 
revient  ä  dire  que  les  integrales  de  ces  termes  sont  respectivement  infinies 
pour  s  =  a  et  s  =  00. 
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8i  la  vaiiable  s  deciit  un  cliemm  entourant  ime  iniinitö  de  fois  ime  partie 
des  points  critiques,  il  peut  aniver  que  le  quotient 

'     m 

prenne  iine  valeur  y,  independante  de  s.  Je  suppose  alors  que,  z  decrivant 
le  m^me  chemin,  une  au  moins  des  integi-ales 

1331]  devieime  inilnie.  De  mime,  si  pour  une  valeur  determinee  £;  =  &,  et  en 
suivant  un  cliemm  d'une  etendue  iinie,  t,  acquiert  une  de  ces  valeurs  que  je 
viens  de  designer  par  y,  je  suppose  atissi  qu'au  moins  une  des  integrales 

devient  intinie  pour  s;  =  b. 

Cela  ^tant,  je  me  propose  de  trouver  les  conditions  necessaires  et  süffi- 
santes pour  que  les  fonctions  ^  ,  s^^  des  variables  independantes  w,,  u^,  d^finies 
par  les  cquations 


(A.) 


satisfassent  a  une  equation   du  second  dcgre  dont  les  coefficients    soient   uni- 
formes pour  toutes  les  valeurs  finies  des  vaiiables  u^,  u^. 

Les  fonctions  s^,  z^  ne  pourraient  cesser  d'itre  bolomorphes  que  lorsqne 
Mj,  u^  deviennent  egales  respectivement  aux  valeurs  v^,  w^  pour  lesquelles  l'une 
ou  l'autre  des  quantites  g^^  s^  devient  infinie  ou  egale  ä  un  des  points  criti- 
ques  des  fonctions  fii}-,  'f  (^),  ou  bien  quand  un  des  quotients 

acquiert  une  valeur  y  independante  de  z^  ou  s^ ,  ou  enfin  lorsque  les  quantites 
.^j,  s^  sont  liees  par  requation 


Hosted  by 


Google 


SllR  LES  FONCTIONS   DE  DEUX   VARIABLES.  277 

Mais  ici  l'oii  doit  faire  ime  remarque  importante,  qui  constitue  une  distinction 
caracteristique  entre  les  fonctions  d'nne  seiile  variable  et  Celles  de  plusieurs 
variables,  et  dont  11  suffit  de  donner  l'explicatioii  pour  notre  exemple.  Oa 
les  valeurs  de  s'^,  s^  qui  coiTespondent  aux  valeurs  u^  =  v^,  n^  =  v^  peuvent 
6tre  atteintes  quels  que  soient  les  derniers  elements  des  chemins  par  lesquels 
les  variables  m,,  Mj  tendent  aux  points  v^,  v^:  alors  les  points  «,,  v^  peuvent 
t'tre  des  points  de  ramification  des  fonctions 

<le  ti^,  «j,  c'est  a  dire  qui  ont  la  proprietc  que,  ti^,  u^  touniant  autour  de  i'^,  i\ 
les  fonctions 

changent  de  valeurs.  Qu  ces  valeurs  de  z^,  s^  ne  peuvent  ^tre  atteintes  qu'en 
supposant  une  relation  entre  les  derniers  elements  des  chemins  de  u^^  u^-.  alors 
les  points  w,,  «,  ne  peuvent  etre  que  des  points  d'ind^termination ,  mais  non 
de  ramification ,  .parce  que  Ton  suppose  que  les  variables  u^,  u  sont  indepen- 
dantes  Vune  de  l'autre. 


b. 
(Seaiice  dn  Lundi  13  Jnin  1881,  p.  1401-1403.) 

Je  montre  d'abord  que  les  fonctions  f{£),  (p{^)  ne  doivent  ätre  zäro  [1401 
pour  une  meme  valeur  finie  de  la  variable  z  et  que  l'exposant  le  plus  petit 
de  ^  — rt  dans  les  developpements  de  f{z),(^{z)  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  a  de  ces  fonctions  doit  ätre  un  nombre  negatif  qui  ou  ne  sui-passe 
pas  l'unitc  negative  ou,  si  la  puissance  n'est  pas  multipliee  par  un  facteur 
logarithmique,  peut  aussi  avoir  la  valeur  —  ^^  («  nombre  entier  positif), 
et  de  m6me  Texposant  le  plus  petit  de  —  dans  les  developpements  dans  le 
voisinage  de  ^  ^  00  est  un  nombre  qui  ou  ne  surpasse  pas  l'unitö  positive  ou, 
si  la  puissance  n'est  pas  multipliee  paa'  un  facteur  logarithmique,  peut  aussi 
avoir  la  valeur  1  +  —  (w  nombre  entier  positif). 

Je  recherche  alors  qnelles  sont  les  conditions  nöcessaires  et  süffisantes 
pour  que  les  valeurs 


Hosted  by 


Google 


278  auR  LEs  roNCTioKs  de  deux  variables. 

auxquelles  correspondent  des  valcurs  s^,  s^  liees  par   rcquation  (B.)  ne  soient 
pas  des  points  de  ramification  poiir  les  fonctions 

et  je  trouve,  en  posant 

les  conditions  quo  voici: 

Tout  Systeme  s^^  z^   qui    satisfait   ä  l'cqtiation  (B.)   doit   aussi   satisfaire  a 
rcquation 

Je  montre  alors  que,  pour  des  valeurs  finies 
aucun  des  quotients 

?('.)'    fM 

ne    peut   attcindre  une    des    valcuxs    que  j'ai    designees    ei-dessus    par    7,    et 
aucime  des  integrales 

//(,Jf!»„  JV(»,)äj.,  //■(»,)<!»„  /9(«,)&„ 
en  supposant  les  chemins  d'integi^ation  finis,  ne   devient  infinie,   sinon  il  y  a 
ime  relation  entre  les  derniers  elements  des  chemins  par  lesquels  m^,  u^  tendent 
aux  points  v^,  v^. 

1402]  La  coexistence  des  equations  (B.)  et  (C.)  entraine  les  theoremes  suivants; 
En  posant 

(-)  ^  =  =. 

et  considerant  ^  comme  fonction  de  C,  s  doit  avoir  au  plus  deus  valeurs  pour 
une  valeur  donn^e  de  C;  donc 

(E.)  .  =  P(C)  +  Ö(QV^, 

oü  P(C),  Q{C),-R(C)  sont  fonctions  uniformes  de  C 

De  m^me,  la  fonction  ({sf.,   comme  fonction  de  C)  n'a  pas  plus  de  deux 
valeurs  pour  une  valeur  donnee  de  4;  donc 

Ä(4),  T{Q  etant  fonctions  uniformes  de  l,. 
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On  a  de  möme,  pour  f(s) 

(G.)  m  =  fö,(Oii(c)  +  -P.(:)V^(cl]VÄ«, 

en  posfint 

-§  =  -?,(':)  + ft(0V5(Ö. 

Jij(C)  etant  uije  fonction  umforme  de  C  teile  que  les  chemins    de  la   variable 
i^,  qiü  changent  V^CO  en  — \/^i^{0,  ne  changent  pas  la  fonction  \/Ä,{Q. 
En  posant 

! ,.,  ^  p(c,)+«(«Vß(0 

et 

(j.)  «0  =  -E(ojac), 

les  eqnations  (A.)  se  transfornient  en 

(    £   ^W)K+f"   \/4(C)(!C  =  »., 


(A,.> 


en  dösignant  par  s^,  e^  deux  valeurs  de  'Q  correspondautes  aux  valeurs        [1403 

respectivement. 

Je  montre  alors  que  les  fonctions  .s  et  fi/f,  considerees  comme  fonctions 
de  L,,  ont  les  meines  points  singuliers  essentiels,  savoir  les  valeurs  y  pour 
lesquelles 

m     ^ 

pour  toute  valeur  de  s.  Les  deux  valeurs  de  z  qui  coii'espondent  ä  un  point 
t,  =  K  non  essentiellement  singulier  pour  la  fonction  ^;  de  C  sont  ou  des  points 
non  singuliers  de  f{z)  et  cp(^)  ou  des  points  singuliers  ^  =  a  de  ces  fonctions, 
tels  que  leurs  d^veloppements  dans  le  volsinage  de  s  =  a  ne  contiennent 
point  de  logaiithmes.     H  faut  de  plus  que,  dans  l'expression 
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les  coefficients  q^  et  q^  ne  s'aiinulent  pas  simultanenient,  et  eiitiii  qu'ä  toute 
valeur  de  s  qui  ne  rend  pas  infinies  les  integi'ales 

ne  eorrespondent  que  des  valeurs  de  C  non  esscntiellement  singulieres  poitr 
la  fonction  s  de  C,. 

Je  dcmontre  alora  les  theoremcs  que  voici: 

Soit  C,  ^  ß  une  valeur  finie  non  essentiellement  singuliere  pour  la  fonction 
s  de  C-  Si  l'une  des  deux  valeurs  de  s  qui  correspondent  k  C,  =  ß  est  un 
point  singulier  s  =  a  des  fonctions  f{^),  '-f  (^),  en  representant  par 

. — . Ü (/^  ^=  0   on  iin  entier  positif ) 

le  plus  petit  exposant  de  ^  — ff  dans  leurs  developpements,  dans  le  voisinage 
de  s  =  a,  l'une  des  qiiantitös 

est  uniforme  dans  le  voisinage  de  C  =  (5  et  ne  devient  ni  zero  ni  infinie  pour 
Q  =  ß.  Cela  a  lieu  egalement  pour  ,?  =  oo,  en  designant  l'exposant  le  plus 
petit  de  —  par 

n  +  1-  fc 
n 

Si  a  la  valeur  II,  ^^  ß  corresiTond  une  valeur  non  singuliere  b  des  fonctions 
/'(s),  9(s),  mais  qu'on  ait  'i(^)  =  °°i  ^lors 

(c^/i)'V?(c) 

reste  uniforme  dans  le  voisinage  de  t,  =  ß.  La  fonction  i|>(Q  ne  peut  s'an- 
nuler  pour  aucune  valeur  finie  de  4-  Si  4  =  i^  n'est  pas  un  point  essentielle- 
ment singulier  pour  la  fonction  2  de  C,,  les  quantit^s 

ne  deviennent  ni  nuUes  ni  infinies  pour  ^  =  oo  et  sont  uniformes  dans  le 
domaine  de  s  =  cx>.  Au  moyen  des  equations  (Ä.),  je  demontre  alors  que 
^,  +  s^  et  s^s^  sont  des  fonctions  uniformes  de  u^i  u^  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  ces  variables. 
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ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  gesetzt: 

S.  278,  Zeile    8  v.  u,  das  zweite  s  statt  z-n 
„    260,      „      14,  15  ;  =  /?  statt  z  ~  ß. 


PuuliE,  inlitliein.  Wer: 
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XXXVIL 

SUR  ÜNE  :fiQUÄTION  DIFFERENTIELLE  DE  LA  FORME  f{u,~)  =  0. 

(Extrait  d'iine  lettre  adressee  h  M,  Hermitb.) 

(Comptes  rendus  hebdomadaires  des  Seances  de  rAeademie  des  Sciences,  t.  93,  Paris  1881, 

p.  1063—1085;  Seance  da  19  Döoembre  1881.) 


Je  vous  ai  dejä  parle  du  prix  que  j'attaclie  ä  la  mctliode  poui'  integrer  [1063 
les  cquations  difFerentielles    de  la  forme 


4'S) 


■  0, 


que  vous  avez  donnee  dans  vos  Le^ons  ä  l'Ecole  Polytechnique.  Je  crois 
qu'il  serait  possible  d'en  tirer  le  Tableau  de  toutes  les  eqnations  de  ce  genre 
qui  admettent  pour  Solutions  des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Voici 
un  exemple:  aupposons  que  Ton  cberehe  toutes  les  equations 

(1.)  (i?j)'=r(,.)  =  („_„,)"■(»-«,)"•... 

qui  s'integrent  par  des  fonctions  uniformes  et  doublement  periodiques,  probleme 
qu'ont  resolu  MM.  Beiot  et  Bouquet.  La  difficult^  pxincipale  qu'il  faut  [1064 
vaincre  cousiste  dans  la  determination  des  denominateurs  des  fraction  ^,  sup~ 
pos^es  reduites  ä  leur  plus  simple  expression.  Ou  y  parvient  comme  il  suit, 
eu  employant  voti'e  methode  d'intcgration.     Je  pose 

«*         ft,- ' 
ou  V.,  j(.  n'ont  aucun  diviseur  commun,  et  semblablement 
n,  +  n,  +  ---    ^    v^ 

m  II ' 

V  et  II  etant  preraiers  cntre  eux.     C'ela   pose,   si  l'equatiou  (i.)  est  integrablc 
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par  des  fonctiöns  uniformes  et  doublement  periodiques,  il  faut  que  le  nombre 
P,  designant  la  classe  de  la  fonction  algebrique  vj  de  «,  definie  par  l'equation 

(2.)  ,-  =  F(„) 

soit  ^gal  ä  l'unite.  Nommons  (o  le  nombre  des  points  de  ramification  simple 
de  eettc  fonction,  et  employons  une  formule  connue  de  Riemann  (Theorie 
des  fonetions  ABELiennes,  Journal  de  Borchardt,  t.  54,  no.  7^)) 

.n~2m  =  2(^7-1); 
vous  voyez  quon  en  conclut 

(3.)  ,»  =  2». 

Or ,  dans  le  point  a .  se  confondent  — —  m  points  de  ramification  simple ; 
d'ailletirs  les  entiers  «^,  n^,  ...  n'ont  point  tous  un  meme  factenr  commun  avec 
le  nombre  m,  et  comme,  dans  s  =  oo,  se  confondent  encore  ^^^~—m  points  de 
ramification  simple,  l'equation  (3.)  donne: 

(4.)  C-]   =  S-  +  -, 

en    designant   par  i,  le  nombre    des   points    a^,  a^,  ...    pour   lesquels   fi  >- 1,    le 
signe  S  se  rapportant  a  tous  ces  points. 
De  cette  equation  resulte  d'abord 

(5.)  C>2, 

1065]  et  d'autre  part,  ayant 

f  .■  ä  2 ,     (i  >  1 , 
on  conclut  de  1' equation  (4.) 

(6.)  C<4. 

On  a  donc  ces  trois  cas  a  distinguer; 

I.  r^2,    ±  +  JL  +  i=i; 

IL  C  =  3,    A^A  +  A  +  1^,. 


iii.  :  =  4,  ^  +  _  +  _  +  _  +  _  =  3. 

ftj  ft,  fig  f*,  (l 

Les  Solutions  de  ces  equations  foumissent  le  'l'ableau  qu'ont  doime  MM. 
Briot  et  BouQUET  dans  le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  (XXXVF 
Oahier,  p.  222). 

I)  Werke  (IM),  p.  1«.    .ScIi, 
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ÜBEE   FUNCTIONEN,   WELCHE   DUECH   TJNEAEE   SUBSTITUTIONEN 
UNVEEÄNDEET  BLEIBEN. 

{Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der  Gr.-Ä. -Universität, ' 
Göttingen  1882,  Nr.  5,  4.  März  1882,  Sitzung  am  4,  März;  S.  81—84.) 


In  einer  Note  d.  d.  30.  December  18S],  welche  Herr  F.  Klein  einer  [si 
in  den  Mathematischen  Annalen  unter  dem  17.  December  1881  gedruckten  [82 
Arbeit  des  Herrn  H.  Poincare  in  Paris :  »sur  les  fonctions  uniformes  qui  se 
reproduisent  par  des  substitutions  lineaires«  angehängt  hat,  sagt  Herr  Klein, 
dase  ich  über  die  Functionen ,  welche  durch  lineare  Substitutionen  unverändert 
bleiben,  nirgends  etwas  veröffentlicht  habe. 

Dieser  Ausspruch  ist  nicht  den  Thatsachen  entsprechend.  Ich  begnüge 
mich  zum  Nachweis  der  Unrichtigkeit  desselben  meine  folgenden  Arbeiten  zu 
citiren : 

i .  Meine  Arbeit :  »sur  quelques  proprietes  des  integrales  des 
equations  differentielles,  auxquelles  satisfont  les  modules  de 
periodicit6  des  integrales  elliptiques  des  deux  premieres  espeees. 
Extrait  d'une  lettre  adressce  ä  M.  Hermite,  Bohchardts  Journal  für 
die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  83,  p.  13,  November  1876^). 

In  dieser  Arbeit  ist  ftir  die  in  dem  Titel  genannten  Differentialgleichungen 
die  durch  die  Gleichung 
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detinirte  Function  s' von  C,  (wo  f{z),<^[s)  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
bedeutet)  einer  eingehenden  Behandlung  unterworfen  worden. 

2.  In  meiner  Arbeit:  »Über  eine  Klasse  von  Functionen  mehre- 
rer Variabein,  welche  durch  Umkehrung  der  Integrale  von  Lö- 
sungen der  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Co- 
e f f i cienten  entstehen"  in  Borchardts  Journal  für  die  reine  und  ange- 
83]  wandte  Mathematik,  Band  89,  p.  151,  14.  Februar  1880^),  habe  ich  für  die 
allgemeinen  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung ,  die  durch  die 
Gleichung 

delinirte  Function  3  von  l,  (wo  f\z),  cp(0)  wieder  ein  Fundamentalsystem  von 
Integralen  bedeutet)  als  Grundlage  füi'  meine  dortigen  Untersuchungen  einge- 
führt (S.  daselbst  p.  158^)).  (Vergl.  auch  die  Notiz  in  den  »Nachrichten  der 
Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  vom  4.  Februar  1880^, 
worin  die  Resultate  der  vorgenannten  Arbeit  angegeben  sind.  —  Vergl.  auch 
meinen  Brief  an  Borchaudt,  veröffentlicht  in  Borchardts  Journal,  Bd.  90, 
p.  71')). 

Wie  aus  Briefen  hervorgebt,  mit  welchen  unmittelbar  nach  Erscheinen 
meiner  unter  2,  bezeichneten  Arbeit  HeiT  Poincare  mich  beehrte,  hat  dieselbe 
Herrn  Poincare  zu  seinen  ausgezeichneten  Untersuchungen  über  die  Functionen, 
welche  durch  lineare  Substitutionen  unverändert  bleiben,  den  divecten  Anlass 
gegeben. 

Ich  unterlasse  es  in  eine  Erörterung  darüber  einzutreten,  in  wie  weit 
meine  beiden  vorgenannten  Arbeiten  auf  die  Arbeiten  des  HeiTn  Klein  einen 
Einfluss  ausgeübt  haben  mögen.  Ich  begnüge  mich  vielmehr  eine  Note  des 
Herrn  Klein  anzuführen,  welche  Bezug  nimmt  auf 

'A .  meine  Arbeit :  »Über  die  linearen  Di f f e rentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welche  algebraische  Integrale  besitzen,  und 
eine  neue  Anwendung  der  Invariantentheoxie«  in  Borchäkdts  Journal, 


i)  S,  199  dieses  Bandes.    Seh. 

a)  Alih.  XIX,  8. 185  ff.  dieeee  Uandss. 

1)  Abh.  rSXIV,  S.  aSä  tf.  diosea  Bnnaes, 
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Band  81,  p.  97,  Juli  1875^).  (Vergl.  auch  die  Angabe  der  Resultate  dieser 
Arbeit  in  den  Nachrichten  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  Juli  1875^.) 

Die  Note  des  Herrn  Klein,  welche  auf  diese  Abhandlung  Bezug  nimmt,  [84 
steht  in  seinem  ersten  Aufsatze  über  lineare  Differentialgleichungen.  Dieser 
befindet  sich  in  den  Mathematischen  Annalen,  Band  XI,  p.  115  sqq.  In  der- 
selben (p.  ]  1  8)  bemerkt  Herr  Klein,  dase  er  durch  das  Studium  meiner  unter 
3.  erwähnten  Arbeit  zu  seinen  Entwickelungen  veranlasst  worden  sei. 

Heidelberg,  Februar  J882. 
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ÜBEE  LINEAKE  HOMOGENE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 

ZWISCHEN  DEREN  INTEGRALEN  HOMOGENE  RELATIONEN 

HÖHEREN  ALS  ERSTEN  GRADES  BESTEHEN. 

(Sitzungabericlite  der  Königl.  preussisclien  Akademie  der  "Wissenschaften  zu  Berlin, 
1882,  XXS,  S.  703—710;  vorgelegt  am  8.  Juni;  ausgegeben  am  29.  Juni.) 


Ein  Fimdamentalsystem  von  Integralen  einer  homogenen  linearen  [703 
Diiferentialgleicliiing  ist  dadurch  characterisirt,  dass  zwischen  den  Elementen 
des  Systems  keine  homogene  Gleichung  ersten  Grades  mit  constanten  Coefii- 
cienten  stattfinden  darf.  Man  kann  aber  voraussetzen,  dass  zwischen  den 
Elementen  homogene  Relationen  höheren  Grades  bestehen.  Ist  die  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  die  m'%  so  ist  nur  erforderlich,  dass  die  An- 
zahl solcher  Relationen  nicht  grösser  als  m  — 2  sei.  Es  ist  alsdann  die  be- 
sondere Natur  der  Integrale  unter  Voraussetzung  solcher  Relationen  zu  er- 
gründen. 

Im  Folgenden  sind  die  hauptsächlichsten  Resultate  einer  Arbeit  angegeben, 
welche  ich  ausführlicher  zu  veröffentlichen  gedenke,  und  welche  ausser  einer 
Reihe  von  Sätzen  über  Differentialgleichungen  einer  beliebigen  Ordnung  die 
Lösung  des  eben  in  Anregung  gebrachten  Problems  für  den  F'all  der  Diffe- 
rentialgleichungen dritter  Ordnung  enthält. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Differentialgleichungen,  welche  algebraisch 
integrirbar  sind,  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen  gehören,  zwischen 
deren  Integralen  homogene  Relationen  bestehen. 

ruclm.mathem.Watie.    II.  37 
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1. 

Bs  sei 

eine  lineare  homogene  Differentialgleicliung  dritter  Ordnung  mit  in  s  rationalen 
704.]  Coeffi-cienten ,  gehörig  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen,  welche 
sich  in  meiner  Arbeit  (Borchardts  Journal  für  Mathematik  Bd.  66,  S.  146^) 
Gl.  (12.))  characterisirt  finden,  und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  AVurzeln 
sämmtlicher  determinirender  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen  sind, 
und  dass  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  von  Integi'alen 
der  Gleichung  (Ä.)  y^,  j/^,  y^  eine  iiTeductibele  Gleichung 

stattfinde,  wo  [(y^^y^iy^)  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  ä'°" 
Grades  von  y,,y.^,y^  bedeutet. 

Bezeichnen  wir  mit  H{f)  die  HESSEsche  Covariante  von  f,  so  ist 

(l.)  H(f)  -  X{.} 

"Wurzel  einer  rationalen  Function  von  3,  welche  nicht  identisch  verschwindet. 
Substituirt  man  in  (A.) 
(2.)  y  =  X(.)rä„, 

SO  geht  dieselbe  über  in 

,, , ,  ä^v        ,  d^v        ,  dv 

Ist  v^,  v^,  i!j  das  y,,y,,  y^  entsprechende  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  Gleichung  (A'.),  so  ist 

Ist  s  ein  beliebiger  Werth,  und  nimmt  auf  geeigneten  Wegen  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  von  (A.)  für  s  =  z^  je  einen  gleichen  Werth  an, 
me  für  ä  =  s^  so  erhalten  v,,  f^,  «„  auf  denselben  Wegen  in  3^  Werthe, 
welche  aus  denen  für  z  durch  Multiplication  mit  derselben  Einheitswurzel 
hervorgehen. 


I)  Abu.  VI,  Banä  I,  S.  1 
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Ist  n   grösser  als  Zwei,    so   ist  ^,    eine    algebraische  Function   von  s, 
und  es  sind  sämmtliclie  Integrale  der  Gleichung  (A.)  algebraisch. 


Bezeichnen    wir    mit    m^,  w^,  h^   das    resp,    y^^  y^,  y^   entsprechende   Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  zu  (A.)  adjungirten  Differentialgleichung: 


ds^         dz'  äs 


(A".) 
so  finden  wir 

(C.)  ^  =  MiL,  (i=l,2,3) 

wo  M  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  £. 

Ist  insbesondere  n  gleich  Zwei,   so  ergiebt    sich  zwischen  p,q,r  in  [705 
der  Gleichung  (A.)  die  Relation: 

(1.)  2r  =  —  ly  -  Ipp'"  -  -^p"  +  Ipq  +  g'" , 

■wo  y  =  -j^,  q'"  =  -f^  gesetzt  ist,  und  man  hat 

(2.)  M  =  e~'^-^^'^'. 

Findet  umgekehrt    die  Relation  (1.)    statt,    so    besteht    zwischen    «/,,  y,,  y 
eine  Gleichung  (B.)  vom  zweiten  Grade. 

Bestimmt  man  zwei  Functionen  p^,  p^  aus  den  Gleichungen: 

(3.)  3p.  =p,     ^iyl+pT+^Po  =  (1,    P'"  =  %-> 

so  ergiebt  Gleichung  (1.) 

d.  h.  ist  n  gleich  zwei,  so  ist  die  Gleichung  (A.)  übereinstimmend  mit  derjenigen 
Differentialgleichung,  welcher  das  Quadrat  jedes  Integrals  der  Gleichung: 

genügt. 


*)  Verglejclio  über  die  Definition  adjungirter  Differentialgleichungen   meine  Arbeit  in  Bokchaedts 
1.  für  Mathem.  Bd.  76,  S.  183 '),  und  eine  Arbeit  des  Hrn.  Frobeniüs  in  demselben  Journal,  Bd.  77,  S,  245. 
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Es  seien  sämmtliclie  Integi'ale  der  Gleichung: 

mit  rationalen  Coefficienten,  algebraisch.    Gehören  zu  einem  beliebigen  Werthe 

2  genau  die  Werthe  s^,  s^,  ...,  s^_^  von  der  Beschaffenheit,  dass  auf  geeigneten 

Wegen  jeder    Quotient   zweier    Integi'ale    von    (1.)    in   s^,  s^,  ...,  s^^^  je    einen 

gleichen  Werth  erhält  wie  in  s,  so  kann  man  eine  rationale  Function  9(3)  von 

s  angehen,  von  der  Art,  dass  auf  denselben  Wegen  «/^(ä')    '''  in  ^j,  ä^^,  •■■,•^^-1 

Werthe    erhält ,    die    sich  nur    durch   Einheitswurzeln    als   Factoren    von    dem 

Werthe  von  y'^{s)    ''   in  s  unterscheiden,  wo  y  ein  willliürliches  Integral  der 

Gleichung  (1.)  und  ^  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Setzt  man 

(2.)  1/  =  '^ißfw, 

so  genügt  wi  der  Gleichung 

,„ ,  d'"''w         ,  .  ^'""'jw  ,  , 

(3.)  är-^  +  !/.«7,-ii=r  +  -+A.«»  =  0 

706]  mit  rationalen  Coefficienten.     Ein  willkürliches  Integral  dieser  Gleichung 
erhält   auf  geeigneten  Wegen  in  z^,  s^,  ...,  2^_^  Werthe,   welche    sich  von  dem 
Werthe  desselben  in  £:  durch  Einheitswurzeln  als  Factoren  unterscheiden. 
Es  sei 

w  (  =  (»-^)(«~äj...(«-^._,), 

wo  ß  eine  willkürliche  Grosse,  so  ist  t  eine  rationale  Function  von  ^. 
Die  Gleichung  (3.)  lässt  sich  in  eine  Gleichung: 

mit  der  unabhängigen  Variabein  i  transformiren ,  deren  Coefficienten  rationale 
Functionen  von  t  werden. 

Die  Gleichung  (5.)  besitzt  die  beiden  Eigenschaften,  dass  erstlich  zu 
einem  beliebigen  Werthe  t  kein  anderer  t^  gehört,  für  welchen  jeder  Quotient 
zweier  Integrale  der  Gleichung  (5.)  je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  wie 
in  t;  und  dass  zweitens  die  Anzahl  der  Werthe,  welche  ein  willkürliches  Inte- 
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gral  derselben  Gleichung  durch  alle  umlaufe  von  t  annimmt,  und  wovon  nicht 
der  Quotient  zweier  constant,  übereinstimmt  mit  der  Anzahl  der  Werthe, 
welche  ein  willküiiiches  Integral  der  Gleichung  ( 1 .)  durch  alle  Umläufe  von 
s  annimmt,  und  wovon  nicht  der  Quotient  zweier  constant. 

Ist  V  die  Anzahl  derjenigen,  allen  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein 
=;  entsprechenden  Werthe  eines  willkürlichen  Integrals  einer  linearen  homogenen 
algebraisch  integrü'bai'en  Differentialgleichung  m'"  Ordnung,  mit  rationalen 
Coefficienten,  von  welchen  Werthen  nicht  der  Quotient  zweier  constant,  so 
ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  s,  welche  zu  einem  Werthe  des 
Quotienten  zweier  willkürlicher  Integi'ale  derselben  Differentialgleichung  ge- 
hören, nicht  kleiner  als  — r, —  "■ 


Die  Gleichung  (B.)  können  wir  als  eine  algebraische  Gleichung  zwischen 

(1.)  n  =  ^,:=^^ 

betrachten. 

Wir  bezeichnen  nach  Riemakn  mit  p  die  Klasse  dieser  algebraischen 
Gleichung,  d.  h.  die  Anzahl  der  lineai-unabhängigen  Integrale  erster  Gattung, 
welche  zu  derselben  gehören. 

Seien  Z^,  Z^,  . . .,  /  solche  linearunabhängige  Integrale  erster  Gattung,  [707 
in  der  Form,  welche  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  äronhold*)  von  Clebsch 
und  Herrn  Gordan**)  für  die  AsELSchen  Functionen  eingeführt  worden  ist, 
so  dass  also 

(2.)  ÜJ,=^  J?i(y„y.>y.)  ^±c,y,dy,,         (1^1,2,. ..,p) 

sy^       ö«/^       ö»/, 

wo  '-fj—  0  eine  Curve  n  — 3**'^  Ordnung  darstellt,  welche  durch  die  sämmtlichen 
Doppel-  und  Kückkehrpunkte  der  Curve  (B.)  hindurchgeht. 
Wir  finden  zunächst 


(3.) 


Ö!/,  df/^  dij. 


^^f-i"-Hik"-v'- 


*)  Monatsbericlite  der  Akademie,  April  1861. 
**)  Theorie  der  AsBLsdiea  Functionen,  S.  2. 
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WO  X(0),Jli',  A  WuTzeln  rationaler  Functionen  von  s  sind,  und  zwar  X(^) 
dieselbe  Bedeiitung  hat  wie  in  Gleichung  (1.)  üSTo.  1,  M  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  Gleichung  (C),  und  endlich 

(4.)  A  =  g^^^"^. 

Wir  zeigen  alsdann,  dass  ^j,  tp^,  . . .,  tp  als  Functionen  von  s  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  einer  linearen  homogenen  DiiFerentialgleichung 
^ter  Ordnung 

(^■)  ^  +  «.S^^--  +  e.»  =  <' 

mit  in  z  rationalen  Coefticienten  bilden. 

Giebt  es  einen  Umlauf  XJ  von  ^,  welcher  y^,  i/^,  y^  resp.  in  ij\^  y[,  y[  über- 
führt und  zugleich  den  Quotienten  l  zweier  willküiiicher  Integrale  der  Glei- 
chung fD.")  ungeändert  lässt,  ohne  dass  li  ==  i^  ■%  =  ■^,- so  muss  eine  zwei- 
malige  Anwendung  dieses  Umlaufes  — ,  —  ungeändert  lassen. 

Ist  V  die  Anzahl  der  allen  Umläufen  von  ^  entsprechenden  Werthe  eines 
willkürlichen  Integi-als  der  Gleichung  (A.),  wovon  nicht  der  Quotient  zweier 
constant,  so  ist  ^v  oder  v  die  Anzahl  der  allen  Umläufen  von  s  entsprechenden 
Werthe  eines  willkürlichen  Integrals  der  Gleichung  ( D.) ,  wovon  nicht  der 
Quotient  zweier  constant,  je  nachdem  es  Umläufe  der  Art  U  giebt  oder  nicht 
giebt. 

Die  Anzahl  der  Stellen  (v),  Q  der  RiEMANNschen  Fläche,  welche  einem 
gegebenen  AVerthe  des  Quotienten 

e'i'?, +  «'■>'?,  + ■■■  +  «p'?p' 

708]  wo  Cj,  Cj,  ...,  c  ,  c[,  c'^,  ...,  c'  willkürliche  Constanten,  entsprechen,  ist  be- 
kanntlich 2p -'2*). 

Ist  daher  die  Gleichung  (A.)  so  beschaffen,  dass  nicht  jeder  Quotient 
zweier  Integi-ale  derselben  für  einen  beliebigen  Werth  von  s  und  noch  für 
einen  anderen  Werth  2^  je  einen  gleichen  Werth  annehmen  kann,  so  ist  die 
Anzahl  der  Werthe  s,  welche  einem  gegebenen  Werthe  des  Quotienten  l  zweier 


*)  RiEMANN,  AEELache  Functionen'). 


1)  W»tte(1892),  a.  117.    ( 
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willkürlicher  Integrale  der  Gleichung  (D.)  entsprechen,  p  —  1  oder  2p  — 2,  je 
nachdem  es  Umläufe  der  Art  ü  giebt  oder  nicht  giebt.  In  dem  einen  oder 
dem  anderen  Falle  folgt  aus  No.  3 

V    oder 


(E.) 

*      '-      2       2 

also    für  p  >  1 

(!■■) 

v<i. 

Nach  No.  'i  ergiebt  sich,  dass  (F.)  auch  bestehen  bleibt,  wenn  für  einen 
beliebigen  Werth  s  und  noch  andere  Werthe  0^  jeder  Quotient  zweier  Integrale 
der  Gleichung  (Ä.)  je  einen  gleichen  Werth  annimmt. 

Das  durch  (F.)  atisgedrückte  Resultat  lässt  sich  auch  folgendermassen 
aussprechen ; 

Ist  die  Klasse  p  der  Gleichung  (B.)  grosser  als  Eins,  so  ist  die  Anzahl 
der  reducirten  Wurzeln*)  deijenigen  algebraischen  Gleichung,  welcher  das 
allgemeine  IntegTal  der  Gleichung  (A.)  genügt,  nicht  gi'össer  als  Vier. 


Ist  p  gleich  Eins,    so  gehört  zur  Gleichung  (B.)  nui-  ein  Integral  erster 
Gattning  /. 

Wir  zeigen,  dass 

(1.)  ,u  =  T(y,y.)|±^.y.|.  ^  ^(,, ,),,  ^  a.., 

öi/,  dy,  dij^ 

wo  ji  (s,  7])  eine  rationale  Function  von  s  und  t]  und  _R  Wurzel  einer  rationalen 
Function  von  s. 

Aus  den  Untersuchungen  der  Herren  Briot  und  Bouquet**)  ergiebt  sich, 
dass  R'  oder  J2*  eine  rationale  Function  von  s  sein  müsse. 


")  Über  die  Bedeutung  dieser  Bezeichnung  siehe  meine  Arteit  m  Borchaedts  Journal  für  Matliem, 
Bd.  81,  S.  111'),  No.  9. 

**)  Journal  de  l'ilcole  Pclj-tochiiitiiie,  t.  21,  p.  223. 


1)  Abh,  XX,  S.  27  Jieaes  Bi 


Hosted  by 


Google 


296  ÜBER  LINEARE  HOMOGEKE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

Ist  die  Gleichung  (A.)  so  beschaffen,  dass  nicht  füi"  ein  beliebiges  z  nnd 
709]  noch  für  einen  anderen  Werth  z^  jeder  Quotient  zweier  Integrale  derselben 
je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  so  ergiebt  sich,  dass  -q  und  demnach  auch 
eine  gewisse  Potenz  eines  willkürlichen  Integrals  y  der  Gleichung  (A.)  eine 
rationale  Function  von  s  nnd  R  ist. 

Es  ist  daher  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  derjenigen  algebraischen 
Gleichung,  welcher  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  genügt,  durch 
eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  6  gegeben. 

Nach  No.  3  bleibt  dieser  Satz  auch  bestehen,  wenn  für  ein  beliebiges  s 
und  noch  andere  Werthe  s-^  jeder  Quotient  zweier  Integi-ale  der  Gleichung  (A.) 
je  einen  gleichen  Werth  annehmen  kann. 

Ist  endlich  p  gleich  Null,  so  ist  bekanntlich 

(2.)  ,  =  M     c-«£l 

wo  f,(-s), /^,(s),  fg(^}    ganze   rationale    Functionen  11^'"  Grades    einer  Variabelu  s 
darstellen. 

Wir  beweisen,  dass  s  als  Function  von  z  der  Quotient  zweier  Integi'ale 
^j ,  Ij  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit 
der  unabhängigen  Variabein  s  und  mit  in  z  rationalen  Coefficienten  ist. 

Es  sei 

(3-)  i:/i(^)  =  o^ikX),  (i=i,a,3) 

so  findet  sich 

{*•)  Vi  =  Q'hih.A.),  («=1,2,3) 

wo  p  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  s  ist. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  ist  also  im  Falle  ^  =  0  ab- 
gesehen von  der  Wurzel  einer  rationalen  Function  als  Factor  durch  eine  ganze 
rationale  und  homogene  Function  w'""  Grrades  des  Fundamentalsystems  von 
Integralen  1^,  |,  einer  algebraisch  integrirbaren  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  in  s  rationalen  Coefficienten*)  darstellbar'. 


*)  Über  solche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  vergl.  meine  Arbeiten  in  Boilchari>ts  Jour- 
nal Bd.  81,  S.  97  und  Bd.  85,  S.  1'), 


1)  Abi.  IX,  S,  11  uuU  XXV,  S.  116  aiosea  Bandae. 
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Für  yj  :=  2  ergeben  sich  ebenfalls  die  Gleichungen  (2.)  und  die  daraus 
hervorgehenden  (4.).  Die  Functionen  ®j(|,,SJ  sind  in  diesem  Falle  vom  zweiten 
Grade  und  q  ist  eine  Constante,  während  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  diesem  Falle  nicht  algebraisch  integrirbar  zu  sein  braucht ,  in 
Übereinstimmung  mit  dem  in  No.  2  gegebenen  Resultate. 


Für  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  (A.),  zwischen  deren  Inte- 
gi'alen  eine  Gleichung  (B.)  stattfindet,  ergeben  sich  nach  dem  Vorhergehenden 
folgende  Resultate : 

I.  Ist  der  Grad  n  der  Gleichung  (B.)  gleich  Zwei,  so  ist  die  Glei-  [710 
chung  (A.)  übereinstimmend  mit  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
welcher  das  Quadrat  jedes  Integrals  einer  beliebigen  lineai-en  homogenen 
Differentialgleichung    zweiter  Ordnung    mit   rationalen    Coefficienten   genügt. 

II.  Ist  n  grösser  als  Zwei,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  alge- 
braische Functionen  von  s. 

Hierbei  ergeben  sich  drei  Fälle: 

a)  Ist  die  Klasse  p  der  algebraischen  Gleichung  (B,)  grösser  als  Eins, 
so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  derjenigen  algebraischen  Gleichung, 
welcher  das  allgemeine  Integi'al  der  Gleichung  (A.)  genügt,  nicht  grösser  als 
Vier. 

b)  Ist  p  gleich  Eins,  so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  Zwei,  Drei, 
Vier  oder  Sechs. 

c)  Ist  p  gleich  Null,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichu.ng  (A.),  abgesehen 
von  einer  Wurzel  einer  rationalen  Function  als  einem  für  alle  gültigen  Factor, 
rationale  ganze  homogene  Functionen  n*™  Grades  des  Fundamentalsystems  von 
Integralen  1^,  g^  einer  algebraisch  integrirbaren  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefffcienten. 

Da  jede  algebraisch  integrirbare  Gleichung  (A.)  die  Eigenschaft  hat,  dasa 
zwischen  den  Elementen  des  Fundamentalsystems  »/,,  y^,  y^  eine  Gleichung 
(B.)  besteht,  so  sind  durch  diese  Resultate  auch  alle  die  FäUe  erschöpft,  in 
welchen  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  nur-  algebraische  Integrale  besitzt. 
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Die  Vergleichung  der  auf  die  Anzahl  der  rediicia-ten  Wtirzeln  bezüglichen 
Sätze,  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar  ist,  mit 
den  Resultaten  des  Herrn  C.  Jordan*)  behalte  ich  mir  für  die  ausführlichere 
Abhandlung  über  den  gegenwärtigen  Gegenstand  vor. 


*)  BoHCHAHDTS  Journal  für  Matliem.,  Bd.  84,  S.  SO. 


ANMEKKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original.  ^^^ 

S.  293,  Gl.  (3.)  -nnirde  l/wv  statt  \l ^^  gesetzt, 

„    295,  Zeile  6  wurden  die  Worte  sfür  j3>  1«  eingeschaltet. 

2)  Die  Eingangs  (S.  289)  erwähnte  Arhoit  ist  die  folgende  Ahb.  XL. 
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ZWISCHEN  DEREN  INTEGRALEN  HOMOGENE  RELATIONEN 

HÖHEREN  ALS  ERSTEN  GRADES  BESTEHEN. 

(Acta  Mathematica,  Band  1,  1882,  S.  321—362.) 


Ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  einer  homogenen  linearen  [321 
Differentialgleichung  ist  dadurch  chai-acterisirt ,  dass  zwischen  den  Elementen 
des  Systems  keine  homogene  Gleichung  ersten  Grades  mit  constanten  Coefii- 
cienten  stattfinden  darf.  Man  kann  aber  voraussetzen,  dass  zwischen  den 
Elementen  homogene  Relationen  höheren  Grades  bestehen.  Ist  die  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  die  tu*'',  so  ist  nur  erforderlich,  dass  die  Anzahl 
solcher  Relationen  nicht  grösser  als  m  —  2  sei.  —  Es  ist  alsdann  die  besondere 
Natur  der  Integrale  unter  Voraussetzung  solcher  Relationen  zu  ergründen. 

Im  Folgenden  habe  ich  die  Lösung  dieses  Problems  für  die  Differential- 
gleichungen dritter  Ordnung  durchgeführt.  Für  diese  kann  es  nur  eine  Re- 
lation der  genannten  Art  geben.  Bemerkenswerth  sind  die  Anwendungen, 
welche  wir  bei  unserer  Untersuchung  von  der  Theorie  der  AiSELSchen  Integrale 
haben  machen  können. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Differentialgleichungen,  welche  algebraisch 
integrirbar  sind,  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen  gehören,  zwischen 
deren  Integi'alen  homogene  Relationen  bestehen. 

Wir  haben  in  der  folgenden  Arbeit  auch  eine  Reihe  von  Sätzen  über  alge- 
braisch integrirbare  lineare  Differentialgleichungen  aufgestellt,  von  welchen  [311 
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wir  in  detselbcii  Arbeit  Gebrauch  machen,  die  aber  auch  anderweitige  An- 
wendungen zulassen. 

Die  Resultate  dieser  Arbeit  habe  ich  in  der  auch  gegenwärtig  fest- 
gehaltenen Eeihenfolge  bereits  in  den  Sitzungsberichten  der  Königl.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin,  8.  Juni  1882^),  veröffentlicht. 

l. 

Es  sei 

eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  da-itter  Ordnung  mit  in  ^  ratio- 
nalen Coefficienten ,  gehörig  zu  der  Klasse  von  Differentialgleichungen,  welche 
sich  in  meiner  Arbeit  (Borchaedts  Journal  für  Mathem.  Bd.  66,  S.  146^), 
Gl.  (12.})  characterisirt  finden,  und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen  sind,  und  dass 
zwischen  den  Elementen  eines  Eundamentalsystems  von  Integralen  der  Glei- 
chung (A.)  y^,  y^,y^  eine  irreductible  Gleichung 

stattfinde,  wo  f(t/j,  p,,  y^)  eine  ganze  rationale  und  homogene  Eunction  n^"" 
Grades  von  ^,,  y^,«/^  bedeutet. 

Bezeichnen  wir  mit  H(f)  die  HEssEsche  Covariante  von  f,  so  ist  H(f) 
nicht  identisch  Null,  da  der  Voraussetzung  nach  f  nicht  in  lineare  Factoren 
zerlegbar  ist*). 

Ein  beliebiger  Umlauf  von  s  führe  y.^  über  in 

(!■)  P'y.   =   azi^i  +  ^xa^s+ß-^a^/si  (-/.=  1,3,3) 

so  geht  f,  folglich  auch  II(f)  durch  denselben  Umlauf  in  sich  selbst  mit 
einer  Constanten  muitiplicirt  über.  Demnach  ist  -  ■  ^  ■  --  eine  eindeutige 
323]  Function  von  s.  Da  ausserdem  der  vorausgesetzten  Natur  der  Integrale 
der  Gleichung  (A.)    wegen   diese  Function    für  jeden  im  Endlichen  gelegenen 


*)  Vergl.  GoRDÄN  unci  Nöthek,  in  den  Sitzungsberichten  der  pliysikalisch-meciiciuischen  Societflt  z 
Erlangen,  13.  Dec.  1875,  10.  Jan.  187fi. 
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Punkt  p  in  der  ^-Ebene  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  s—p,  und  für 
3  =  <x>  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  —  multiplicirt  endlich  und  stetig 
wird,  so  ist  dieselbe  eine  rationale  Function.  Da  H{f)  ebenfalls  füi-  jeden 
im  Endlichen  befindlichen  Punkt  p  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  0—'p 
und  für  i(  =  cjo  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  -—  multiplicirt  endlich  und 
stetig  wird,  so  ist  demnach 

(2.)  ff(/)  =  ZW 

Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z. 
Setzen  wir 

(3.)  i  =  -,,     A  =  ;, 

iHf)  =  fr'S.in,  C), 

so  verwandelt  sich  die  Gl.  (2.)  in 

(4.)  bAX{^)^^r"V.{v,,:)  =  1. 

Ist  3  ein  beliebiger  "Werth,  und  nimmt  auf  geeigneten  Wegen  jeder  Quo- 
tient zweier  Integrale  der  Gleichung  (A.)  für  s  =  3^  je  einen  gleichen  Werth 
an  wie  für  3  =  3,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (4.),  dass  auf  denselben  Wegen 
*/  X(^)  '"~°  in  3^  einen  Werth  annimmt,  welcher  aus  dem.  für  s  durch  Multi- 
plication  mit  einer  Einheitswurzel  ^  hervorgeht.  Da  jeder  Quotient  zweier 
Integi-ale  für  ^  =  3^  denselben  Werth  wie  für  3  annimmt,  so  folgt,  dass  auch 
y  X(^)  """,  )/  -X(ä)  '"~*  für  3  =  z^  Werthe  annehmen,  welche  aus  denen  für 
3  durch  Multiplication  mit  l  hervorgehen. 

Substituirt  man  daher  in  (A.) 

wodurch  dieselbe  in 

(A'.)  i^+P'^  +  <l'^  +  r-v  =  0 

^     '  äs"     ^    da^      ^  ds 

übergehen  möge,  so  hat  das  y^-,y^iy^  entsprechende  Fundamentalsystem  [324 
von  Integralen  v,,  v^,  v^  der  Gleichung  (A'.)  die  Eigenschaft,  für  3  =  3^  Werthe 
anzunehmen,  welche  aus  denen  für  3  durch  Multiplication  mit  derselben 
Einheitswurzel  X  hervorgehen. 
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Zwischen  v^,  v^,  v,  findet  die  Gleiclinng 
(E-.)  f{»„ ',.'',)  =  0 

statt. 
Sei 

<\  =  ?,('),     •■  =  ?.(^),     ".  =  T.(«), 
SO  ist  der  Voraussetzung  gemäss,  wenn  man  von  2  anf  geeigneten  Wegen  nach 
^,  geht, 

(5.)  9,.(^.)  =  ^'?-Ä^),  (-^  =  1,2,3) 

wo  X  eine  Einheitswurzel  bedeutet. 

Die  Functionen  f.j^(js,)  genügen  der  Gleichung 

{6.)  rf^+''Wi;f  +  «Wi;7  +  '-(''.)''  =  <'- 

Es  sei 

Transformirt  man  Gl.  (6.)  in  die  unabhängige  Variable  s,  so  folgt 

Dividirt   man    diese  Gleichung   durch  4*'',    so   muss    dieselbe  wegen  Gleichung 
(5.)  mit  Gleichung  (A'.)  übereinstimmen.     Man  erhält  also 


('■)  { |:+p'fe)f+^;^A  =  2'w, 


32s]  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

wo 

(9.)  A'(^)  =  e~^^'^'^^ 
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gesetzt   ist   und  C   eine   Constante    bedeutet.      Diese    Constante    ist   von   Null 
verschieden,  da  <'/  nicht  identisch  verschwinden  darf. 

Aus  der  letzten  der  Gleichungen  (7.)  und  aus  Gleichung  (8.)  erhalt  man 

(10.)  r-fe)  =  C^l^ir'W- 

Aus  den  Gleicliimgen  (7.)  ergiebt  sich  ferner 

Da  der  vorausgesetzten  Natur  der  Gleichung  (A.)  gemäss  A'  Wurzel  einer 
rationalen  Function  ist,  so  findet  demnach  nach  Gleichung  (lü.)  oder  (H.) 
zwischen  ^  und  s^  eine  algebraische  Gleichung  statt,  wenn  nicht 

(12.)  [,■(,)_!  *M_|^.(,).]-=  0.4.,,). 

und  zugleich 

(13.)  ,■(.)  ^  e"i'(,), 

WO  C  und  C"  Constanten  bedeuten. 
Nach  Gl.  (9.)  ist 

(».)  ,,•(.)  =  _ü=|Ä, 

und  aus  Gl.  (12.)  ergiebt  sich 

wo  y  eine  Constante  bedeutet. 

Setzt  man  [326 

so  folgt  aus  Gleichung  (A'.) 

Die  Gleichung  (17.)  wird  aber,  unter  der  Voraussetzung  A-d.^s  p'(s),  q'{£)^r'[s) 
die   durch    die    Gleichungen    (14.),  (15.),  (13,)    gegebenen  Werthe   haben,   be- 
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friedigt  durch 

(18.)  »  =  pA'M% 

WO  II  eine  AVurzel  der  Gleichung 

(19.)  ^^  +  yfi  +  C"    =    0. 

M  C"  =  0,  so  ist  nach  Gl.  (13.)  r'(s)  =  0. 

In  diesem  Falle  wird  die  Gleichung  (A'.)  befriedigt  durch 

Ein  zweites  Integi-al  v^  ergiebt  sich 

v^  =  vi  +  const. 

Da  ein  drittes  Integral  v^  =  J  genügt,  so  findet  also  in  diesem  Falle  zwischen 
i\,  v^,  v^  die  Gleichung  zweiten  Grades 

v^v^  =  v\  +  eonst,  vi 
statt. 

Es  kann  ^'(.j)  nicht  constant  sein,  da  sonst  nach  den  Gleichungen  (13.), 
(14.),  (15.)  p'(s),  §'(«),  r'{s)  constant  wären,  die  Gleichung  (A'.)  also  durch 
eine  Function  der  Form  e"''  befriedigt  würde,  wo  x  constant;  dieses  wider- 
spricht aber  der  vorausgesetzten  Natur  der  Gleichung  (A.).  Es  muss  dem- 
nach A'  für  einen  singulären  Punkt  a  der  Gleichung  (A'.)  oder  für  2=^00 
unendlich  werden.  Es  wird  aber  die  logarithmische  Ableitung  eines  Integrals 
V  der  Gl.  (A'.)  nicht  unendlich  für  s  :=  00. 

327]  Wenn  demnach  C"  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  Gleichung  (18.), 
dass  ^'(ä)  nur  für  die  singulären  Punkte  a  der  Gl.  (A'.)  unendlich  werden 
kann.  Nun  aber  ist  tu  (.3  - «)  =  (^  - «)  °^--  für  s  =  a  gleich  einer  rationalen 
Zahl. 

Es  sei  daher  in  der  Umgebung  von  s^  =  a 

A'(gf    =     ffl^(^-ß)-'+...; 

alsdann  rauss  nach  Gleichung  (18.)  (tK^,  eine  rationale  Zahl  sein.  Hieraus 
ergiebt  sich  zunächst,  dass  y  nicht  verschwinden  darf,  da  sonst  gleichzeitig 
(*K^,  ftEKj,  (tsV^i  rationale  Zahlen  sein  müssten,  wenn  (t  eine  der  Wurzeln  der 
Gleichung  fi.'+C"  =  0,  s  eine  primitive  dritte  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet; 
was  nicht  möglich  ist. 
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Es  crgiebt  sich  daher  aus  den  Gin.  (12.),  (13.) 

(20.)  r'{B)  =  y(^)^ 

wo  (/{s)  ehic  rationale  Function  von  s  bedeutet. 

Der    vorausgesetzten  jN"atvu'  der  Gl.  (A.)   zu  Folge    ist   in    der  Umgehung 
eines  singuläi-en  Punktes  a  der  Gleichung  (A'.) 


folglich  ist,   wenn  a^,  a^,  ...,  a.^   die  Gesammtheit    der   singulären  Punkte    der 
Gleichung  (A'.)  bedeuten, 

"WO  /*(.;)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet. 

Aus  demHelbeu  Grunde  muss  in  der  Umgebung  von  .?  =  =o 

*"'(^)  =  -^  +  -^  +  -" 
sein. 

Also  ist  r'[:s)s'  für  s' =  oo  nicht  unendlich,  und  demnach  h{.z)  höchstens 
vom  Grade  z— l,  also 

Aus  den  Gleichungen  (13.),  (20.),  (21.),  (18.)  folgt  demnach  [328 

Aus  dem  oben  Bemerkten  crgiebt  sich,  dass  -^s^  rationale  Zahlen   sind,    und 
demnach 

(22.)  .,  =  [(,-a,)-(^-o.)''- («-»-.)•"]""* 

eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  darstellt. 

Von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (19.)  sind  wenigstens  zwei  fi,,  fi^  von 
einander  verschieden.  Setzt  man  in  (22.)  jt  ^  ft^  und  (t  =  ji^,  so  erhält  man 
zwei  Integrale  von  (A'.)  v^,  i'^,  deren  Quotient  nicht  constant.  Substituirt  man 
v^,  Djj  in  Gl.  (B'.),  so  folgt,  dass  auch  11^  eine  algebraische  Function  von  s  wird. 

Fniilis,  miLtliom.  Wei'ko.    11.  39 
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Aus  den  vorliergelienden  Entwickelungen  folgt,  dass  die  Gleichungen  (12.) 
und  (13.)  nur  stattfinden  dürfen,  wenn  entweder  n  —  2  oder  die  Gleichung 
(A.)  algebraisch  integi'irbar  ist. 

Wir  fanden  oben,  dass,  wenn  die  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  nicht  be- 
stehen, zwischen  s  und  s^  eine  algebraische  Gleichung  stattfindet.  Ist  daher 
T]  gegeben,  so  folgen  aus  GL  (B.)  für  C  n  Werthe  C,,  C,,  . . .,  C„.  Den  n  Werthe- 
paaren  (v],  C  )i  ("*],  C  ),...,  ("i^i  C„)  entspricht  demnach  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Werthen  z,  d.  b,.- 

Einem  gegebenen  Werthe  von  i]  entspricht  niir  eine  endliche 
Anzahl  von  Werthen  s.     Es  findet  also  eine  Gleichung  der  Form 

(23.)  «;'+.4,,i'-'  +  -'-  +  ^;  =  0 

statt,  wo  A^,  A^,  ■■■1  ^j  eindeutige  Functionen  von  Vj  sind. 
Setzt  man  in  Gl.  (A.) 

so  erhält  man 

329]  Von  dieser  Gleichung  bilden  -j-,  -j-  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen. 
Es  ist  also*) 

\d0j  ds  \drj         y\  ' 


<^Jh  'i'tf.  _    -fp'^^ 


oder 
(24,) 


\de)  dr' 


Durch  die  Substitution  (3.)  gehe  (B.)  in 

(B".)  Fh,Q  =  f> 

Über.     Aus    dieser  Gleichung    ergiebt   sich   -^    als   rationale  Function    von  'q 


ä  Abb.  Bd.  66  fles  BoßClI.  Joiirn.  p.  130 '). 
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und  C 

.     (25.)  ^,  =G(:,„r.). 

Aus  Gleichung  (4.)  folgt 


(^«■)  ^■="Vizf:- 


Also  ergiebt  Gl.  (24.) 


oder 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass,  wenn  tj  in  einen  willkürlichen  Werth 
ß  einrückt,  und  b  einen  zugehörigen  "Werth  von  s  bedeutet,  in  der  Umgebung 
dieser  Werthe  zwischen  z  und  vj  eine  Gleichung  besteht  der  Form 

(28.)  SM^-if  =S,.'.(-',-l>f,  ^''° 

wo  a,  d  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  wo  die  unendlichen  Keihen  auf 
beiden  Seiten  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  enthalten.  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber  bekanntlich  ^~h  dargestellt  durch  eine 
nach  Potenzen  von  {fi  —  ßY  fortschreitende  Reihe ,  mit  nur  einer  endlichen 
Anzahl  negativer  Potenzen  dieser  Grösse,  wo  y  eine  positive  ganze  Zahl  be- 
deutet. Daher  kann  s  als  Function  von  -/]  nicht  wesentlich  singuläi-e  Punkte 
besitzen.  Derselbe  Schluss  gilt  auch,  wenn  -/]  =  co  oder  s  =  oo  wird.  In 
der  Gleichung  (23.)  sind  demnach  die  Coefficienten  rationale  Functionen 
von  Tj. 

Es  ist  also  vj,  folglich  auch  C  eine  algebraische  Function  von  ^,  und  die 
Gleichung  (26.)  ergiebt,  dass  i/^  die  gleiche  Eigenschaft  besitzt. 

Die  vorhergehenden  Schlüsse  sind  nui-  in  dem  Falle  nicht  zulässig,  dass 
n  =  2,  weil  alsdann  H{f)  constant,  und  daher  die  Gleichung  (4.)  nicht  existirt. 

Man  erhält  also  den  Satz: 

Findet  zwischen  den  Integralen  der  Gleichung  (A.)  eine 
Gleichung  (B.)  höheren  als  zweiten  Grades  statt,  so  ist  die 
Gleichung  (A.)  algebraisch  integrirbar. 

39* 
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Bezeichnen    wir   mit   m^,  m^,  m,    das   y^,y^,yg    entsprechende    Fundamental- 
system von  Integralen  der  zu  (A.)  adjungirten  Differentialgleichung 

ä'it      ä'ipu)   ,ä(qu)      ,.„  _  r, 


d?"~" 

d,'     ^ 

ä,    '" 

derart, 

dass 

t(,  = 

-k-t 

!(j    = 

■■{'■t 

M,   = 

-{y~^ 

331 

]  m 

folgt  aus 

den 

( 

Gleichung 

1        %."■ 

;cn 

(!•) 

■; 

1      _öt*i 

öy^     d^        ö«/j     äs 

^f  t^'y,  ,  _^  ^y s^  ,  _ö^  _^ 


(%' 


%,    (is°       dy,    Ax"^       dy^    ds'' 


L  i^X 4.^f  {^X  ,  iV  (d% \ 


f  =  M, 


(C.) 


?/j  dy^   ds!    äs         dy^  dy^   ds    äs         dy,  dy^   äs    äs  ) 


Es  sei  allgemein  ^iy^,i/,,y^)  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function 
der  Variahlen  y,,  y^,  1/,,  welche  durch  die  Substitution 

(2.)  a-^,y,+  a-^;y^  +  (h^y3    f^^^   2/>;  (>'-=I,2,3) 

in  ^"$    übergeführt   wird,    wo  j   eine    von  ^z,,  y^,  y^   unabhängige    Grösse,    und 


*)  Vergleiche  über  die  Definition  adjungirter  Differentialgleicliungen  'meine  Arleit  in  Borciiardts 
Journ.  Bd,  76,  8.  183 '),  und  eine  Arbeit  des  Herrn  Frobenius  in  demselben  Journ.  Ed.  77,  S.  245. 


1)  Äl)li.  IVI,  Bana  I  dies* 
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bezeichnet   man   mit    'I*',  (4 — )    das,   was   aus  <&  resp.  ■■, —   nach  Ausübung    der 
Substitution  (2.)  wird,  so  folgt  aus  der  Gleichung 


(3.) 


/^'!>\'     .r,  6<t) 


WO  ß.^,  die  Elemente  der  zu  (2.)  inveraen  Substitution  bedeuten. 

Irgend  einem  Umlaufe  von  s  möge  nun  die  auf  y^,y„iy^,  wenn  diese 
Grössen  wieder  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  bedeuten,  ausgeübte  Sub- 
stitution (2.)  entsprechen;  dann  ist: 

(5-)  /'(ß.i.'A+«,2y5+«.3?Ai-'-)  =  f  =  Jf(yi,y2:y^}i 

wo  j  eine  Constante.  Dieses  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  l'unction  f  mit  der 
I'unction  f  wegen  der  vorausgesetzten  Irreductibilität  der  Gleichung  (B.)  [33z 
einen  gemeinschaftlichen  von  f  verschiedenen  Factor  nicht  besitzen  kann, 
während  ^j,  y^,  y^  der  Gleichimg  f  =  Ü  genügen  müssen.  Wenn  demnach 
diese  Functionen  nicht  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch  wären,  so 
würden  die  beiden  Gleichungen  f  —  d,  f  —  0  constante  Werthe  der  Verhält- 
nisse ■^, -i^  liefern,  was  nicht  möglich  ist. 

Da  die  Gleichung  (5.)  also  erfüllt  ist,  so  kann  man  in  Gl.  (4.)  0  ^  / 
setzen.     Andererseits  geht  diireh  denselben  Umlauf  von  z  n^  in 

über.  Demnach  führt  die  Gleichung  (4.)  für  0=f  zu  dem  Schlüsse,  dass 
M  durch  den  genannten  Umlauf  von  z  in  jM  übergeht.  Hieraus  ergiebt  sich 
wie  für  Jf  (/")  in  vor.  Xo. ; 

dass  M  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  ,■'  ist. 

Ist  insbesondere  n  =  2,  so  ist  -^  als  lineare  homogene  Function  von 
VitViiVi  Iiitegi-al  der  Gleichung  (A.).  Es  muss  demnach,  wenn  man  in  (A,) 
die  Substitution 

(6.)  y  =  Mm 

ausfülirt,  die  resultirende  Differentialgleichung  mit  der  adjungirten  zur  Glei- 
chung (A.)  übereinstimmen.     Dieses  drückt  sich  durch  die  Gleichungen 
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3M'+p3I 

M =  -"• 


M 
jj =  -p«+S'-. 

aas,  wo  die  oberen  Accente  Ableitungen  andeuten. 
Von  diesen  liefert  die  erste 
(7.)  31=^-""". 

Die  zweite  wird  durch  die  Gleicliung  (7.)  von  selbst  erfüllt,  während  die 
dritte  unter  Anwendung  der  Gleichung  (7.)  übergeht  in: 

(8.)  2r  =  -yp<''~l.2)p'-^p'  +  -l-pq  +  q'. 

333]  Findet  umgekehrt  diese  Gleichung  statt,  und  wählt  man  M  der  Gleichung 
(7.)  gemäss,  so  ist  die  durch  die  Substitution  (6.)  aus  (A.)  entstehende  Glei- 
chung mit  ihrer  adjungirten  identisch,  und  es  folgt  aiis  der  Gleichung 

(9.)  y\  +  yl  +  f,  ^  ö. 

Demnach  ist  die  Gleichung  (8.)  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  zwischen  i/,,  Z/^,  t/^  eine  homogene 
Gleichung  zweiten  Grades  besteht. 

Bestimmt  man  zwei  Functionen  _^j,j9|^  atis  den  Gleichungen 

(10.)  3ß,  =  P,     ^pI+p[  +  iPo  =  <l, 

wo 

,         dp, 

so  folgt  aus  Gleichung  (8.) 

(11-)  ■>■  =  ^PA\^'^P,i 

wo 

>'•  =  -w- 

Die  Gleichung  (A.)  ist  also  in  diesem  Falle  übereinstimmend  mit 
(12.)  -^f  +  '^P.^-  +  i2pl  +  p[+ip.)^  +  {ip,P,  +  2pl),j  =  0. 
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Bestimmt    man    aber    die    Differentialgleichung,    welcher    das    Quadrat    jedes 
Integrals  der  Gl. : 

genügt,  so  ergiebt  sich  ebenfalls  die  GL  (12.). 

Ist  demnach  w  =  2,  so  ist  die  Gleichung  (A.)  übereinstimmend 
mit  derjenigen  Differentialgleichung,  welcher  das  Quadrat  jedes 
Integrals  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (13.)  ge- 
nügt*). 

3-  [334 

!l\s  seien  die  sämmtlichen  Integrale  der  Gleichung 

mit  rationalen  Coefiicienten ,  algebraisch.  Ferner  werde  vorausgesetzt,  dass 
für  einen  willkürlichen  Werth  von  s  jeder  Quotient  zweier  Integrale  von  (1.) 
auf  geeigneten  Wegen  in  g^  denselben  Werth  annehme  wie  in  0.  Alsdann 
muss  das  Fundamentalsystem  von  Integralen  ?/,,  y,,  .- -j  ^„  auf  denselben  Wegen 
in  vif^,  vij.^,  ...,  v^/^^^  übergehen,  wo  v  eine  bestimmte  Function  von  s. 
J^s  möge 

y  =  fi^iH-  Cii/i  +  ■■■  +  f„,i/«, 

wo  c, ,  (.'j ,  . . . ,  t.;,j  willkürliche  Oonstanten,  der  irreductiblen  Gleichung 

(2.)  ,/^+^^(_e)f''  +  -:  +  ^,.{^)  =  0 

genügen,    wo    9^(^)    rationale  Functionen    von  s.     Dann  ist  der  Voraussetzung 
gemäss 

Vi/ +f,ie,)v''-'f-' +  ■■■  +  '?,{«,)  =  0 


"0  Nacli  dem  Ei'iclieiiien  meiies  oi)enf,eiiaiinten  Aufsitzes  in  den  Sitzung sbei  der  Akid  8  Tum  1882') 
machte  mich  Herr  Bpioichi  duith  ein  Schreiben  vom  22  Juli  desselben  Jahres  auf  eiae  in  dem  Bulletin 
de  h  sociiät^  math^matiqiie  deFiance  t  VII  lö"9  enthaltene  Notiz  aufmeiKsam  worin  Heri  Bmoscm  auf 
emem  lon  dem  unsngen  (erschiedenen '\\ef!e  die  Bedingungen  heileitet  unter  welchen  eine  Difterentnl 
gleiciiTing  drittel  Oidnung  duich  die  Quadrate  der  Integiale  einei  DifierentialglpiLhung  ?(ieiter  Oidnung 
tefnedigt  wird  In  deiselben  Notiz  leitet  H  ir  BRiosrra  auch  die  Bedui<mnep]i  ab  dafür  daes  eiuei 
Gleichung  vieitei  Ordnung  die  Guben  dn  Titeenk  em  1  ripirlii  i"  /vieitei  Oid  u  ig  genügen 


1)  Abli.  XXXIX,  8.  2B3  If.  diuea  Bandes. 
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oder 

(3.)  !/'  +  ^^^y"'  +  --  +  ^^  =  0- 

Die  Wurzeln  der  Gleicliungen  (2.)  und  ('A.)  sind   übereinstimmend.     Ist   daher 
9.(;')  der  erste  Coefficient  in  (2.),  welcher  nicht  identisch  verschwindet,  so  ist 

..w  =  ^ 

335]  oder 

(*■)  '"'  =  "^^ 

Also  ist,  wenn  man  setzt 

S  =  P('), 


oder 
(5.) 


[  J(^j  1'  ^  [  J'C»)  1' 


I,    Setzt  man  also 

(6.)  ^  =  ^/fM"', 

so  genügt  ü)  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
Hl'*''  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 

('.)  ^  +  ..(-)^  +  -  +  i-»"  =  0, 

deren  Integrale  für  z^  auf  geeigneten  Wegen  Werthe  annehmen, 
welche  sich  von  denen  in  ^  nur  um  eine  und  dieselbe  Einheits- 
wurzel als  Factor  unterscheiden. 

Sind  ^,,  .?2,  - ..,  s^_^  genau  die  sämmt liehen  Werthe,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  auf  geeigneten  Wegen  jeder  Quotient  zweier 
Integrale  der  Gleichung  (] .)  oder  was  dasselbe  ist  der  Gleichung 
(7.)  in  ^^j,  ä'j,  . . .,  Äg_j  je  einen  gleichen  Wer th  annimmt  wie  in  s,  so 
erhält  ein  willkürliches  Integral  der  Gleichung  (7.)  auf  denselben 
Wegen  in  s^,  z^,  .. .,  z^^^  Werthe,  die  sich  von  dem  Werthe  desselben 
in  2  nur  durch  Einheitswnrzeln  als  Factoren  unterscheiden. 
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II.   Es  sei 
(8.)  ;  =  («-.)(.-,,)...(„-.„)  =  ^(.,.), 

WO  «  eine  willkürliche  Grösse  ist,  so  ist  <i'(^,a)  eine  rationale 
l'unctioii  von.  z. 

Denn  da  ^,,  ^,,  ...,^j_,  die  Gesammtheit  der  Wertlie  darstellt,  welche 
jedem  Quotienten  zweier  Integi'ale  der  Gl.  (1.)  denselben  Werth  verschaffen 
wie  für  z,  so  können  durch  irgend  einen  Umlauf  von  s  nur  z^,  z^,  ...,  s^_^  [336 
eine  Vertauschung  unter  einander  erfahren.  Da  überdiess  vorausgesetzt  ist, 
dass  Gl.  (1.)  algebraisch  integrirbar  sei,  so  sind  e^,  s^,  ...,  s^^^  von  s  algebraisch, 
abhängig,  daher  ist  f  eine  algebraische  Function  von  s,  welche  durch  Umläufe 
von  0  nicht  verändert  wird,  d.  h.  eine  rationale  Function  von  s. 

TU.    Die  Function  9(^,0:)  hat  die  Eigenschaft 

(9.)  f(»„»)  =  T  (*,«). 

Denn  es  möge  für  s  =  s^  z^^  s^,  ,,.,  s^_^  resp.  in  z'^,  z'^,  ...,  s'^_^  übergehen. 
Wenn  nicht  s^_,  s[,  z'^,  ...,  z'^_^  abgesehen  von  der  Reihenfolge  mit  z^,  z^,  ...,  z^_^,  z 
übereinstimmten,  so  müsste  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (1.)  für 
mehr  als  a  Werthe  von  s  je   einen    gleichen  Werth    annehmen,    gegen    unsere 


IV.    Zu    einem    bestimmten    willkürlichen   Werthe    von    t    der 
Gleichung  (8.)  gehören  genau  die  Werthe  z,  s^,  z^,  . ..,  z^_^  von  s. 
In  der  That  wird  nach  Satz  III.  die  Gleichung 

durch   s  ^  s,  s  =^  s^,  z  =^  z^,  . . . ,  z  ^=  z^_^   befriedigt.      Ist    andererseits   s'   ein 
von  diesen  verschiedener  Werth  von  ä,  so  kann  nicht  die  Gleichung 

bestehen ,  wegen  der  Willkürlichkeit  von  «. 

Durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  t  muss  dem  Satze  IV.  gemäss  z  in 
einen  der  Werthe  z,  z^,  z^,  ...,  s^_^  übergehen.  Ist  w,,  to^,  ..,,  (u_^  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  Gleichung  (7.)  zugehörig  dem  Werthenpaare 
(i,s),  so  erhält  u>.^  durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  t,   d.  h.  dem  Werthen- 

Fuelis,  iiüTtliOin,  Wurke,    11.  40 
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paare  {t,s.^)  entsprechend,  nach  Satz  1.   den  Werth  to' 

wo  J  eine  Einheitswurzel  bedeutet. 

Transformiren  wir  daher  die  Gleichung  (7.)  in  eine  Gleichung 

(11.)  ^  +  '.,«^  +  -  +  1.(0- =  0 

mit  der  unabhängigen  Vaiiabeln  t. 

337]    Nun  ist*)  für  das  Werthsystein  {t,s) 

(12.)  h,{t)  =  ~^, 

wo 

und    A^.  aus   A    hervorgeht,    wenn    man    die   m—i^'  Honzontalreihe  in  A  durch 
- .  J;  -r-s^,  ■■■,  ■  .  -     ersetzt. 

In  gleicherweise  ist  für  {t,  s.,) 

(13-)  '',W  =  -§, 

WO  A'  und  A^  aus  A  resp,  A^  erhalten  werden,  wenn  man  tu^  durch  to^  ersetzt. 
Aus  Gleichung  (10.)  ergiebt  sich  aber: 

(»■)  #  =  ^s 

das  heisst: 

V.  Die  Coefficicnten  der  Differentialgleichung  (t  1-)  sind 
rationale  Functionen  von  t. 

VI.  Ist  t  ein  willkürlicher  Werth,  so  giebt  es  nicht  einen 
davon  verschiedenen  Werth  t^  von  der  Beschaffenheit,  dass  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  der  Gleichung  (ll.)  auf  geeigneten 
Wegen  je  einen  gleichen  Werth  wie  in  t  annehmen  könnte. 

Wenn  nämlich  jeder  Quotient   zweier  Integi-ale  der  Gleichung  (11.)  in  t 
und    t^   je    einen    gleichen  Werth    annimmt,    so    kommt    dieselbe    Eigenschaft 
")  Sielie  meine  Arbeit  Bd.  66  des  BoRCHAHDisclien  Joiirii.,  S.  143 '), 

I)  Alih.  Vi,  Bind  1  dieser  Äusgalio,  S.  193.    Seh. 
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Quotientenk  zweier  Integrale  der  Gleichung  (7.)  zu.  Dieses  ist  jedoch 
nicht  möglich.  Denn  es  mögen  dem  willkürlichen  Werthe  t  die  Werthe 
z,  ^j,  Ä^,  ..,,  z^_^  von  z  nach  Gl.  (8.)  entsprechen.  Alsdann  sind  die  dem 
"Werthe  t^  nach  derselben  Gleichung  entsprechenden  Werthe  z\  z[^  s[-,  ...,  3^^_, 
von  z  sämmtlich  von  den  Werthen  s,  z^,  z^^  ...,  3^^^  verschieden.  Wäre  näm- 
lich einer  der  ersteren  mit  z.^  übereinstimmend,  so  wäre 

nach  Satz  III.  Es  milsste  demnach  für  das  Werthsystem  z,  s^,  z,^,  ...,  z^_^,  [33S 
^[,  z'^,  ...,  z^_^  jeder  Quotient  zweier  Integrale  je  einen  gleichen  Werth  annehmen. 
Der  Voraussetzung  gemäss  soll  dieses  nur  für  0  Werthe  stattfinden. 

Es  seien  tT,  (7^,  . . .,  'ü^_^  die  Umläufe  von  ^,  für  welche  ein  willkürliches 
Integi-ai  der  Gleichung  (] .),  y  resp.  in  7/,  y\  y",  ...,  y"'~"  übergeht,  derart  dass 
nicht  der  Quotient  zweier  dieser  Werthe  conatant,  während  jeder  andere  Um- 
lauf von  z  jeden  dieser  Werthe  nur  in  einen  derselben  mit  einem  constanten 
Factor  multiplicirten  Werthe  überführt. 

Im  Anschluss  an  eine  Bezeichnung,  welche  ich  in  meiner  x'Vrbeit  über 
algebraisch  integrirbare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung*)  eingeführt 
habe,  will  ich  im  Folgenden  y,  «/',  y",  •■■)  V'"  "^in  reducirtes  AVerthsystem 
des  Integrals  y  nennen.  Die  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  sind 
demnach  nur  bis  auf  Einheitswurzeln  als  Factoren  bestimmt. 

Ein  Umlauf  *  von  t  führe  3  in  z^_  über  auf  einem  Wege  -S,  welcher  das 
allgemeine  Integral  10  in  /lo' verwandle,  wo  ^*  eine  Einheitswiirzel,  so  werden 
die  Wege  SC/,  Sf/,  SU^,  ..,,  •SC/^_^  «j  rcsp.  in  jia,  Jim',  jio",  ...,j<i}"'~"  ver- 
wandeln, wo  Sü^  den  aus  S"  und  U.^  zusammengesetzten  Weg  von  z  bezeichnet, 
und  wo  nach  Satz  I.  «>,  w',  co",  ...,  (o"""  abgesehen  von  Einheitswurzeln  als 
Factoren  durch  dieselben  Substitutionen  aus  w,,  (o^,  . ..,  tu^  hervorgehen  wie 
1/,  y',  ■■■,  y"""  aus  y^,y^,...,y^^.  Die  Wege  SÜ^,  SU^,  ...,  SU^_^  bringen  alle 
denselben  Werth  von  t  hervor,  und  die  Quotienten  zweier  der  Werthe 
Jto,  jia\  ...,  ^/u)"""""  sind  nicht  constant.  Alle  anderen  Wege,  welche  von  z 
nach  z^  überführen,  bringen  nur  Werthe  von  lu  hervor,  welche  von  den  zu- 
letzt genannten  sich  um  constante  Factoren  unterscheiden.    Also  alle  Umläufe 


*)  BoECHARDTs  Jouru.  Bd.  81,  8.  111'). 
1)  AWi.  XSI,  S.  21  dieses  Banaos.    Sdi. 
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von  t,  welche  von  s  in  s^^  überführen,  bringen  genau  r  Werthe  hervor,  deren 
Quotienten  nicht  constant.  Die  Umläufe  von  t  aber,  welche  von  3  nach  z^ 
führen ,  wo  /  von  z  vewchieden ,  bringen  nach  demselben  Schlüsse  nur  Werthe 
j'ta,  J'im',  j'w",  ...,  j'w"""  hervor,  wo/  eine  von  J  verschiedene  Einheitswurzel 
sein  kann.  Dasselbe  gilt  von  den  Umläufen  von  t,  welche  ^^  in  sich  selbst 
überführen.  Demnach  ist  «u,  10',  oj",  .. .,  w"""  ein  reducirtes  Werthsystem  des 
willkürlichen  Integrals  (u  der  Gleichung  (11.),  und  man  erhält  den  Satz: 

VU.  Die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems 
339]  eines  willkürlichen  Integrals  der  Gleichung  (U.)  ist  über- 
einstimmend mit  der  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten 
Werthsystems    eines    willkürlichen    Integrals    der  Gleichung  (1.). 


I.  Es  sei  W  ein  Umlauf  der  unabhängigen  Variabein  s,  durch 
welchen  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  beliebigen  Diffe- 
rentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  unverändert  bleibt,  so  wird  durch 
denselben  Umlauf  jedes  Integral  in  sich  selbst  multiplicirt  mit 
einer  und  derselben  Constanten  übergeführt. 

Es  sei  in  der  That  ?/,,  J/^,  ■■■>%,  ein  Fundamentalsystem  von  Integi-alen 
der  Gleichung  (1.),  so  ist 

Der  Voraussetzung  gemäss  gehen  nach  Vollzug  des  Umlaufes  W  die  Integi^ale 
VitV-i)  •■•ilfm   i'ösp-    ii  2/1*!  ^a")  •  ■  ■!  ^«(1'    über.     Daher   ist  nach  Gleichung  ('2.) 


wo  j  eine  Constante  bedeutet.     Nun  aber  ergiebt  sich  identisch 

/i\            -n  _i_  /      ■.  d{vy,)       d"'~^(vtf„)          ™„  ,       du,        (J™"'«/„ 
(4  )  V  "•"  fiai  1  — ^  "?-i- . . .  __Ji_2™i  =  «"'  ^  +  M  — ^  . . . ".Ti.. 


3  meine  Abhandlung  Bd.  Gö  des  BoiitiiAKD'rsclien  Joiirn.,  S.  12S'). 


1)  Abh.  VI,  Gancll  dies 
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Aus  den  Gleichungen  (2.),  (3.),  (4.)  folgt  demnacli 

(5.)  V'-'  =  J, 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Es  sei  die  Differentialgleichung  [340 


dr  "  '''■'"^  dt- 


r  +  -  +  aO«  = 


mit  in  t  rationalen  Coefficienten ,  von  welchen  der  mit  -ji^i^r  iTiültiplicirte  ver- 
schwindet, algebraisch  integrirbar.     Setzt  man 


so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (6.)  in 

(ea.)  |^r+»(...-.)|5r-+-  =  o. 

Bezeichnen  wir  mit  s,,  s^,  . . .,  s^^^  die  Wurzeln  der  zu  jl  =  00  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung,  so  ergiebt  sich  aus  Gl.  (6a.) 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  wenigstens  eine  der  Grössen  s^:,  s^^  ...,  s^ 
negativ  und  absolut  grösser  als  '"7"  ,  da  nicht  zwei  derselben  einander  gleich 
sein  können  in  Folge  der  Voraussetzung ,  dass  Gleichung  (6 .)  algebraisch 
integrirbar*). 

Ein  willkürliches  Integral  v  der  Gleichung  (6,)  hat  die  Form 

(8-)  "    =    ejV],+  C3ll,+  ■■■  +ö„,Tj„, 

wo  c^,  c^,  ...,  c^^  willkürliche  Constanten,  \,  vj^,  ...,  v;^  das  zu  t  =  00  gehörige 
Fundamentalsystem  von  Integralen  bedeuten.  Daher  ist  v  f üi-  t  =  ao  unendlich 
wie  eine  Potenz  f,  deren  Exponent  r  grösser  als  — ^ — 

Nach  einem  beliebigen  Umlaufe  von  t  gehe  v  über  in  v\  wo 

(fl-)  «' =  cU,  +<^2  +■■•  +  <« 'Im. 

K.  =  «1  ß.x  +  c,  «2-^  +  ■  ■  ■  +  c,„  ß,„.^  , 
*)  Siehe  meine  Abhandlung  Bd.  66  des  Buhciiahdt sehen  Journ,,  S.  157'). 


I)  Abb.  VI,  Emi  I  dieser 
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341]  wenn  durch  denselben  Umlauf  -q,^  in  ■/]!,  übergeführt  wird,  wo 

Da  die  Grössen  c^,  c^,  ...,  c^^^  willkürlich  angenommen  wurden  und  die  De- 
terminante der  Grössen  a..^  nicht  verschwindet,  so  kann  man  c^,  c^,  ..,,  c^^  so 
wählen,  dass  auch  in  v'  das  Glied,  welches  wie  f  unendlich  wird,  nicht 
herausfällt.     Daher  ist  auch  v'  für  t  —  00  unendlich  wie  f. 

Bildet  man  daher  das  Product  der  (t  verschiedenen  Werthe  von  v,  welche 
allen  Umläufen   von  f   entsprechen,    so    ist    dasselbe  für  (  =  00  unendlich  wie 
f'.     Es  ist  daher    die  irreductible  algebraische  Gleichung,   welcher  das  allge- 
meine Integi'al  u  genügt,  mindestens  vom  Grade  )'(t,  also  höheren  als  -"!,"— 
Grades  in  Beziig  auf  t. 

Wir  wollen  jetzt  yon  der  Gleichung  (6.)  voraussetzen,  dass  für  einen 
willkürlichen  Werth  von  t  nicht  ein  zweiter  Werth  t^  existirt,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  auf  geeigneten  Wegen  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der- 
selben Gleichvmg  je  einen  gleichen  Werth  wie  in  (  annehmen  könnte. 

Es  mögen  nun  einem  beliebigen  Werthe  eines  willkürlichen  Integrals  v 
der  Gl.  (6.)  |  verschiedene  Werthe  von  t,  nämlich  t,  t ,  t  ^  ...^  t;_  entsprechen. 
Alsdann  gehören  zwei  Werthenpaaren  (v^,  t  ),  [v^^t^),  wo  x  g  ^,  zwei  ver- 
schiedene Werthe  eines  von  v^  verschiedenen  willkürlichen  Integi-als  v^  zu,  da 
sonst  jeder  Quotient  zweier  Integrale  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  t 
gleiche  Werthe  annehmen  müsste,  gegen  unsere  Voraussetzung.  Demnach 
entsprechen  einem  Werthe  von  v^  genau  |  Werthe  von  v^,  und  einem  Werthe 
von  Vj  genau  |  Werthe  von  v^,  und  es  findet  zwischen  v^,  v^  eine  iiTeductible 
algebraische  Gleichung 

(10.)  <f{v,,v,)  =  0 

statt,  vom  Gi'ade  |  sowohl  in  Bezug  auf  v^  als  auch  in  Bezug  auf  v ,  Da 
V,,  Vj,  nur  gleichzeitig,  nämlieh  für  singulare  Punkte  der  Gl.  (6.)  oder  für 
t  =  03  unendlich  werden,  so  ist  der  Coefficient  von  v\  eine  Constante,  die 
Coefficienten  aller  übrigen  Potenzen  von  v^  ganze  rationale  Functionen  von  1?^, 
und  zwar  der  Coefficient  von  v\  vom  Grade  g  in  v^,  die  übrigen  Coefficienten 
von  niedrigerem  Grade  in  v^.  Umgekehrt  ist  der  Coefficient  von  v'^  eine  Con- 
stante, die  Coefficienten  der  übrigen  Potenzen  von  v.^  ganze  rationale  Functionen 
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von  Wj,  der  Coefticient  von  vi  vom  Grade  §  in  v^,  die  übrigen  Coefficienten  [342 
von   niedrigerem    Grade   in    v^.      Wir   setzen    zunächst  voraus,    dass   nicht    für 
einen  Werth  von  t  jedes  willkürHche  Integral  verschvi'inde.     Dann  enthält  die 
Gleichung  (10.)  ein  von  v^,  «^  freies  Glied. 
Wir  suhstituiren  mm  in  Gl.  (10.) 

(11.) 

wodurch  diese  Gleichung  in 

(12.)  ««,«,)  =  0 

Übergeführt  werde.  Die  Gleichung  (12.)  ist  sowohl  in  Bezug  auf  u  als  auch 
in  Bezug  auf  w,  vom  Grade  |.  Da  die  Gleichung  (10.)  in  Bezug  auf  v,,  v^ 
iiTeductibel  ist,  so  kommt  diese  Eigenschaft  auch  der  Gleichung  (12.)  in  Be- 
zug auf  u  und  v^  zu.  Es  entsprechen  daher  einem  willkürlichen  Wertbe  von 
n  genau  |  Werthe  von  v^. 

Wenn  es  Umlaufe  von   t   giebt,    welche   ein   willkürliches  Integral  v    der 
Gl.   (6.)  in  jv   überführen,    so   ist   nach   Satz  I.  j   eine  Constante,   und    zwar, 
weil  V  eine  algebraische  Function  von  s,    eine  Einheitswurzel.     Die    zu    allen 
solchen  Umläufen  gehörigen  Werthe  von  j  genügen  daher  einer  Gleichung 
(13.)  x'-  =  1 

wo  A  eine  ganze  Zahl. 

Nach  Satz  I.  werden  v^  und  u  durch  dieselben  Umläufe  von  t  verändert 
und  nicht  verändert,  daher  ist  v^  eine  rationale  Function  von  t  und  u.  Es 
mögen  nun  einem  willkürlichen  Werth  von  u  a  verschiedene  Werthe  von  t 
entsprechen,  so  entsprechen  also  demselben  Werthe  von  n  höchstens  Xcc  ver- 
schiedene Werthe  von  v^.     Es  ist  also 

(14.)  U^l 

Nach  einem  Satze  meiner  Abhandlung  über  algebraisch  integrirbare  Diffe- 
rentialgleichungen*) haben  die  Exponenten  von  «^  in  der  in-eductiblen  Glei- 
chung zwischen  v    und  t  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  K. 


*)  Siehe  Boechahdts  .Toiim.  Bd.  81,  S.  112'). 
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4.3I    Ist  daher  v  die  Anzahl   der  Elemente   eines    reducirten  Werthsystems  des 
i'illkürlichen  Integrals  v^,  so  ist 


(15.) 

n  = 

Av. 

Nach  den 

,  obigen  Bntwickelui 

Igen  ist 

(16.) 

i^ii 

m  ~  1) 

2 

Aus  den 
(17.) 

Gleichungen 

(iiO.C 

15.),  (16.) 

ergiebt 

sich 

demnach 

Wenn  es  Werthe   von  t   giebt,    für    welche  jedes  Integral    der  Gleichung  (6.) 
verschwindet,  so  gehören  dieselben  zu  den  singulären  Punkten  dieser  Gleichiing, 
Es  sei  in  diesem  Falle 
(18.)  (ü,  =  »,  +  ■/.„    "),  =  ^^,  +  y-!, 

wo  n  ,  y.^  willkürliche  Constanten  bedeuten.  Die  Functionen  w^,  w^  werden 
für  t  =  CO  und  für  diejenigen  singulären  Punkte  der  Gleichung  (ö.),  für  welche 
t)jj  v^  unendlich  werden,  gleichzeitig  unendlich.  Für  die  singulären  Punkte 
derselben  Gleichung,  für  welche  v^,  v^  gleichzeitig  verschwinden,  erhalten  sie 
die  von  Null  verschiedenen  Werthe  x^,  x^.  Sie  werden  aber  auch  nicht  für 
irgend  einen  anderen  Werth  von  t  gleichzeitig  Null,  da  man  x^  so  wählen 
kann,  dass  füi"  diejenigen  Werthe  von  t,  für  welche  v^  den  Werth  —^  erhält, 
v^  nicht  gleich  — x^  werde.  Setzt  man  daher  in  Gl.  (10.)  to  — x  ,  to  —-a  resp. 
für  v^,  1)^,  so  erhält  man  eine  in  Bezug  auf  w^,  (o^  in-eductible  Gleichung 

(lOa.)  ?.{<",, «-.)  =  0 

vom  Grade  |  sowohl  in  Bezug  auf  c»,  als  auch  in  Bezug  auf  10^.  Die  Coeffi- 
cienten  von  <t>l  und  von  ta]  sind  Constanten,  während  die  Coefficienten  der 
übrigen  Potenzen  von  la^,  1»^  resp.  in  Bezug  auf  co^,  to,  von  niedrigerem  Grade 
als  dem  |'°"  sind.  Die  Gleichung  (10a.)  enthält  ein  von  (o^,  o>^  freies  Glied. 
Setzt  man  daher  in  diese  Gleichung 

(IIa.)  ,0,  =  pu,„ 

344]  so  geht  sie  in  die  in  Bezug  auf  p  und  eu^  irreductible  Gleichung 

(12a,)  >?.(iJ,«»J  =  0 
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Über,  welche  in  Bezug  auf  jede  der  Variabein  p  und  (o^  vom  Grade  ^  ist.  Es 
entsprechen  daher  einem,  willkürlichen  Werthe  von  p  genau  ^  Werthe  von  la^. 
Da  \i\  willkürlich  gewählte  Grössen  bedeuten,  so  folgt,  daas  alle  Um- 
läufe von  f,  welche  p  ungeändert  lassen,  gleichzeitig  w^,  v^  also  auch  w  ,  m 
ungeändert  lassen.  Demnach  ist  w^  eine  rationale  Function  von  p  und  t.  Ist 
daher  ß  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  t,  welche  einem  willkür- 
lichen Werthe  von  p  entsprechen,  so  ist  die  Anzahl  der  Werthe  lo,  welche 
demselben  Werthe  von  p  zugehören,  nicht  grösser  als  ß.     Demnach  ist 

(Ua.)  |<^ 

oder 

(16..)  ^^^Jl. 

Die  Anzahl  der  allen  möglichen  Umläufen  von  t  entsprechenden  Werthe  von 
v^  und  v^,  folglich  auch  von  p  ist  gleich  ft.  Daher  genügt  p  einer  irrednctiblen 
Gleichung 

(19.)  i)''  +  5jii'""' +  ■■■  +  !;„  =  0. 

Da  einem  willkürlichen  Werthe  von  p  ß  verschiedene  Werthe  von  t  ent- 
sprechen, so  erhält  p  als  rationale  Function  von  t  und  v^  an  mindestens 
(3  Stellen  der  KiEMANKSchen  Fläche  (t,vj  einen  gleichen  Werth.  Diese  Func- 
tion wird  also  auch  in  mindestens  ß  Stellen  dieser  Fläche  Null  und  unendlich. 
Da  aber  p  nur  für  das  System  derjenigen  endlichen  nicht  singulären  Werthe 
von  t  unendlich  wird,  für  welche  lo^  verschwindet,  und  nur  für  diejenigen 
endlichen  nicht  singulären  Werthe  von  t  Null  wird,  für  welche  to^  verschwindet, 
diese  beiden  Werthsysterae  aber  kein  gemeinschaftliches  Element  besitzen,  so 
folgt,  dass 

(20)  B    -^^ 

(20.)  -ü,,  -    _^^^j  , 

WO  G{t),  H(t)  ganze  rationale  Functionen,  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler, 
beide  mindestens  vom  Grade  ß. 

Nun  sei  [345 

(19a.)  u''  +  A,u''-'+---  +  A^  =  0 

die  irreductible  Gleichung,  welcher  u  genügt,  und  setzen  wir 

(»».)  A,  =  ||, 

Fnolia,  niMhem.  Werku.    H.  41 
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■WO  G^{t),  H^{t)  ganze  rationale  Functionen  ohne  gemeinschaftlichem  Theiler. 
Es  bedeute  4»  den  höheren  der  beiden  Grade  derselben. 

Setzt  man  in  (19.)  x^  =^0,  \^  0,  so  wird  p  = -u,  und  es  werden  je 
A  AVurzehi  dieser  Gleichung,  welche  solchen  Umläufen  von  t  entsprechen, 
durch  die  ein  willkürliches  Integral  v  der  Gleichung  (6.)  mit  einer  Einheits- 
wurzel j  multiplicirt  wurde,  einander  gleich.     Es  ist  demnach 

(21.)  (u^+Ay-'+---  +  A,f  =  ti'^+BTu^-' +  ■■■  +  £•;!', 

wo  Bf  den  Werth  von  £.  für  z^  =  0,  z^  =  0  bedeutet.     Hieraus  folgt 

(22.)  AI  =  B,r. 

Die  Werthsysteme,  für  welche  p  unendlich  oder  Null  wii-d,  gehen  für 
z^  =  0,  x^  =  0  in  Werthsysteme  über,  für  welche  u  resp.  unendlich  oder  NuU 
wird.  Da  u  nur  für  endliche  nicht  singulare  Werthe  von  t  unendlich  oder 
Null  wird,  so  enthalten  auch  die  beiden  letzteren  Werthsysteme  kein  gemein- 
schaftliches Element.  Bezeichnet  man  daher  mit  G*'"(i),  H"'\t)  die  Resultate 
der  Substitution  von  z^  ==  0,  x^  =  0  in  G{t),  H[t),  so  haben  G""(*),  H'*(0 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  und  es  folgt  aus  Gl.   (22,)  oder 

iGM  _   G''(t) 
[hm        E'\t)  • 

dass  die  Grade  von  G^\t),  TT''"{t)  genau  das  ^-fache  resp.  der  Grade  von 
G,(*)i  Hfi)  sind.     Daher  ist 

also  nach  Gleichung  (16a.) 

(23.)  (,>J^^Ü. 

346]  Aus    (17.)    und    (23.)    folgt ,    dass    die    Anzahl    der    verschiedenen 
Werthe    von    #,    welche    einem    willkürlichen  Werthe    von   ti    ent- 
sprechen, grösser  als  --  ■ '!,~—  ist. 
Es  sei 

eine  beliebige  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten,  welche 
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mir  algebraische  Integi-ale  besitzt.     Setzt  man 

-—  f  Kit)  dt 
(25.)  y  =  e'"-'  V, 

so  erhält  man  für  v  eine  wie  ((}.)  beschaffene  Differentialgleichung. 

Setzen  wir  voraus,  dass  für  einen  willkürlichen  "Wertli  von  t  nicht  ein 
/weiter  Werth  t^  existirt  von  der  Beschaffenheit,  dass  auf  geeigneten  Wegen 
jeder  Quotient  zweier  Integi-ale  der  Gleichung  (24.)  in  t^  denselben  Werth 
wie  in  t  annehme,  so  besitzt  die  wie  Gl.  (6.)  beschaffene  Gleichung  dieselbe 
Eigenschaft.  Es  ist  daher  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  t,  welche 
dem  Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlichen  Integrale  der  wie  (6.)  be- 
schaffenen Gleichung  entsprechen,  gi-össer  als  ■■"i'?"-!^  wenn  v  die  Anzahl  der 
Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  allgemeinen  Integi-als  dieser 
Gleichung  bedeutet.  Aus  Gl.  (25.)  ergiebt  sich,  dass  v  auch  die  Anzahl  der 
Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  allgemeinen  Integrals  der  Glei- 
chung (24.)  bedeutet.  Da  andererseits  für  zwei  Werthe  von  t,  für  welche 
ein  Quotient  zweier  willkürlicher  Integrale  der  wie  (6.)  beschaffenen  Gleichung 
gleiche  Werthe  annimmt,  auch'  der  Quotient  zweier  willkürlicher  Integrale 
der  Gl.  (24.)  gleiche  Werthe  erhält,  und  umgekehrt,  so  folgt,  dass  auch 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  i,  welche  einem  will- 
kürlichen Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlichen  Integrale 
der  Gleichung  (24.)  entsprechen,  grösser  als  -?^^^  ist,  wo  v  die 
Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  all- 
gemeinen Integrals  der  Gleichung  (24.)  bedeutet. 

Unter  Berücksichtigung  der  Sätze  I.,  VI.,  VII.  der  No.  H  erhält  man 
daher  das  folgende  Theorem: 

II.  Ist  V  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems des  allgemeinen  Integrals  einer  beliebigen  linearen 
homogenen  algebraisch  integrir baren  Di f f e rentialgleichung  [347 
^tcr  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten,  so  ist  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Werthe  der  unabhängigen  Variabein,  welche  einem 
willkürlichen  Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlichen  Inte- 
grale derselben  Differentialgleichung  entsprechen,  grösser  als 
''(«'-1) 
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Wir  betracliten  die  Gleichung  (B.)  als  eine  algebraische  Gleichung 
zwischen  vj,  C  und  bezeichnen  nach  Eiemakn  mit  /^  die  Klasse  dieser  alge- 
braischen Gleichung,  d.  h.  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  erster 
Gattung,  welche  zu  derselben  gehören. 

Seien  J,,  J,,  ■■■,  J^  solche  linear  unabhängige  Integrale  erster  Gattung, 
in  der  Form,  welche  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Aronhold*)  von  Clebsch 
und  Herrn  Gordak**)  eingeführt  worden  ist,  so  dass  also 

(1.)  äJ.^,  =  ^^^■^■'jf'^^^^X±e,v.äy,        (^  =  :,...,.), 

wo   ^^  =  (*    eine  Curve   ?^  — 3'"'  Ordnung    darstellt,    welche    durch    die    sämmt- 
liehen  Doppelpunkte  und  Eückkehrpunkte  der  Curve  (B.)  hindurchgeht. 

Nach  No.  2  ist 


d^; 


C2.) 

S- 

^l?/3 

<!?. 

=  (".«. 

+  C,K 

i+f^ 

.«.)Af!2 

und  nach  Gleichung  (C.) 

(3.) 

-  +  c, 

a/ 

:  (<;,», 

+  e, 

,».  +  ».■>, 

folglich  ist 

(4.) 

S± 

'^-.yßy^ 

= 

^- 

c, 

+  Cs 

V-  +  C. 

TT 

Nach  No.  1 

Gl.   (24.) 

ist 

(5.) 

4 

348]  Andererseits 

ist  nach 

Gl. 

(C.) 

(6-) 

■  = 

^f- 

_it 

= 

wenn  man  zur  Abkürzung  f.^  fdr 

/^.^,  und  mit  F^^  den  Coefficienten  von  f..^_  in  der  HESSESchen  Covariante  von  /", 


*)  Monatsberichte  der  K.  Akadomie  der  Wisaensch.  zu  Berlin,  April  1861. 
**)  Theorie  der  ABELschen  Functionen,  8.  2, 
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SO  folgt 

also 

(i'c  _  (j'„«.,+f,.<i.+j'.. ■■.)?; 

demnacli  nacli  Gl.  (C.) 

d-C  _   (F„f,  +  F„f,  +  FJ,)p\ 

d'f        "  (»-!)/." 

also  enrllicli 

d'c         1     !>(/-)»; 


('.) 


d,'      (..-1)-     /,' 


Substitiiirt  man  diesen  Werth  in  (5.)  und  setzt  ansserdem  für  -^  seinen  Wertli 

*L  =  A  ,    =  A  '■ 
(!«         ,jI"'        sl'M' 

so  folgt 

W  jK-   ~   Ä-Z(»)' 

also  ist  nach  Gl.  (4.) 

Ö)/.  ßi/j  ÖJ/, 

In  den  Gin.  (4.)  und  (9.)  sind  A,  Üf,  X  Wurzeln  rationaler  Functionen 
von  s,  und  zwai  hat  X  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Gl.  (2.)  No.  1,  M  dieselbe 
Bedeutung  wie  in  Gl.  (C),  während 

(10.)  i  =  e"^'"". 

Durch  einen  beliebigen  Umlauf  von  ^  möge  ?/^  in  y!,  übergehen,  wo  [349 
(11.)  l/'y.  =  «/il/.  +  «w  ^= +«■...%  I  (--^=1,2,3) 

so  genügen  p'^,  y'^,  y'.^  der  iiTeductiblen  Gleichung 

(12.)  f{y[,y[,yd  =  o. 

Es  sind  demnach  fyX^i' ^ä' ^ä)  =^  **  Curven  w-3*'"'  Ordnung  in  1/,',  y^,  y\^  welche 
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äurch  die  Doppel-  und  Eücldcehrpunkte  von  (1  2.)  hindurchgehen.    Daher  sind 

•^i^r^^^rtrS^     ,.,. ,, 

die  p  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung,  welche  zu  der  Gleichung 
(12.)  gehören.  Diese  Integrale  als  Functionen  von  ^  sind  demnach  füi-  keinen 
"Werth  von  s  unendlich.    Setzt  man  für  p[,  y[,  y'^  ihre  Werthe  aus  Gl.  (ll.)  in 

wo  '^^  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  n  ~  3**"  Grades  ist.  Ferner 
hat  man  nach  Gl.  (4.)  oder  Gl.  ({).) 

df  df  df  '        df  df  df  ' 

^y,  ^y-,  öf/3  e*/,  dy^  dy^ 

wo  j  eine  Einheitswurzel  bedeutet,  folglich  ist 

■  df — df — öT^-  '^y^^'y^- 

ß«/,  öi/j  ö(/3 

Da  J'^  für  keinen  Werth  von  s,  folglich  auch  füi-  kein  Werthsystem  y,,y  ly 
unendlich  wird,  so  ist  J'^  ein  Integral  erster  Gattung  gehörig  zur  Gleichung 
(B.).  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  '^.J^y^,y^,y^)  =  ^■jXy','- y^i  vl)  durch  eine  lineai-e 
homogene  Function  von  9,{y,j  */aj  «/Ji  ■ --i  TpC^i'^a' ^s)  dargestellt  wird,  oder: 
350]  I.  Die  Functionen  ?,fyi,  y^,  y^),  ■ . .,  ^pC^/,,  y^,  y^)  genügen  einer 
linearen  homogenen  Gleichung  p*"  Ordnung 

mit  in  s  rationalen  Coefficienten. 

Es  sei  U  ein  Umlauf,  der  Variabein  ^,  durch  welchen  ein  Quotient  A 
zweier  willkürlicher  Integrale  der  Gleichung  (D.)  ungeändert  bleibt,  ohne 
dass  gleichzeitig  -|?- = -^,  -^  = -^,   wo  y'^,  y^,  y'^  die  Functionen  bedeuten,   in 
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welche  resp,  y^ilj^ilj^  durch  denselben  Umlauf  übergehen,  nämlich 

(13.)  !/;  =  «-^.y,+  «,.,?A+«^äS'3-  («  =  1,2,3) 

Ist  alsdann  y^  =  h^,  2^5  =  ^^i  y,  ~  ^a  ein  Werthsystem ,  für  welches  A  Null 
oder  Unendlich  wird,  und  setzt  man 

(14.)  ;-;  =  ciy^h^  +  a.^^h,  +  a.,^b^,  (•*  =  !, 2,S) 

SO  wird  X  auch  für  y^  =  b'^,  y^  =  i^,  y^  =  b'^  Null  resp.  unendlich.    Fixirt  man 
daher  p  —  i  willkürliche  Werthsysteme 

für  welche  l  unendlich  wird ,  so  wird  ?,  auch  für  die  p~\  Werthsysteme 
(16.)  ü»;.,   =   «X, '',■,  + «y.i &ö  +  «-.(3 !*,„     («=- 1,3,3;  i=  1,2,..., jj-l) 

'^'^n  Vo  Vif  %  unendlich. 

Nach  der  Voraussetzung  ist  nicht  gleichzeitig  t^  ^  -r^  iind  -rr-  =  x" ' 
Andererseits  ist  auch  nicht  gleichzeitig  -^r-  ^=  -^  und  -^r-  ^  -rr-  Q^i)  oder 
-TT- = -~-,  -f^  =  -f^,  da  man  die  Werthe  von  s,  welche  zu  einem  Svsteme 
^11»  ^ä' ^«  '^"^  ^"-^  einem  Systeme  ^;,,^;j)&j3  gehören,  vollständig  von  einander 
unabhängig  gewählt  hat.  Demnach  constituiren  die  Werthsysteme  h.^,  b^^,  b.,^ 
und  die  Werthsysteme  b'^^,  b'.^,  b'.^  Hp  —  I  verschiedene  Werthsysteme,  für  welche 
l  unendlich  wird. 

Bezeichnet  man  die  durch  zweimalige  Wiederholung  der  Substitution  (13.) 
aus  6^j,  b^,  b.^  hervorgehenden  Werthe  mit  b"^,  b'^^,  b"^,  so  ist  erstlich  nicht  [351 
gleichzeitig  -^  =:  -j|^  und  ^  =  ^,  oder  ^  =  -^f  imd  -ßf-  =  if,  oder  -^  =  ^ 
und  -yr  ~ -^  (*'<0  ^^^  denselben  Gründen  wie  oben.  Andererseits  ist  auch, 
weil  wir  die  zu  b^^,  b.^,  b^^  gehörigen  Werthe  von  .s  willkürlich  gewählt  haben, 
nicht  gleichzeitig  ~  =^  -jf-  und  -S-  ^  JA,  ohne  dass  auch  gleichzeitig 

(16.)  Tir  =  T^     und     -f  =  -^■ 

Da  nun  l  durch  den  Umlauf  ü  von  s  ungeändert  bleibt,  so  muss  diese 
Function  auch  für  die  Werthsysteme  6",,  J"^,  h".^  unendlich  werden.  Nun  aber 
kann  A  ausser  für  die  2^  —  2  verschiedenen  Werthsysteme  (ö^,,  b.^,  b.^),  {b[^,  b'.^,  6]J 
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nicht  mehr  unendlich  werden,  'da  bekanntlich  der  Quotient  der  Differentiale 
zweier  Integi'ale  erster  Gattung  der  Klasse  p  für  nicht  mehr  als  1p  — 1  Stellen 
der  EiEMANNSchen  Fläche  unendlich  wird*);  es  müssen  demnach  die  Gin.  (16.) 
stattfinden.  Dieselben  liefern  wegen  der  willküiiichen  Wahl  der  zu  b.^,b.^,h^ 
gehörigen  Werthe  von  s  den  Satz: 

II.  Giebt  es  einen  Umlauf  ü  von  ^,  welcher  y^,  y^,  y^  überführt 
resp.  in  y[iy[}y'g  vind  zugleich  den  Quotienten  k  zweier  willkür- 
licher Integrale  der  Gleichung  (D.)  unverändert  lässt,  ohne  dass 
sleichzeitis  %  =  i^  und  -^  =  -^,  so  muss  eine  zweiraalise  Anwen- 

düng  dieses  Umlaufes  ^.  -^  ungeändert  lassen. 
°  yy    Vi         °  _ 

Wenn  ausser  dem  Umlaufe  U  noch  ein  anderer  U  die  Eigenschaft  hat, 
dass  durch  dessen  Anwendung  l  ungeändert  bleibt,  ohne  dass  zugleich  der 
Quotient  zweier  willkürlicher  Integrale  der  Gl.  (A.)  ungeändert  bleibt,  so 
ergiebt  sich  wiederum  aus  dem  Umstände ,  dass  l  nur  für  2/}  ~  2  Werthsysteme 
von  y^iy^tV^  unendlich  werden  kann,  wenn  man  mit  h._^  den  durch  Anwendung 
der  U  entsprechenden  Substitution  avis  h^.,  hergeleiteten  Werth  bezeichnet,  dass 

\  ^n  b^,  K 

352]  d.  h.  wegen  der  willkürlichen  Wahl  der  zu  b^^  gehörigen  Werthe  von  s, 
der  Umlauf  ü  führt  den  Quotienten  zweier  willkürlicher  Integrale  der  Gl.  (A.) 
in  denselben  Werth  über  wie  ü,  oder,  was  nach  dem  Satze  I.  No.  4  dasselbe 
ist,  der  Umlauf  Ü  führt  i/^,  y^,  y^  resp.  in  jy[,  jy'^,  jy'^  über,  wenn  U  dieselben 
Functionen  resp.  in  y[,  y'^,  y[  überführt,  und  wo  j  eine  Einheitswurzel  bedeutet. 
Es  seien  8^^  S^,  Ä^,  ,..,  8^_^  diejenigen  Umläufe  von  3,  welche  ein  redu- 
cirtes  Werthsyetem  eines  willkürlichen  Integi-als  (o  der  Gl.  (D.),  nämlich 
10,  ü)',  10",  ...,  lo"*"^'  hervorbringen.  Jeder  andere  Umlauf  bringt  also  nur  einen 
dieser  Werthe  mit  einer  Einheitswurzel  multipücirt  hervor.  Den  Umläufen 
S^,  S^,  ...,  S^_^  entsprechen  die  Werthe  y,  y\  y",  ...,  y^°~"  eines  willkürlichen 
Integrals  y  der  Gleichung  (A.).  Es  können  nicht  zwei  der  letztgenannten 
Werthe  ein  constantes  Verhältniss  besitzen,  da  sonst  auch  zwei  entsprechende 

*)  RiBMANN,  ABELBclie  Functioiieu,  in  Bouchaudts  Journ.,  Bd,  54 '). 


m  Werka  <]S9S),  S.  asK.    1 
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Werthe  der  Reihe  u>,  to',  w",  ...,  tu*'"""  ein  constantes  Verhältniss  hatten.  —  Die 
Umläufe  S^U,  S^Ü^  ..,,  S^_^U  erzeugen  die  Werthe  y"",  y'°*'\  .,.,  y'"'''",  während 
dieselben  (o,  to\  ...,  to'^~"  nur  mit  constanten  Factoren  multipliciren.  Die 
Werthe  V",  y"''^'\  ■.-,  y^°~"  unterscheiden  sich  der  Voraussetzung  nach  von 
y,y',y",  .-■ip"''"  nicht  bloss  um  constante  Factoren.  Jeder  andere  Umlauf 
von  s  bringt  aber  nach  dem  obigen  nur  Werthe  hervor,  welche  gleich  sind 
einem  der  Werthe  der  Reihe  p,  y',  y",  ...,  y''"^~"  multiplicirt  mit  einer  Con- 
stanten.    Diese  letztere  Reihe  ist  also  ein  reducirtes  Werthsystem  von  y. 

Giebt  es  aber  keinen  Umlauf  der  Art  U,  so  ist  y ■,  y ,  y'\  ■  •  ■ ,  y"^~"  ein 
reducirtes  Werthsystem  von  y.     Man  erhält  also  den  Satz 

III.  Ist  V  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems  des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  (A.),  so  ist  \v 
oder  V  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems 
des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  (D.),  je  nachdem  es  Um- 
läufe der  Art  TJ  giebt  oder  nicht  giebt. 

Es  seien  (■/).,  C,),  i  =  1,  2,  ...,  2^—2,  die  2^  —  2  Stellen  der  EiEMANNSchen 
Fläche  (t],  C),  in  welchen  X  einen  wilUiürlich  vorgeschi'iebenen  Werth  annimmt. 
Von  diesen  Stellen  können  p  —  \  willkürlich  gegeben  sein.  Wir  bezeichnen 
die  letzteren  mit  ('1,1  CJ,  ...,  (''Jn^iiC  ,);  dieselben  können  so  gewählt  werden, 
dass  sie  z.u  ^  —  1  verschiedenen  Werthen  von  s  gehören.  Wenn  zu  einer  der 
übrigen  Stellen  (■'5„)  C,),  . .  ■,  ("/jjp.j,  Cj  _,)  ein  Werth  von  £  gehört,  welcher  auch 
einer  der  ersteren  p  —  \  Stellen  entspricht,  wenn  z.  B.  ("*]+^,  C^+.J  zu  demselben 
s  gehört,  wie  (tJj,  Q,  so  gäbe  es  einen  Umlauf  von  z,  welcher  -/],,  Cj  resp.  [353 
^■^  ^p+x'  ^p+x  überführte.  Da  durch  denselben  Umlauf  A  in  sich  selbst  über- 
geführt wird,  und  bei  willkürlicher  Wahl  von  {''J,)  CJi  ■  ■.,  {'/j-^i,  C  j)  die  Glei- 
chungen -/j^^^  =  vjj,  Z,  .^  =  C;  nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  wäre  dieser 
Umlauf  der  Art  TJ. 

Giebt  es  also  keinen  Umlauf  der  Art  U,  so  gehören  zu  einem  willkür- 
lichen Werthe  von  X  genau  e(2^  — 2)  verschiedene  Werthe  von  z,  wenn  man 
mit  e  die  Anzahl  der  verscliiedenen  Werthe  von  s  bezeichnet,  für  welche 
gleichzeitig  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  je  einen  gleichen 
Werth  annimmt. 

Wenn  es  aber  einen  Umlauf  der  Art  ü  giebt,  so  mögen  mit  ■/]',  C  die 
Werthe  bezeichnet  werden,  in  welche  derselbe  ■/],  C  überführt.    Es  nimmt  als- 

FnchB,  mathem,  Werks.    U.  42 
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dann  A  für  (y]',,C^),  ...,  {\_,,  C^.,)  denselben  Werth  an  wie  für(v],,  C,),  •.-,  (""jp-n  >_i)* 
Da  diese  letzteren  Stellen  untereinander  verschieden  sind,  so  sind  es  auch  die 
ersteren.  Der  Voraussetzung  gemäss  ist  auch  keine  der  ersteren  mit  einer 
der  letzteren  übereinstimmend,  Ks  fallen  demnach  (%!  C  ),-..,  (vj,  C^  _J  mit 
(^i'^'i)'  ■  ■•' (^B-i' ^'-i)  zusammen.  Da  die  Werthe  von  g,  welche  zu  den  ver- 
schiedenen Stellen  ("«litC,),  ■■.,  (v]p_,,Cp_J  gehören,  von  einander  verschieden 
sind,  so  ergiebt  sich,  dass  in  dem  Falle  der  Existenz  eines  Umlaufes  der  Art 
U  zu  einem  willkürlichen  Werthe  von  A  genau  s  (^  —  1 )  verschiedene  AVerthe 
von  s  gehören.     Man  erhält  also  den  Satz: 

IV.  Je  nachdem  es  Umläufe  der  Art  Ü  giebt  oder  nicht  giebt, 
ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  s,  welche  zu  einem 
willkürlichen  Werthe  des  Quotienten  zweier  willkürlicher  Inte- 
grale der  Gleichung  (D.)  gehören,  e(^  — 1)  oder  2s(p— l),  wenn  e  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  von  ^  bedeutet,  für  welche 
gleichzeitig  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  GL  (A.)  je  einen 
gleichen  Werth  annimmt. 

Besitzt  die  Gl.  (A.)  die  Eigenschaft,  dass  nicht  zu  einem  willkürlichen 
Werthe  s  ein  Werth  s^  gehört  der  Art,  da.88  jeder  Quotient  zweier  Integrale 
der  Gl.  (A.)  in  s  und  s^  je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  so  ist  e  =  1.  Es 
folgt  alsdann  nach  Satz  IL  No.  4,  Satz  III.  und  Satz  IV.  dieser  No. 

(E.)     j  oder 

je  nachdem  es  Umläufe  der  Art  ü  giebt  oder  nicht  giebt. 
354]    In  beiden  Fällen  folgt  für  p  >  1 

Wenn  zu  einem  willkürlichen  Werthe  s  ein  Werth  ,?^  gehört  von  der 
Art,  dass  jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  in  s  ^lnd  s^  je  einen 
gleichen  Werth  annimmt,  so  kann  man,  da  « >  2,  also  die  Gleichung  (A.) 
algebraisch  integrirbar  vorausgesetzt  ist,  nach  No.  3  durch  Multiplication  der 
abhängigen  Variabein  y  mit  einer  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  3 
nnd  Transformation  der  unabhängigen  Variabein  s  in  eine  Veränderliche  t  die 
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Gleichung  (A.)  in  eine  Gleichung  überführen  der  Perm 


df 


de 


dt 


mit  rationalen  Coefiicienten,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  nicht  zu 
einem  willkürlichen  Werthe  von  t  ein  Werth  t^  gehört  der  Art,  dass  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A",)  in  t  und  t  je  einen  gleichen  Werth 
annimmt.     (Satz  VI.  No.  3). 

Die  Natur  der  Transformationen,  welche  von  (A.)  zu  (A".)  führen,  bringt 
es  mit  sich,  dass  die  Gleichung  (B.)  auch  für  ein  Fundamentalsystem  (u^,  lo^,  w^ 
von  Integralen  der  Gl.   (A".)  bestehen  bleibt,  dass  also 


(18.) 


/■(-, 


'=)  - 


Bildet  man  die  zu  (18.)  gehörigen  Integrale  erster  Gattung,  so  ist  demnach 
die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  ebenfalls  p.  Da  femer  nach  Satz  VII. 
No.  3  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducii'ten  Werthsystems  des  allg;emeinen 
Integrals  der  GL  (A".)  mit  der  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems des  allgemeinen  Integrals  der  Gl.  (A.)  übereinstimmt,  so  ergiebt  sich, 
dass  die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  auch  bestehen  bleiben,  wenn 
für  einen  willkürlichen  Werth  von  z  und  noch  andere  Werthe  s^ 
jeder  Quotient  zweier  Integrale  der  Gl.  (A.)  je  einen  gleichen 
Werth  annimmt. 

Das  durch  (F.)  ausgedrückte  Resultat  lässt  sich  auch  folgeuderraassen 
aussprechen : 

V.  Ist  die  Klasse  jf:J  der  Gleichung  (B.)  grösser  als  Eins,  so  ist 
die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  all- 
gemeinen Integrals  der  Gleichung  (A.)  nicht  grösser  als  Vier, 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln*)  [355 
der  algebraischen  Gleichung,  welcher  dieses  allgemeine  Integral 
genügt,  ist  nicht  grösser  als  Vier. 


*)  über  die  Eedeiitimg  dieser  BcKeiclmung  s,  meine  Aräeit  in  Bokciiakdts  Journal  J3d.  81,  S.  111,    ■ 


1)  Abh.  XX,  S.  11  dieses  Bandes. 
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gehört  zur  GL  (B.)  nur  ein  Integral  erster  Gattung  /.     Es  sei  wie  in  No.  5 


(1-) 


äj  = 


.■yJ21±gij/i.%3 


Führt  man  auf  der  rechten  Seite  die  Variabein  t],  C  ein,  so  erhält  man 

(2.)  dj  =   ?,(■';,  0(^7), 

wo  (pj  eine  rationale  Function  von  tj,  C.    Andererseits  sind  C  und  ~-  rationale 
Functionen  von  tj,  s.      Folglich  erhält  man  für  die  unabhängige  Variable  g 

(3,)  dj  =  •^(s,r^)d^, 

WO  ö  eine  rationale  Function  von  s,  -/], 

Nach   No.  5    wird    entsprechend    einem    Umlauf  von 
resp.  in  y[,  y[,  y'^  überführt, 

''^{y'^y'^iv'^)  =  j'?{yi,y„y,), 


welcher  y^,  y^,  y^ 


(4-) 


WO  j  eine  Constante   und    zwar,   weil  fiu.'  «>2    ^i{\ 

Function  von   8   ist,    eine  Einheitswurzel  bedeutet. 

eine  Wurzel    einer    rationalen   Function    von  s.     Aus    dieser  Bemerkung   und 

aus  Gleichung  (4.)  oder  Gl.  (ö.)  No.  5   ergiebt  sich  demnach,  dass  auch 


,y,,yj  eine  algebraische 
Demnach   ist  'p(y^,y^^y^) 


(5.) 


äJ  =  Eds, 


wo  It  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  s  bedeutet. 

356]  Setzen  wir  voraus,  dass  die  Gleichung  (A.)  so  beschaffen  sei,  dass  nicht 
für  einen  willkürlichen  Werth  von  s  und  noch  Eir  andere  Werthe  von  s  jeder 
Quotient  zweier  Integrale  der  GL  (A.)  je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  so 
ist  demnach  s  eine  rationale  Function  von  vj,  C.  Da  wir  vorausgesetzt  haben, 
dass  /  das  zu  (v],C)  gehörige  Integi'al  erster  Gattung  sei,  so  sind  vj,  C  ein- 
deutige Functionen  von  /,  folglich  ist  auch  s  eine  eindeutige  Function 
von  J. 
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Demnach  ergiebt  sich  aus  dem  Bestehen  der  Gleichung  (5.)  nach  den 
Untersuchungen  der  Herren  Briot  und  Bouquet*),  dass  R*  oder  S*  eine 
rationale  Function  von  s  sein  müsse. 

Unter  derselben  Voraussetzung  über  die  Gl.  (A.)  ergiebt  sich  auch,  dass 
7j,  2  eindeutige  Functionen  von  J.  Demnach  ist  auch  die  Klasse  der  alge- 
braischen Function  yj  von  s  gleich  Eins  und  'p(^i^)  n^ch  Gleichung  (3.)  die 
Ableitung  des  zu  (^,'/j)  gehörigen  Integi-als  erster  Gattung, 

Der  Ausdruck 

df  df  df 

bleibt  ungeändert,  wenn  man  an  die  Stelle  von  p^  setzt  ^i.i»/,+ ^-^s^'a  +  ^-za^ai  ^"^'^ 
6^j  beliebige  Constanten  bedeuten,  d.  h.  der  genannte  Ausdruck  ist  von  der 
Wahl  des  Fundamentalsystems  y^,  y^,  y^  unabhängig.  Gleichermassen  ist 
9(^1'  Vii  ^s)  ^^^  ^^^  einen  constanten  Factor  von  der  Wahl  dieses  Funda- 
mentalsystems unabhängig,  folglich  ist  auch  bis  auf  einen  constanten  Factor 
-R  von  der  Wahl  dieses  Fundamentalsystems  unabhängig. 
Aus  (3.)  und  (5.)  folgt 
(6.)  -R  =  ■^(f,-n), 

d.  h.  es  ist  H  eine  rationale  Function  von  'q,  s.  Wir  behaupten  aber,  dass 
auch  umgekehrt  f\  eine  rationale  Function  von  z^  R  ist.  Denn  gäbe  es  einen 
Umlauf  von  s,  welcher  R  ungeändert  liesse,  dagegen  tj  in  vj'  verwandelte,  so 
würde  in  den  beiden  Blättern -/],  tj'  der  EiEMANNschen  Fläche  der  algebraischen 
Function  v]  von  s  die  Function  E  für  dasselbe  ^  denselben  Werth  annehmen. 
Wir  können  aber  das  Fundamentalsystem  y^,  j/^,  y^  so  wählen,  dass  für  [357 
,5'  =  s^,  wo  :s^  ein  willkürlicher  Werth,  in  den  beiden  genannten  Blättern  -q 
denselben  Werth  tj^  erhält.     Dann  ist 

d.  h.  gleich  bis  auf  Vielfache  von  Periodicitätsmoduln,  für  Intcgi-ationswege, 
welche  in  den  beiden  Blättern  t],  v]'  übereinander  laufen.     Es   ist  demnach  in 


*)  Journal  de  l'Ecole  PolytechEique,  t.  2],  p.  222. 
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der  genannten  RiEMANNschen  Fläche 

(8.)  /  6i,,r,)(h~0, 

d.  h.  gleich  bis  auf  Vielfache  von  Pexiodicitätsmoduln.  Aus  Gl.  (8.)  folgt 
nach  einem  bekannten  Satze,  dass  es  eine  rationale  Function  von  s,  ■)]  giebt, 
welche  für  einen  beliebig  gegebenen  Werth  und  nur  für  diesen  unendlich 
wird,  dass  demnach  die  Klasse  der  algebraischen  Function  v]  von  s  gleich 
Null  sei.  Da  aber  nach  dem  oben  Bewiesenen  diese  Klasse  gleich  Eins,  so 
folgt,  dass  es  keinen  Umlauf  von  s  giebt,  welcher  R  uugeändert  lässt,  ohne 
gleichzeitig  vj  ungeändert  zu  lassen,  dass  also  vj  eine  rationale  Function  von 
^,  B  ist. 

Da  eine  gewisse  Potenz  jedes  Integrals  der  Gleichung  (A.)  eine  rationale 
Function  von  -q,  0  ist,  so  ergiebt  sich  auch,  dass  eine  gewisse  Potenz  jedes 
solchen  Integrals  durch  eine  rationale  Function  von  s,  R  dargestellt  werden 
kann. 

Es  ist  daher,  wenn  A  eine  gewisse  ganze  Zahl  bedeutet, 

(9.)        /  =  a,  +  «,It  +  ec^E'+a^n'     oder     /  =  ß«+ ß,li  + ■■■  +  ß,E\ 

nachdem  JR*  oder  R"  rationale  Function  von  3  wird,  wenn  man  mit  a^  und 
ß.^  rationale  Functionen  von  3  bezeichnet. 

Die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthsystems  des  allgemeinen 
Integrals  der  Gl.  (A.)   wird    daher    durch    eine    der  Zahlen  2,  3,  4,  6   gegeben. 

Da  nach  S.  VII.  No.  3  die  Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werth- 
systems des  allgemeinen  Integrals  der  Gl.  (A.)  stets  gleich  ist  derselben  An- 
zahl für  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  welche  die  Eigenschaft 
358]  hat,  dass  nicht  für  einen  willkürlichen  Werth  der  unabhängigen  Variabein 
und  noch  andere  Werthe  derselben  jeder  Quotient  zweier  Integrale  derselben 
je  einen  gleichen  Werth  annimmt,  und  für  welche  gleichzeitig  dieselbe  Glei- 
chung (B.)  erfüllt  ist,  so  folgt  allgemein  der  Satz: 

I.  Ist  p  =  If  so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  der- 
jenigen algebraischen  Gleichung,  welcher  das  allgemeine  In- 
tegral der  Gleichung  (A.)  genügt,  durch  eine  der  Zahlen  2,  3,  4,  6 
gegeben. 


je 
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Es  sei  endlich 

f)  =  0. 

Alsdann  giebt  es  bekanntlich  eine  rationale  Function  s  von  v;,  C 

(10.)  «  =  ?(i,i:) 

von  der  Beschaffenheit,  dass 

(11)  ,  =  Ä      c-AÖ- 

WO    f,(s),  f^{s)^  f^{s)    ganze    rationale    Functionen    «.*™  Grades    der  Variabein  s 
ohne  einen  allen  gemeinschaftlichen  Theiler. 

Ein  beliebiger  Umlauf  der  Variabein  si  führe  ■/],  C  resp,  in  v]',  C  über,  so  ist 


(12.) 


«3.  +  o:,,vi  +  K„,C 


Setzt  man  in  die  aus  (H,)  sich  ergebende  Gleichung 

»'=?(V,r), 

WO  also  s'  den  Werth  bezeichnet,  in  welchen  s  durch  den  genannten  Umlauf 
übergeht,  die  Werthe  aus  (12.)  ein,  so  ergiebt  sich  nach  GL  (11.),  dass  s' 
eine  rationale  Function  von  s.  Da  aber  auch  umgekehrt  s  eine  ratio- 
nale Function  von  s'  sein  muss,  so  folgt; 

Zwischen  s  und  s'  findet  eine  Gleichung  der  Form 

(13.)  öS3'+&s  + cs'+of  =  0 

statt,  wo  a,  6,  c,  d  Constanten  sind. 
Wir  setzen 

(14.)  i:  =  -|,    I.  =  I... 

Ans  Gl.  (13.)  folgt:  [3S9 

(16.) 


hc  —  aä 

(as  +  cf  ~ 


Da  -s'  nicht  constant,  so  ist  bc  —  ad  von  Null  verschieden. 

Nach    dem    genannten  Umlaufe   von    s   mögen    g^,  1^   resp.  in   ^[,  l'^   über- 
gehen, so' ergiebt  sich  aus  (14.)  und  (15.) 
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^  äs'  bc-ad^  '  '" 


-=-— («l,  +  e|,), 
\oc  —  ad 


^{H-A^D- 


Da  aber  s,  folglicli  auch  1^.,  g^  algebraische  Fanctionen  von  z  sind,  so  läsat 
sich  dieses  Resultat  auch  folgendermassen  aussprechen.: 

Es  ist  s  der  Quotient  zweier  Integrale  |,,  |^  einer  linearen 
homogenen  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  der  unabhängigen  Variabein  s  und  mit  in  s  ratio- 
nalen Coefficienten. 

Es  sei 

("•)  '  utn:  =  <!,&,%,),  («=1,2,3) 

wo  di^  ganze  rationale  und  homogene  Functionen  von  |  ,  1^  «.'™  Grades  be- 
deuten. 

Aus  den  Gleichungen  (U.)  folgt  alsdann 

(18.)  y.,  =  e'ka^,^,),  (-.  =  1,2,3) 

Wenn  p,  g^,  |^,  ?/.^  nach  einem  Umlaufe  von  s  resp.  in  p',  |J,£^,^.^  über- 
gehen, so  dass 

y'x   =   «xi  Vi  +  «■,(!  «/s  +  «-/.s  ^1 .  (■'  =  1,  2,  3) 

und  nach  Gl.  (16.) 

360]  wo  ^._,  ebenfalls  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  n'™  Grades 
von  1^,  S,^  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  aus  (18.) 

(19.)  i>'x-.(inl.)  =  qKA.  +  ^.A.  +  ^-..,U 

Demnach  ist  —  eine  rationale  Function  von  s. 
e 
Wenn  die  Function  —  für  einen  Werth  von  s  verschwindet,  so  muss  für 
denselben  Werth 

«■./.  +  «.J.+  «..3/;  =  0  (■-  =  1,2,3) 
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sein,  d.  h.  da  die  Determinante  der  Grössen  a^^  liicht  verschwindet, 

U  =  0,    /".  =  0,    /.  =  0 
sein,    was    nicht   möglich   ist,    da    /\(s),  /;(«))  f^is)    keinen    gemeinschaftlichen 
Theiler  hesitzen. 

Demnach  in  —  eine  Constante.  Da  aber  q  eine  algebraische  Function 
von  s' ist,  so  folgt,  dass  p  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  s.   Also 

II,  Im  Falle  p  ^=  0  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
(A.)  abgesehen  von  einer  Wurzel  einer  rationalen  Function  als 
Factor  durch  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  si*°" 
Grades  des  Fundamentalsystems  von  Integralen  1^,1^  einer  alge- 
braisch integrirb  aren  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  in  s  rationalen  Coefficienten    darstellbar*). 

Betrachten  wir  nunmehr  die  Gl.  (B.)  für  den  Fall  n  =  1. 

Es  sei 
(20.)  «„  y\  +  a,^  yl  +  a,,  yl-^2  a,^  y,y^+2  a,,  y^y,+  2  «,,  y.,ij^  =  0 

diese  Gleichung,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  mit  tj^,,  C,  ein  beliebiges  Werth- 
system  von  t],  C  bezeichnet,   welches    derselben    genügt,    und   wenn  man  setzt 

^     ''  '         A„  +  A,s  +  A,s^- '  A„  +  Ä,s  +  A,s^ 

Aus  den  Gin.  (21.),  (22.)  ergiebt  sich  analog  wie  aus  den  Gin.  (10.),  (11.),  [361 
dass  zwischen  zwei  Zweigen  s  und  s'  der  Function  s  von  s  eine  bilineare 
Gleichung  von  der  Form  (13.)  stattfindet. 

Aus  dieser  Gleichung  folgert  man  wie  oben,  dass  s  der  Quotient  zweier 
Integrale  §,,  g^  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  in  s  rationalen  Coefficienten  ist,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier 
die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nicht  algebraisch 
integrirbar    zu    sein  braucht,   da  s  nicht   algebraisch   sein  muss.     Auch 


*)  Über  isolche  Differentialgleichungen  üweiter  Ordnung  vergl.  meine  Abhandlungen  in  Borcii,  Journ. 
Bd.  81,  S.  97  und  Bd.  85,  S.  1 '). 


Hosted  by 


Google 


338  ÜBER  LINEARE  HOMOGENE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

für  diesen  Fall  gelten  die  Gin.  (18.),  und  in  diesen  sind  die  Functionen  ^^ 
ganze  rationale  Functionen  zweiten  Grades,  während  q  constant  wird.  Dieses 
Resultat  ist  mit  dem  in  No,  2  gegebenen  übereinstimmend. 

7. 
Für  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  (A.),    zwischen    deren  In- 
tegralen eine  Gleichung  (B.)  besteht,  ergeben  sich  nach  dem  Vorhergehenden 
folgende  Eesultate: 

I.  Ist  der  Grad  n  der  Gleichung  (B.)  gleich  Zwei,  so  ist  die  Gleichung 
(A.)  übereinstimmend  mit  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  welcher 
das  Quadrat  jedes  Integrals  einer  beliebigen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  genügt. 

II.  Ist  B  grösser  als  Zwei,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichung  (A.) 
algebraische  Functionen  von  s. 

Hierbei  ergeben  sich  drei  Fälle: 

a)  Ist  die  Klasse  p  der  algebraischen  Gleichung  (B.)  grösser  als  Eins,  so 
ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  derjenigen  algebraischen  Gleichung, 
welcher  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  genügt,  nicht  gi^össer  als 
Vier. 

b)  Ist  p  gleich  Eins,  so  ist  die  Anzahl  der  reducirten  Wurzeln  Zwei, 
Drei,  Vier  oder  Sechs. 

c)  Ist  p  gleich  Null,  so  sind  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  abgesehen 
von  einer  Wurzel  einer  rationalen  Function  als  einem  fiir  alle  gültigen  Factor, 
rationale  ganze  und  homogene  Functionen  n*™  Grades  des  Fundamentalsysteras 
362]  von  Integralen  g^  |^  einer  algebraisch  integrirbaren  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten. 

Da  jede  algebraisch  integrirbare  Gleichung  (A.)  die  Eigenschaft  hat,  dass 
zwischen  den  Elementen  des  Fundamentalsystems  y^,  %,  ^,  eine  Gleichung  (B.) 
besteht,  so  sind  durch  diese  Eesultate  auch  alle  die  Fälle  erschöpft,  in  welchen 
eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  nur  algebraische  Integrale  besitzt. 

Heidelberg  1882. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt; 

S.  306,  Fussnote  p.  130  statt  p.  128, 
„    307,  Gl.  (28.)   (a-B)"^  statt   (a-a)^, 

(■fl-ßy^  statt  ir\-ß)^, 
Zpile  13  3  statt  ß 
309       „       s  datn  statt  so 

Gl   (5)  KjoV,    statt  a,8%  + 
„    311   Zeile   3  *    u  Functionen  statt  Function, 
319  10  (10  J  statt  (12  ) 

S22  Hin   der  statt  vom 

3  V   u  E&  sei  statt  Ist 

325    Gl   (9)  1/4"'^'  "'^"  VX 

S26  Zeile  2  ±Ci^idy3  statt  c  yiä/j'^, 
„327  „  3  V  u  C  von  a  statt  \oii  U, 
„    SSO  3  keine  statt  keiaoi    einer  statt  einem; 

„      „    wurde  das  Formelzeiihen  ( E  J  auf  beide  tlngleichungen  bezogen, 

336  Zede  12  v  u  wuide  9  s,    gj   j/^  umgostellt, 
^     letate  Zeile  wuide  voi  ä  =  1  2,  3  ein  »für«  unterdrückt. 

2)  Dem  ScHussi'  auf  &  307  Zolle  9—21  liegt  die  wesentliche  Yoraussetzung  zu  Grunde,  daas  tj  der 
Quotient  ziseier  Integrale  dei  Differentialgleichung  (1.)  ist;  wäre  für  i)  als  Function  von  z  nichts 
weltei  bekannt  al«  die  Glu  CS)  (27)  so  1  cnnte  man  nicht  schliessen,  dasa  z  eine  algebraische 
Function  von  r,  sei  sondern  es  k  nnte  wenn  dei  Rang  der  zwischen  -J-  und  v)  bestehenden  algebraischen 
Gleichung  gleich  0  odei  I  wAie  ^  auch  eine  tianscendente  E^inction  von  tj  sein  (vergl.  Fuchs,  Über 
Differentialgleichungen  doien  Integrale  feste  Verzweigungspunkfe  besitzen,  1884,  Abb.  XLIII  dieses 
Bandes  und  Püincabe  Sur  un  thtaeme  de  M  Fuchs,  Acta  Mathem.  Bd.  VH,  1885,  S.  Iff.).  In  einer 
späteren  Ar!  01t  sUber  algebraiath  integnrbaie  lineare  Differentialgieicbungen«,  Sitziingaberichte  der  IC. 
preuss  Akademie  IB^fO  S  469 ff  hat  Fuchs  für  den  in  Kede  Steheaden  Nachweis  zwei  andere,  auf 
Yerschiedenen  Prmcipieii  beiuhende  Verfahrungsaiten  entwickelt.  Sch. 


Hosted  by 


Google 


Hosted  by 


Google 


XLI. 


ÜBER  FUNCTIONEN  EINER  BELIEBIGEN  ANZAHL  UNABHÄNGIGER 
VARIABELN,  WELCHE  DURCH  UMKEHRUNG  DER  INTEGRALE  EINER 
GLEICH  GROSSEN  ANZAHL  GEGEBENER  FUNCTIONEN  ENTSTEHEN. 

(Sitztmgsberichte  der  K,  preusa.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1883, 
XX,  S.  507—516 ;  vorgelegt  am  5.  April ;  aasgegeben  am  26.  April  1883.) 


In    früheren    Arbeiten*)    habe    ich    mich    mit    den    Bedingungen    be-  [507 
schäftigt,  dass  die  Gleichungen 


-'s.  ''s. 


eindeutig  lösbar  seien.  Es  ergaben  sich  ausser  den  Bedingungen,  welche  das 
Verhalten  von  f^[3)  und  f^(s)  in  der  Umgebung  von  singulären  Stellen  der 
Variabein  ^  und  der  Integrale  dieser  Functionen  in  Bezug  auf  unendlich  oft 
wiederholte  Umläufe  betreifen,  die  beiden  Bedingungen,  dass  fj^s),  f^(s)  nicht 
gleichzeitig  für  ein  und  denselben  endlichen  Werth  von  ^  verschwinden  dürfen, 
und  dass  die  Gleichung 

für  nicht  mehr    als    zwei  Werthsyateme  {3,f^{s))   befriedigt    werden    darf,   und 


*)  Vergl  insbesondere  Abhandlungen  der  Göttinger  Societät,   8.  Januar  1881'),   weiche  Ab- 
handlung auch  im  Bulletin  des  Herrn  Daeeous,  Jahrgang  1881,  wiedergegeben  ist. 


1)  Abh.  XXXV,  s.  2; 
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dass  diese  Lösungen  den  Gleichungen 

Genüge  leisten. 

508]  Im  Folgenden  erlaube  ich  mir  mit  Hülfe  der  in  meinen  genannten  Ar- 
beiten angewendeten  Principien  die  Verallgemeinerung  dieser  letzteren  Be- 
dingungen für  die  eindeutige  Ijösbarkeit  der  Gleichungen 


n) 


wenn  n  einen  beliebigen  Werth  hat,  zu  liefern,  indem  ich  mir  für  eine  andere 
Gelegenheit  vorbehalte,  auf  die  Zusammenstellung  der  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  für  die  eindeutige  Lösbarkeit  dieser  Gleichungen  in 
dem  allgemeinen  Falle  überhaupt  —  in  Übereinstimmung  mit  den  Methoden 
meiner  oben  citirten  Arbeiten  —  näher  einzugehen. 


Es    seien   f^(3),  f,^(s),  ...,  f^{s)    Functionen    der   Beschaffenheit,    dass  jede 
symmetrische  Function  der  den  Gleichungen: 


(A.)  i,r*f.h)<i*, 


.l,2,,..,n) 


.en  Werthe  ^,1  ■?,)■■■>  ^„  eine  eindeutige  Function  der  unal 
Variabein  u^,  u^,  -..,«*„  darstelle.  Die  Grössen  d^,  d^,  ...,  d^^  bedeuten  willküi'- 
lich  gegebene  Constanten,  und  es  wird  vorausgesetzt,  dass  in  jeder  der 
n  Gleichungen  das  auf  dieselbe  Variable  ^.  bezügliche  Integi-al  auf  demselben 
Wege  ausgeführt  werde. 

Es  seien  c,iC^i---)C„  gegebene  Werthe  von  s^,  s^,  ...,  s^  und  v^,  v^,  ...,v^ 
zugehörige  Werthe  von  u^,  u^,  ...,  u^.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass  c,,  c^,  . . .,  c,^ 
nicht  zu  den  singulären  Werthen  einer  der  Functionen  /',(^)i /i,(^),  ■  ■-) /„(^s)  ge- 
hören. Alsdann  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (A.)  nach  dem  TAYLORschen 
Satz: 

(1-)  |;.-A{«.)('.-».)+|-|./.'fe)(«.-<:,)'+ii;,/'rfe)(''.-e,)"+- =«.-".,  (*=i,3,...,«) 

wo 
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Wenn  die  Grössen  c^,  c^,  ...,  c^  so  "beschaffen  sind,  dass  die  Determinante 

nicht  verschwindet,  alsdann  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (I.)*)  ^ür  [509 
^_  — Cj,  ^,  — c,,  ...,  ^„— c„  Darstellungen  durch  Heihen,  welche  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  «'1  — '^i  1  m^  —  IJ^ >  ■■■i'^n""*!i  entwickelt  sind.  Demnach  sind 
in  diesem  Falle  z^,  s^^  ...,  s^  in  der  Umgebung  der  Werthe  v,,  v^,  .. .,  v^  von 
«jj  M'j,  . . .,  11^  eindeutig. 

Setzen  wir  dagegen  voraus,  dass  c^,  c^,  ...,  f^  so  beschaffen  sind,  dass 

(B.)  -0  =  0 

ohne  dass  jedoch  die  ünterdeterminanten  erster  Ordnung  Null 
sind,  alsdann  kann  man  z.  B.  aus  den  ersten  n  —  1  Gleichungen  (l.) 
s^—c^,  s.j—c^,  ,..,  3^  —  c^  durch  Reihen  darstellen,  welche  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  g  —c  ,u  —v  ,  Mj--1'j,  ..  -,  %_,  —  v^_i  fortschreiten. 

Bezeichnen  wir  die  mit  /^{cj  multiplicirte  Unterdeterminante  von  D  mit 
S[j^,  so  ist 

(2.)     3r„(^,-c,)  =  3Uk-cJ  +  «,,(M.-^)  +  K,,K-''J  +  ''- 

+  «;.^-,(»„-i-*'Vi)  +  Pi,+  Pi.+  ---,  (i  =  2,3,..„«) 

wo  P^;  eine  homogene  Function  /'^''  Ordnung  der  Variabein 

«■j  — C,,    U,  —  V,,    Wj  — l",,    ...,    itn^.  —  l'n-i 

bezeichnet,  und  wo  die  a^  Ünterdeterminanten  der  Determinante  31^^  dai'stellen. 
Setzt  man  die  Werthe  (2.)  in  die  Jt'°  der  Gleichungen  (].),  so  erhält  man 
gemäss  Gleichung  (B.) 

wo  D;  eine  ganze  homogene  Function  von  ^^—^i,  ^^^  —  1'',,  ti^  —  v^,  . . .,  ti^_^  —  v^_^ 
I^'  Ordnung  bezeichnet. 

Wenn  nicht  alle  Glieder  der  unendlichen  E.eihe  £l^,  £l^,  .  .  .  für 
^(^  =  r_ ,  u^  ^  v^,  .  .  .,  ^l^_^  =  Dj^_j  und  für-  einen  beliebigen  Werth  von  z^  ver- 
schwinden, so  sei  unter  den  von  «(,— ",)  m^— u^,  ...,  w„„,  — ^J,,.,  unabhängigen 
Gliedern  C^^fs^—c^y''  das  von   der  niedrigsten  Ordnung.     Alsdann  würden  sich 


*)  Vergl.  jAcoiii  in  Cuelles  Journal  Bd.  6,  S.  274'), 
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aus  der  Gleichung  (C.)  für  willkürliche  Werthe  von  ti^  —  v^,u^  —  v^,...,u^—v^, 
deren  Modul  hinlänglich  klein,  m  Werthe  von  ^,--c^  ergeben,  deren  Moduln 
ebenfalls  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  bleiben*).  Es  würde  sich  demnach 
510]  in  der  Umgebung  von  m,  =  v,,  u^  =  v^,  . .  .,  u^  =  v^  nicht  jede  sym- 
metiische  Function  von  s^,  z^,  ■■■1  ^„  eindeutig  verhalten,  und  zwar  würden 
u^  =  r^  wirkliche  singulare  Stellen  derselben  sein,  weil,  wenn  u^  auf  willkür- 
lichem Wege  in  v^  einrückt,  gleichzeitig  z.  =  c,  wird. 

Wenn  dagegen  keines  der  Glieder  O^,  O^,  ...  ein  von  %— "Cj  unabhängiges 
Glied  enthält,  so  wird  der  Gleichung  (C.)  gemäss,  wenn  die  m^  — Vj  unendlich 
Idein  erster  Ordnung  werden,  der  Ausdruck 

unendlich  klein  zweiter  Ordnung  sein,  d.  h.  es  würde  zwischen  diesen  unend- 
lich Ideinen  Grössen  die  Gleichung 

(3.)  3tn(«.-^)  +  3^=,(««.-»,)  +  -'-  +  St„,K-«'J  =  0 

stattfinden. 

Demnach  würden**)  die  .?,  nur  dann  in  die  c.  eintreffen  können, 
wenn  die  letzten  Wegelemente,  auf  welchen  m^  nach  v^  gelangt, 
von  einander  abhangig  werden,  also  u^,  ti^,  . . .,  u^  nicht  mehr  als 
von  einander  unabhängige  Variabein  sich  verhalten. 

Wenn  die  Grössen  -O^,  £ij,  ...  kein  von  «fj  — v^  unabhängiges  Glied  ent- 
halten,   so   wird   die  Gleichung  (C.)  für  beliebige  Werthe  0^  befiiedigt,    wenn 


)  DiPSPs  eigicljt  "ii  h  am  einfachsten  11s  eine  1  Satzp  \  eichen  Heri  Weiekstpa&&  111  einem  litho 
giaphirten  Hefte  Letitelt  »Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  mehierer  Veränderlichen 
aich  beziehende  S^tze  aubimmeuge'f teilt  und  dem  raathematisi-hen  Verein  zu  Berhn  ilbeifteben  Berlin 
H  b  Heimanns  S  1— b  )  bewiesen  hat  Diese»  Sata  des  Herrn  Weiebsteä  s  li&st  si:,h  kurz  dahin  aas 
spiecLen    Eine  nach  ganzen  jositiven  Potenzen  dei  »+1  Vanallen  j   ^i   t,  x    foitschreitende  Reihe 

510]  J'{j  a-,  «j  j„)  loa  der  Beichaftenheit,  diss  F(x  0  OJ  =  -Fo(a-)  nicht  fm  jeden  Merth  lon  c 
var-ichwindet  nnd  z  v-ii  "jo  das&  die  niedrigste  in  -Po(^>  anftietende  Potenz  roa  v  die  m'«  sei  Usst  aich  tur 
hinlänglich  kleine  Moduln  dei  Vanablen  m  ein  Product  zweier  Factoren  zeilegen  wovon  der  eine  für  \er 
schwindende  Weithe  der  Vanablen  wedet  Null  noch  unendlich  wiid  der  andere  aber  die  Form  hat 
L    +f-,x''    '+     +/       wo  fii  eine  nich  gaizen  jositiien  Potenzen  der  ii\ariablen  a,    j^  j,«  fort 

schreitende  Reihe  dwstellt 

-f*)  \ergl   nemc  citiite  AbLii  llu     m  lea  il  h   dei  t    ttin   er  ^d  letdt      Nj  i 
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M^  =  ^j,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (1.)  Uj.  =  v^ 
setzt,  so  werden  dieselben  identisch  für  die  Variable  s^  befriedigt,  wenn  man 
für  ^j— C;  (?■  =  2,  3,  ...,  w)  die  nach  Potenzen  von  ^^  —  c^  fortschreitenden  Eeihen 
(2.)  substituirt. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  in 
der  Umgebung  von  u^  —  v^,  welchen  dieWerthe  ^^  =  c .  entsprechen, 
für  die  D^O,  jede  symmetrische  Function  von  s^,  s^,  ...,  s^  sich  ein- 
deutig verhalte,  ist  also  die,  dass  die  Integrale  von  n  —  1  der  Diffe- 
rentialgleichungen 

mit  den  Anfangswerthen  s- =  c^  auch  der  ra'""  dieser  Differential- 
gleichungen genügen. 

2.  [5.. 

Sind  s^,  2^,  ■.-,  ^„  Functionen  einer  Variabein  C,  welche  die  gleichzeitigen 
Werthe  s^.  =  c^  erhalten  und  den  DitFerentialgleichungen  (D.)  genügen,  so 
folgt  aus  diesen  Gleichungen : 

(1.)  ±Mcd{^\^0,  (^  =  1,2,...,.) 

(2.)  ±MOi){^)\±Mc,)[^)^^  0,  (h=l,2,...,n) 

(^\ 
zeichnen. 

Vermöge  der  Gleichung  (B.)  werden  die  Gleichungen  (l)  gleichzeitig 
befriedigt,  und  man  erhält 

(3.)  (f).^...„ 

WO  m  eine  beliebige  der  Zahlen  1 ,  2, . . .,  w  bedeutet  und  p  von  i  unabhängig  ist. 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (2.)  der  Eeihe  nach  mit  SC^ ,  91^^,  ...,  2t. 
und  addirt  dieselben,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (B.) 

wo  für  l  eine  beliebige  der  Zahlen  1,2,...,«  gewählt  werden  kann. 

Fuclis,  niEitLoni,  Wetkü.    JI,  4i 


\'WI^\d^)    "ii 6  Werthe   von  -^i -^   für    die    Anfangswerthe    s^  =  c^    be- 
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Substituirt  man  die  Werthe  (3.)  in  (4.),  so  folgt 
oder  mit  Eücksicht  auf  die  aus  (B.)  sich  ergebende  Eigenschaft 

(5.)  Kn  ^  +  K.  ^  ^  ■  ■  ■  -r  «™.  ^ 

Die  Grössen  c^,  c^,  .,.,  c^  waren  willkürlich  und  nur  durch  die  Gleichung 
(B.)  verbunden.     Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 

Sind   3',^,...,^     beliebige  Variahein,    welche    nur    durch    die 
Gleichung 

(E.)  A  =  S±/-.W/',(»,).../-.fc)  =  0 

512]  mit  einander  verbunden  sind,   so  ist  unter  Voraussetzung  der 
eindeutigen  Lösbarkeit  der  Gleichungen  (A.) 


(F.) 


-  + A„.^  +  -"  +  ^™«^—  =  0- 


wo    A^.  den   Coefficienten    von   f^{z)    in    A    bedeutet   und  m   irgend 
eine  der  Zahlenl,  2,  ...,)^  bezeichnet. 


Es  seien  s  ,  iS^,  ...,  s^^_^  Werthe,  welche  sämratlich  der  Gleichung 

(Q-)  Af,{')  +  Am  +  ■■■  +  AU")  =  0 

genügen,  wo  A^  eine  willkürliche  Grösse  bezeichnet. 

Ist    K,  ß,  ,  .  .,  V    irgend    eine     Combination     von     n    Zahlen    der    Reihe 
1,  2,  ...,  2w™2,  so  ist 

/■,(«,)    A(»,)    ■•■    /■.(».) 

/.(-,)  f.{-«,)  ■■■  f.M 


(E'.)  A(«,(i "■)  = 

Solcher  Gleichungen  erhält  man  demgemäss 

(8«^2)(2ii-3)...(ii+l) 
1.2...n-2 


=  0. 
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Zu  jeder  derselben  gehört  nach  dem  Satze  voiiger  Nummer  eine  Gleichung 
der  Form 


(P'.)  A..(»,(i ") 


äM'',ß.--,v) 


d£ 


ÖS, 

^A..W.,ß «)^^(-^^  =  0, 

WO  A^{a,ß,  ...,v)  den  Coefficienten  von  (^{n^  in  A(ß, /3, . . .,  »)  bezeichnet. 

Von    den    2?^  —  2  Werthsystemen   {■s^,  f^i^J)   können    n—1  beliebig    gewählt 
werden,  während  die  übrigen  n  —  \  dadurch  bestimmt  sind. 

Wählen  wir  (^j /i(^-))  für  *'=  1,2,...,m  —  1  als  die  willlciu'lichen  und  be- 
zeichnen der  Kürze  halber 

A(l,2,  ...,n-l,Q)    für    q  =  n,  n  + 1,  . . .,  2n-2  [513 

mit  A    und  den  Coefficienten  von  /j(^i)  in  A    mit  A^.{&),  so  ist 

(1.)  ^^  +  ^  =  0,  ii^l,2,...,n^l) 


(2.) 


Sä 


wenn  fi,ß,  ,,.,v  von  i  verschieden  sind,  und 

dA(a,ß,...,v)    _    AJ^a,ß,...,v)   ÖA„ 
^      '  ö^,  ~  AM)  ds,  ' 

wenn  eine  der  Zahlen  «,  /J,  .,.,  v  mit  i  übereinstimmt. 
Ebenso  ist 
(3.)  ■    iA(M^  ^  „, 

wenn  «,  ß,  ...,  v  von  p  verschieden  sind,  aber 

,  ei{«,ß,...,v)  _  A,,{„,ß,...,,)  eA, 

wenn  eine  der  Zahlen  ci,ß,...,v  mit  p  übereinstimmt. 

Setzt  man  die  Werthe  (2.)  bis  (Sia.)  in  (F'.)  ein,  so  erhält  man 

(2«-2)(2n-3)...{)i  +  l) 
1.2  ...n-2 
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lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  den  2y(— 2  Grössen 

Es  bestimmen  2w  — 2  derselben  die  Verhältnisse  dieser  Grössen,  folglich 
nach  den  Gleichungen  (2.)  bis  (3a.)  die  Verhältnisse  irgend  zweier  Ab- 
leitungen der  Determinanten  l^{a,ß, .  ..,v),  und  zwar  ergeben  sich  vermöge 
der  zwischen  den  Grössen  A^.{a,  ß,  ...,v)  stattfindenden  Relationen  die  Glei- 
chungen 

(H.)    Ä^Ai,n,n+l,...,2n-2)^  +  A^„Ji,n,n  +  l,...,2n-2)—^  =  0 

(t  =  1,2, ,..,«- 1,  s  =  «,  M+1,  ...,2w-2). 

514]    Demnach  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.) 

(4.)        ^A^i{i,n,n^l,...,  2n-2)-  A„^Si,  n,  n  +  1,  . . .,  2n-2.)  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

Wenn  die  Gleichungen  (A.)  eindeutig  lösbar  sind,  so  finden 
zwischen  den  Grössen  ^yi^^i  ■■■,  ^^^_^i  welche  der  Gleichung  (G.)  ge- 
nügen, die  n  Differentialgleichungen 

(J.)  ^'SiUi^d^^i    =    0  (S:=l,2,...,^) 

statt. 

Man  sieht,  dass  für  unsere  Functionen  fj(^),  faC^),  ■  ■  ■>  f„(^)  ein  ähnliches 
Theorem  besteht,  wie  für  die  Ditferentialquotienten  der  Integrale  erster  Gat- 
tung der  algebraischen  Functionen.  Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  wir  dieses 
Theorem  in  unserem  allgemeinen  Falle  aus  der  Voraussetzung  der  eindeutigen 
Lösbai-keit  der  Gleichungen  (A.)  direct  herleiten  konnten.  Selbstverständlich 
gilt  unsere  Deduction  auch  für  den  speciellen  Fall  des  Theorems  bezüglich 
der  AsELschen  Integrale,  welcher  in  der  Theorie  der  AßELschen  Functionen 
mit  Hülfe  des  AuELschen  Theorems  hergeleitet  wdrd*). 


*)  Vergl  BiEMANN,   Theorie  der  AnELschen  riinctioiien,  in  Borchaedts  Journal,  Bd.  54"),  Ho.  14. 


i)  Eimnanns  Werke  (1892),  Abb. 71,  S.  lOOfF.    Boh. 
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4. 

In  gleicher  Weise,  wie  ich  es  für  den  besonderen  Fall  n  =  2  bewiesen 
habe*),  gilt  liier  der  Satz: 

I.  Damit  die  Gleichungen  (A.)  eindeutig  lösbar  seien,  dürfen 
nicht  f^{^)-,fX^)i---ifJß)  gleichzeitig  für  ein  und  denselben  end- 
lichen Werth  von  si  verschwinden. 

Dieses  vorausgesetzt,  folgera  wir  aus  dem  Vorhergehenden  den  Satz: 

II.  Die  Gleichung  (G.)  wird  durch  nicht  mehr  als  2?i— 2  Werth- 
systeme  (^^i/'^i^J)  mit  endlichem  ^^  befriedigt. 

Denn  genügt  ausser  den  Werthsystemen  {z.,fj^z^)  für  *  —  1,  2, . . .,  2ji  — 2 
noch  z^d-,  fSz)  ^ /'j.(^'),  so  hat  man  nach  dem  Satze  der  vorigen  Nummer 
(Gleichung  (J.)) 

(1.)  '2/'*('ä.)'^'^   =  0  (fc-1,2,...,«)    [si5 

und 

(2.)  SJA-)'^^  -/;(^J'^^«+4(^')'^s'  =  0,        (Ä-i,2,...,M) 

wo  K  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...,  2«  — 2  bedeutet. 

Durch  Subtraction  von  (1.)  und  (2.)  ergieht  sich 

(3.)  W)^S^-U^a)^^.,   =^    f>-  (ft  =  !,2,...,W) 

Da  M  — 1  von  den  Grössen  ^;  willkürlich  gewählt  werden  können,  so  seien 
z.B.  ■s,,  ^,,  ■■■! 'S«.!  willkürlich  veränderlich.  Aus  (3.)  folgt  z.B.  successive 
für  ß  =  3,  K=  2 

(4.)  U?^^^^  ^  A(^Ji?^.,  (ft  =  l,2,...,n) 

woraus  sich  die  Gleichungen 

ergeben  würden,   welche   nicht   Statt   haben    können,    da   z^^  s^   von    einander 
rmahhängig  sind. 

Es  ist  ausserdem  dem  Satze  I.  zu  Folge  nicht  möglich,  dass  die  Gleichung 
(G.)  durch  einen  constanten,    d.  h.  von  ^,,  s^^  ...,  z^_^  unabhängigen   endlichen 


'I')  S.  •/.  B.  meme  erwälmte  Arbeit  in  <lea  Abhandlungen  der  Gott.  Societät,  8.  Jan,  1881 '),  Ko.  3. 


%■)  Abb.  IXXr,  3,  339ff.  dbeeB  Bauäes.    Seh. 
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Werth  3  =^  b  befriedigt  werde,  da  dieses  nur  geschehen  könnte,  wenn  (G.) 
für  willkürliche  Werthe  von  A^,  A^,  ...,  A^,  durch  s  —  b  befriedigt  würde, 
oder  dass  /;(■?), /j(^),  ..■,f„(^)  gleichzeitig  für  s  =  h  verschwinden  würden. 


iSind  s^,  ^^^,, . .  -,  25„_j  unabhängige  Variabein,  nnd  bestimmt  man  die  Coeffi- 
cienten^j,  J.^,  ...,^^  so,  dass  die  Werthsysteme  (s^,fj3.))  für  *  =  w,  ra  +  1, ...,  2»— 2 
der  Gleichung  (G.)  genügen,  so  sind  die  übrigen  Werthsysteme  (s^  f^i^J)  für 
^  =  1,  2,  ,..,  n—l,  welche  (G.)  genügen,  Functionen  von  s^,  s^^^,  ...,  s^^_^,  und 
es  finden  zwischen  s^,  z.^,  ■■■t^^„_^  die  Gleichungen  (J.)  statt. 

Sind  insbesondere  s  ,  ^„+j,  ■  -  ■,  ^,„„2  Constanten,  und  zwar  3  ==  y.,  so 
werden  ^,!  ^j?  ■  ■  •,  ^„_,  Functionen  von  s^,  welche  den  Differentialgleichungen 
(D.)  genügen.     Hieraus  folgt: 

I.  Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichungen  (D.) 
ist  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung 


(K.) 


Uß)  a^.)  an)  ■  ■  ■  Uy.-.) 


mit  der  unbekannten  s  dargestellt,  in  welcher  y  ,  y  ,  . 
kürliche  Constanten  bedeuten. 

Aus  der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich: 

n.  Die  Gleichung  (K.)  wird  durch  nicht  mehr  als  n- 
paare  {s,  fjßj)  (Functionen  von  ^^,f^{^J)  befriedigt. 


ANMERKUNG. 

lagen  gegen  das  Original. 

S.  345,  Gl.  (2.)  wurde  t~  0*  hinzugefügt, 

„    350,    „    (K.)  und  Zeile  5  v.  u.  wurde  y„_2  statt  7„. 
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SÜRUN  DEVX]T.OPPEMENT  EN  ERACTION  CONTINUE. 
PAR  CH.  I-IERMITE  ET  L.  FUCHS. 

(Acta  Mathematica,  t.  4,  1884,  p.  89—92.) 


1.    Extrait  d'une  lettre  adressee  ä  M.  Hermite  par  M.  Fuchs,  [sg 
Peut-^tre   vous   intercssera-t-il    de    voir  la  maniere  dont  je  me  suis  de- 

montre  votre  theoreme  ainsi  enonce; 

»Soit  cc  et  ß  deux    exposants    dont   la  somme  a  +  ß  =  Je,  h  etant  entier  et 

positif,  et  -T-  la  reduite  d'ordre  n  du  developpement    en   fraction   continue  de 

[x  —  ay(x-~by.    Les  polynömes  Ä  et  B,  des  degi'es  7i  et  ti  +  }i,  se  detexminent, 

sauf  un  facteui"  constant,  en  posant: 

(II.)  D:+*[(3: -«)"+*-"  («-&)"+*-'']  =  (x-a)-"ix-b)-I^B^. 

D'abord  comme  on  peut  changer  l'expression  (x  —  ay{x—bY  au  moyen  d'une 
Substitution  Hncaire  et  entiere  en  f{l  —  ty,  je  considere  immediatement  une 
teile  expression,  ou  plutot  x^(l  —  xy',  en  mettant  X  et  ft  au  lieu  de  k  et  ß. 

Je  me  lestreindrai  a  la  demonstration  de  la  foimule  (I.),  pai-ce  qu'on 
peut  proceder  de  la  mfeme  maniere  pour  prouver  la  seconde. 

II  suit  d'une  formale  donn^e  par  Jacobi,  dans  un  memoire  posthume  [90 
(Journal  de  Bobchardt  t.  56,  p.  149^),  §  3),  que  l'on  a  röquation; 

(1.)     D^[x"+'-(l-fl!)"+''']  =  (l  +  A)(2  4-A)...(«  +  A)3:''(l-fl;>"i^(-«,Ä  +  n+l,  1  +  X,x). 


t,  VI  (1381),  f.Ui  et  EU 
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Or  on  peut  poser: 

(2.)     .'p-.r  =  G,(-)±£iii^-^^di^^^±^F{i,  1,  i+t,i), 

G/^{x)  etant  un  polynöme  entier  du  degre  k.     En  developiaant 

en  fraction  continue,  on  voit  que  le  denommateur  de  la  reduite  d' ordre  n  est 
identique  k  la  quanütc  A  (sauf  un  facteiir  conatant),  et  Ton  dediiit  des  for- 
mules  de  Heike  (Journal  de  Borchardt,  t.  57,  p.  231,  et  aussi  Handbuch 
der  Kugelfunctionen,  t.  I,  chap.  V),  sauf  un  facteur  conetant; 

(3.)  Ä  =  F{~n,  Jc  +  n  +  1,  1  +  A,  x). 

On  peut  donc  substituer  dans  requation  (1.)  ä  la  fonction 

F(—n,  Jc  +  n  +  1,  1  +  A,  x), 
la  quantite  A,  ee  qui  demontre  la  premiere  de  yos  deux  formules. 
Heidelberg,  17.  Octobre  1883. 


91]    2.    Extrait  d'une  lettre  adressee  ä  M.  Fuchs  par  M.  Hbrmite. 

...  Je  nie  permeta  maintenant  de  vous  communiquer  une  autre  maniere 
de  paivenir  au  resultat  que  vous  avez  stabil.  Sous  ce  nouveau  point  de  vue, 
je  puis  supposer  k  indiff^rement  posilif  ou  negatif,  j'admettrai  seulement 
loj-sque  le  second  cas  se  präsente  que  n  +  h  soit  positif.  Cela  etant,  je  pose, 
en  developpant  suivant  les  puissances  descendantes  de  la  variable: 

P   designant    la   paa'tie    entiere,    et  je  prends  les  derivees  d'ordre  n  des  devx 
membres  de  cette  egaUte. 
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J'obtiens  ainai 

et    cette    relation    met   immödiatement    en    evidence    que   — |—   est   la    reduite 
d'ordre  n  du  developpement  en  fraction  continue  de  la  quantite 

ie  numerateur  etant  du  degre  n  +  k,  et  le  denominateur  du  degre  n. 
On  parvient  ä  la  meme  reduite,  si  l'on  part  de  l'^galite  suivante : 

oü  la  partie  enticre   Q  est  du  degr^  2n  +  Jc. 

En  prenant  en  effet  la  derivee  d'ordre  n  +  h  des  dcux  meinbres,  nous 
trouvons ; 

et   comme   tout   ä   I'heure    on    en    conclut    que 
developpement  de  {x  —  d)~''{x~-hyK 

La  fraction  inverse  ^^^.  ^  est  par  consequent,  d'apres  le  degre  de  son 
denominateur,  la  reduite  d'ordre  n  de  la  quantite  {x  —  df(x  —  hf^  et  vous  voyez 
que  vous  pouvez  ecrire ,  sauf  un  facteur  constant : 

B  =  DIF,    D2^^Q  =  A. 

Ces  relatious  mettent  en  evidence  une  liaison  bien  singuliere,  et  que  jusqu'ici 
je  n'ai  point  cherche  ä  approfondir,   entre  P,  Q,  A  et  B\   je  me  contenterai 
d'avoir  ^tabli  par  la  premiere  le  resultat  que  j'avais  en  vue. 
Paris,  1.  Feviier  ISS-l. 
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XLm. 


ÜBER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 
DEREN  INTEGRALE  FESTE  VERZWEIGUNGSPUNKTE  BESITZEN". 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preussisch,en  Alcademie  der  "Wissenscliaffcen  zu  Berlin, 
1884,  XXXn,  S.  699—710;  vorgetragen  am  26.  Juni;  ausgegeben  am  3.  Juli  1884.) 


Ist  eine  Differentialgleichung  gegeben,  so  Itann  man  nach  einem  be-  [699 
kannten  Satze  von  Cauchy  ein  und  nur  ein  Integral  finden  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  fär  einen  willkürlich  angenommenen  Werth  s^  der  unab- 
hängigen Vaxiabeln  z  das  Integral  y  und  seine  n— 1  ersten  Ableitungen 
y\  lf\  ...,  y""''  willkürlich  vorgeschriebene  Werthe 

y  =  ■^0!   y'  =  ^i-   2/"'  =  ^3.   •  •  ■.   j/'"""  =  ^-1- 

erhalten,  wenn  zugleich  festgesetzt  wird,  welchen  von  den  ans  der  Differential- 
gleichung sich  ergebenden  diesen  Werthen  zugehörigen  Werthen  der  «""  Ab- 
leitung y""  man  gewählt  bat.  "Wir  wollen  der  Kürze  halber  diese  Bestimmungs- 
stücke eines  Integi-als  der  Differentialgleichung  nach  der  Analogie  der  in  der 
Mechanik  gebräuchlichen  Bezeichnung  die  Anfangswertbe  des  Integrals 
nennen.  Diejenigen  Werthe  von  3,  für  welche  sich  das  Integral  y  verzweigt, 
wollen  wir  als  die  Verzweigungspunkte  desselben  bezeichnen.  Es  ergiebt 
sich  nun,  dass  im  Allgemeinen  diese  Punkte  in  zwei  Kategorien  zerfallen, 
nämlich  in  solche,  welche  von  den  Anfangswerthen  abhängen  und  sich  mit 
der  stetigen  Änderung  der  letzteren  stetig  verschieben,  und  in  solche,  welche 
feste  Lagen  in  der  :S-Ebene  haben.  Man  kann  es  als  eines  der  wesentlichsten 
Merkmale  einer  linearen  Differentialgleichung  bezeichnen,  dass  die  Verzweigungs- 
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punkte  ihrer  Integrale  sämmtlich  zur  zweiten  Kategoiie  gehören,  und  eben 
diese  Eigenschaft  ist  es,  welche  den  Verlauf  der  Integrale  bei  den  linearen 
Differentialgleichungen  übersichtlicher  macht  als  bei  den  nicht  linearen.  Ich 
habe  mir  daher  die  Aufgabe  gestellt,  diejenigen  Differentialgleichungen  über- 
haupt zu  chaiacterisiren ,  deren  Integrale  nur  Verzweigungspunkte  der  zweiten 
Kategorie  besitzen.  Im  Folgenden  erlaube  ich  mir,  die  Eesultate  meiner 
Untersuchung  zunächst  für  den  Fall  der  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zu  entwickeln.  Aber  man  vcird  aus  der  Dai-stellung  erkennen,  dass  im 
Wesentlichen  dieselbe  Methode  für  die  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nung üire  Gültigkeit  behalt. 

7od]  Eine  weitere  Eigenschaft  der  linearen  Differentialgleichungen,  welche  sich 
aus  dem  Verhalten  ihrer  Integi'ale  in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes 
ergiebt,  ist  die,  dass  die  Grössen,  welche  die  Art  der  daselbst  erfolgenden 
Verzweigung  des  Integrals  bestimmen,  ebenfalls  von  den  Anfangswerthen  des- 
selben unabhängig  sind,  in  dem  Sinne,  dass  jene  Grössen  sich  nicht  stetig 
mit  diesen  Anfangswerthen  ändern.  Um  daher  diejenigen  Klassen  von  Diffe- 
rentialgleichungen zu  finden,  welche  den  linearen  Differentialgleichungen  am 
nächsten  stehen,  muss  die  Aufgabe  behandelt  werden:  Es  soll  angegeben 
werden,  welche  unter  den  Differentialgleichungen  mit  nicht  verschiebbaren 
Verzweigungspunkten  der  Integrale  die  Eigenschaft  haben,  dass  auch  die 
Grössen,  welche  die  Art  der  in  festen  Punkten  stattfindenden  Verzweigungen 
der  Integrale  bestimmen,  sich  nicht  mit  den  Anfangswerthen  derselben  stetig 
ändern.  Die  Eesultate  der  auf  diese  Aufgabe  gerichteten  Untersuchung  hoffe 
ich  bei  anderer  Gelegenheit  vorlegen  zu  können. 

1. 
Es  seien  drei  Grössen  x,  y,  s  durch  eine  Gleichung 
(1.)  F{x,  y,^)  =  0 

mit  einander  verbunden  von  der  Beschaffenheit,  dass  F  eine  ganze  rationale 
Function  von  y  und  z  mit  von  x  abhängigen  Coefficienten  darstellt.  Ferner 
sei  D{x^y)  die  Discriminante  der  algebraischen  Function  ^  von  ^,  so  dass  also 

(2.)  I){x,y)  =  0 

die    Eesultante     der    Elimination    von    s    zwischen    Gleichung    (J.)    und    der 
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Gleichung 

ist.  Bedeutet  y  =  fi  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2.),  s  =  C  eine  den  Glei- 
chungen (1.)  und  (3.)  gemeinschaftliche  Wurzel,  wenn  in  denselben  y  durch 
7)  ersetzt  wird,  und  substituirt  man  in  (].) 

^  I  «  =  c  +  », 

so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

(5.)  _F,(j,«.»)  =  0, 

WO  F  eine  ganze  rationale  Function  von  tt  und  v  mit  von  x  abhängenden 
Coefficienten  darstellt. 

Es  sei  B  ein  Gebiet  der  a;-Ebene,  innerhalb  dessen  v)  und  C  überall  [701 
eindeutig  und  stetig  verlaufen  und  der  Modul  der  Differenz  zwischen  tj  und 
einer  von  7]  im  Allgemeinen  verschiedenen  Wurzel  der  Gleichung  (2.)  nirgends 
unterhalb  eine  gewisse  Grenze  herabsinkt,  so  ist  für  alle  Werthe  von  x 
dieses  Gebietes  und  für  alle  Werthe  von  ti  innerhalb  eines  hinlänglich  kleinen 
in  der  M-Ebene  um  M  =  0  beschriebenen  Kreises  K  die  Discriminante  D^{x^^i} 
von  F^(x,it,v)  mit  Ausnahme  des  Mittelpunktes  dieses  Kreises  von  Null  ver- 
schieden; für  M  =^  0  aber  ist  D^(x,  w)  Null  fiir  jedes  x  des  Gebietes  B.  Jede 
Wurzel  V  der  Gleichung  {5.)  lässt  sich  für  alle  Werthe  x  des  Gebietes  B  und 
die  Werthe  u  des  Gebietes  K  in  der  Form 

(6.)  V  =  (J.W  +  ff.u  "    +(/,u  "   +■■- 

darstellen,  worin  Ä  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  auch  Null,  a 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  worin  ff^,  ff^,  ff^,  ■■■  innerhalb  5  stetige 
und  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  welche  demnach  innerhalb  eines  um 
einen  Punkt  a  des  Gebietes  B  beschriebenen  ganz  in  dieses  Gebiet  fallenden 
Kreises  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a   entwickelt  werden  können. 

2. 
Wenn    die  Verzweigungspunkte    der  Integrale    einer  Differentialgleichung 
sich  mit  den  Änderungen  der  Anfangswerthe  stetig  verschieben,  so  wird  man 
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im  Allgemeinen  die  letzteren  so  variiren  können,  dass  jeder  Punkt  eines  ge- 
wissen Gebietes  der  unabhängigen  Variabeln  Yerzweigungspunkt  wird. 

Umgekehrt  wenn  die  Verzweignngsp  unkte  sich  nicht  mit  den  Änderungen 
der  Anfangswerthe  stetig  verschieben  sollen,  so  darf  es  nicht  geschehen,  dass 
man  Integi'ale  bestimmen  könne,  welche  sich  in  einem  beliebigen  Punkte 
eines  gewissen  Gebietes  der  unabhängigen  Variabein  verzweigen.  Sind  nämlich 
o,  a\  a",  . . .  einander  hinlänglich  nahe  gelegene  Punkte  eines  solchen  Gebietes, 
/,  J',  J",  . . .  Integrale,  welche  sich  bezüglich  in  a,  a\  a",  . . .  derart  verzweigen, 
dass  für  J*  die  in  der  Umgebung  von  a""  gelegenen  Punkte  nicht  Verzweigungs- 
punkte sind,  und  setzt  man  jedes  der  Integrale  /,  J\  /",  ...  bis  zu  ein  und 
demselben  Punkte  P  des  Gebietes  der  unabhängigen  Variabein  fort,  wo  die 
Integrale  oder  ihre  Ableitungen  nicht  gleiche  Werthe  annehmen,  —  was 
immer  möglich  ist,  da  die  Integrale  nicht  im  ganzen  Gebiete  der  unabhängigen 
70a]  Vai'iabeln  identisch  sind  —  so  sind  im  Allgemeinen  die  Werthe  der  In- 
tegrale und  ihrer  Ableitungen  in  P  beliebig  wenig  von  einander  verschieden; 
man  könnte  also  dadurch,  dass  man  in  P  als  Ausgangspunkt  die  Anfangs- 
werthe stetig  ändert,  die  Verzweigungspunkte  stetig  verschieben  (von  a  nach 
a    oder  a"  etc.). 

3. 

Es  sei 

eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  wo  F  eine  ganze  rationale  Punction 
der  abhängigen  Variabein  y  und  ihrer  ersten  A.bleitung  y'  nach  der  unab- 
hängigen Vaidabeln  ß  ist,  deren  Coefiicienten  von  s  abhängen.  Wh'  können 
voraussetzen,  dass  F  in  dem  Sinne  iireductibel  sei,  dass  dasselbe  nicht  in 
gleichbeschaffene  Functionen  niedrigeren  Grades  in  Bezug  auf  p'  zerleg- 
bar ist. 

Ein  Integral  y  der  Gleichung  (A.)  kann  sich  bekanntlich*)  für  einen 
Punkt  «  =  s^,  in  dessen  Umgebung  die  Coefffcienten  der  Gleichung  (A.)  ein- 
deutig und  stetig  sind,  nur  dann  verzweigen,  wenn  dem  Integi'ale  für  ^  =  ^„ 
ein  Werth  y  ~  %  zukommt   von    der  Beschaffenheit,    dass   die  Wui-zeln  j/'  der 


*)  Vergl.  Rriot  et  I-Jüuqiiet,  Journal  de  I'Efgle  rolytediiiitiue,  cafi.  3G,  p,  191. 
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Gleichung 

vielfach  oder  auch  unendlich  gross  werden. 

Es  sei  demgemäss  D{ß,y)  die  Discriminante  der  algebraischen  Function 
y'  von  y,  das  heisst  die  Resultante  der  Elimination  von  y'  zwischen  der 
Gleichung  (A.)  und 

^    '  ^y 

und  es  sei  -r\  eine  "Wurzel  der  Gleichung 

(C.)  B{.,y)  =  0 

und    y'  =  C   eine    gemeinschaftliche   Wurzel    der    Gleichungen    (A.)    und    (B.); 
wenn  in  denselben  y  durch  tj  ersetzt  wird. 
Setzen  wir  in  (A.) 

(2.)  \      .^l^, 

wodurch  wir 

(3.)  F,{z,u,v)  =  0 

erhalten  mögen,  wo  -F^  eine  ganze  rationale  Function  von  ti  und  v  bedeutet 
mit  von  s  abhängigen  Coefficienten.  Alsdann  kann  man  nach  No.  1  ein  [703 
Gebiet  B  für  2  und  ein  Gebiet  K  für  ti  abgrenzen  der  Art,  dass  innerhalb 
des  Gebietes  B  'q  und  C  eindeutig  und  stetig  verlaufen,  und  dass  jede  Wurzel 
V  der  Gleichung  (3.)  für  diese  Werthe  von  ^  und  tt  in  der  Form 

(4.)  V  :=  fj^u'''  +  <f,u~^  +  g,u'^+-- 

dargestellt  wird,  wo  7r,  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  Null,  k 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  g^,ff^,ffj,  •■■  innerhalb  eines  um  einen 
willküiiichen  Punkt  s  =  ^„  des  Gebietes  B  beschriebenen  ganz  in  dieses  Ge- 
biet hineinfallenden  Kreises  ^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s~s^  ent- 
wickelbare Functionen  von  ^  sind. 
Setzen  wir 
(5.)  ..  =  f, 
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SO  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  von  (2.)  aus  Gleichung  (4.) 

(6.)  «'•-§  =  ^-S+*''+^.'*"+-- 

In  Folge  der  Voraussetzung,  daas  F  irreductibel  sei,  ist  die  Möglichkeit 
ausgeschlossen,    dass  F^(^,u,v)  für    beliebige  s  und  u  durch  eine  Potenz   von 

V  theilbar  ist,  es  können  deshalb  in  (4.)  nicht  alle  Grössen  ff  für  jedes  s 
verschwinden,  und  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  ft'°  Potenz  von  u"  die 
niedrigste  ist,  so  ist  g^  nicht  identisch  Null.  Es  sei  demnach  der  willkürliche 
Punkt  z^  in  B  so  gewählt,  dass  g^  üii  2  =  s^  von  Null  verschieden  ist. 

Es  sei  nun 
!.    /c^O, 
so  folgt  aus  Gleichung  (B.),  dass  ~  darstellbar  ist  in  der  Form 

(7.)  ^  =  .„i'.-Hs,^"'ns,;'-^-  +  ..., 

wo  E^,  Ej,  e^,  ...  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s  —  ^^  fortschreitende 
Reihen  bedeuten,  die  innerhalb  eines  gewissen  s^  umgebenden  Kreises  con- 
vergiren,  und  wovon  überdies  e^  für  ^  =  ^„  nicht  verschwindet.  Da  «  — 1— /o  0, 
so  ergiebt  sich  hieraus  auf  bekannte  Weise 

(8.)  s-s,  =  €,^-"  +  0^"- ""■'  +  ■■■, 

wo  <-■„,';,,...  Constanten  bedeuten.  Da  k  — Ä:>1,  so  ergiebt  Gleichung  (8.) 
durch  Umkehrung,  dass  t,  folglich  auch  u  und  demnach  das  Integral  i/  sieh 
in  s'  =  :3j  verzweigt. 

704]  I.  Soll  also  der  willkürliche  Punkt  s  —  s^  nicht  Verzweigungs- 
punkt  sein,  so  darf  k  nicht  einen  negativen  Werth  haben,  d.  h.  die 
Gleichung  (3.)    darf  für  u  =  0  nicht  eine  unendlich  grosse  Wurzel 

V  besitzen. 

Dagegen   besitzt  der  Voraussetzung   gemäss   die  Gleichung  (3.)  für  w  =  0 
mehrere  Wurzeln  v  =  0;  für  diese  ist 
2.    ft>0. 
Wenn  nun  nicht  identisch 

(9.)  C-Ä  =  0, 

SO  sei  der  willkürliche  Punkt  ^^  so  beschaffen,  dass  C--f^  für  s  =^  ^^  von  Null 
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verschieden.     Alsdann  ergiebt  sich  aus  (6.),  dass  -^  sich  in  der  Form 
(10.)  -^  =  s^^^-'  +  E,i«+s^r+'  +  --- 

darstellen  lässt,  wo  e^,,  e,,  e^,  ...  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s~s^ 
fortschreitende,  innerhalb  eines  gewissen  a^  umgebenden  Kreises  convergirende 
Reihen  sind,  wovon  s„  für  s  ^  s^  nicht  verschwindet.  Aus  (lü.)  ergiebt  sich, 
wieder  auf  bekannte  Weise 

(11.)  ni-ii,  =  cJ-'  +  c^t"-''^---, 

wo  c„,  Cj,  ...  Constanten  sind. 

Ist  nun  «^2,  so  ergäbe  sich  hieraus,  dass  i,  folglich  auch  m  und  ^  sich 
in  :S  =  ^„  verzweigen  würden.  Wenn  dieses  also  nicht  statthaft  sein  soll,  so 
muss  zunächst  Gleichung  (9.)  identisch  erfällt  sein. 

II.  Ist  also  V]  eine  Wurzel  der  Gleichung  (C)  und  so  beschaffen, 
dass  sich  die  algebraische  Function  y'  von  y  für  willkürliche  z 
in  y  =  7),  y' =  C  verzweigt,  so  muss  C  mit  der  Ableitung  von  yj  über- 
einstimmen, d.  h.  7]  muss  ein  Integral  der  Gleichung  (A.)  sein. 

Ist  die  Gleichung  (9.)  identisch  erfüllt,  so  ergiebt  sich  für  den  Fall 
K  — ]— ft>0  eine  wie  Gleichung  (7.)  beschaffene  Gleichung,  und  daraus  die 
Folgerung,  dass  y  sich  in  s  =  ;^^  verzweigen  würde.     Es  muss  also  auch 

(D.)  ta«-! 

sein,  in  welchem  Falle  t  entweder  identisch  Null  oder  in  der  Umgebung  von 
s^  eindeutig  wird,  d.  h. 

III.  Wenn  für  die  algebraische  Function  )/' von  y,  für  will-  [705 
kürliche  ä',  (/  =  -(],  y'=  C  eine  (ß  —  ].)-fache  Verzweigungsstelle  ist,  so 
muss  die  Gleichung 

(E,)  F{z,y,Q  =  Q 

mit  der  Unbekannten  y  die  Grösse  v]  mindestens  als  («— l)-fache 
Wurzel  besitzen. 

AVenn    die    Gleichung    (3.)    ausser    v  ^=  d    für    «s  =  0    noch    nicht    ver- 
schwindende Wurzeln  v  besitzt,  so  ist  für  diese  der  Fall 
3.    fc  =  0    zu  betrachten. 

l'ucüs,  raatheni.  Wurko.    H.  4Ö 
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Da  Gleichung  (9.)  identiscli  erfüllt  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (6.)  eine 
Gleichung,  welche  (7.)  analog  ist,  wenn  in  dieser  /c  =  0  gesetzt  wird,  und  es 
würde  sich  aus  dieser  ein  in  z^  sich  verzweigendes  Integral  y  ergeben,  wenn 
K  >  2  wäre,  d.  h. 

IV.    Ist  */'=  C,  eine  von  ?/'=  C  verschiedene  Wurzel  der  Gleichung 
(12.)  n^,r„tj)  =  0, 

so  verzweigt  sich  die  algebraische  Function  y'  von  y  nicht  in 
s/  =  7],  y'=^C,. 

4. 
Die  Gleichung  (A.)  sei  nach  Potenzen  von  y'  entwickelt 
(1.)  F{s,y,y-)  =  a,y"'+a,y'"'-'  +  --i-a^  =  0, 

wo  «„,  öj,  ...,  ö„,  ganze  rationale  Functionen  von  y  mit  von  s  abhängigen 
Coefficienten  sind.  Man  kann  voraussetzen,  dasa  a^,  «,,  .-.,  «^  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben.  Es  sei  nunmehr  tj  ein  Werth  von  y,  fiir  welchen 
a  verschwindet,  ohne  dass  zugleich  Gleichung  (C.)  durch  y  ^  t]  befriedigt 
wird.     Setzen  wir 

(2.)  «/  =  -1  +  «, 

so  vei-wandelt  sich  (1.)  in 

(3.)  <  f"  +  «;  y""-'  +  .-.  +  <,  =  0, 

worin  a[,  (ü^,  ...,  a'^^   ganze    rationale  Functionen  von  u   mit    von  2   abhängigen 

Coefficienten  sind.    Man  kann  alsdann  ein  Gebiet  B  für  die  "Variable  z  derart 

abgrenzen,  dass  für  alle  Werthe  ß  dieses  Gebietes  -/j  eindeutig  und  stetig,  und 

dass  eine  Wurzel  y'  der  Gleichung  (3.)  für  is  =  0  unendlich  wird  und  diese 

Wurzel  derselben  innerhalb  eines  gewissen  u  ^  ü  umgebenden  Kreises  in  der 

Form 

706]  (4.)  y-  =  ^^jr'  +  ,(/.ir*+'+(/,!r^-+'  +  -- 

dargestellt  wird,  wo  h  eine  positive  ganze  Zahl,  und  wo  ^o'^i'^s'---  "^<>h 
positiven  ganzen  Potenzen  von  z  —  s^  fortschreitende  Reihen  sind,  convergent 
innerhalb  eines  ganz  in  B  liegenden  Kreises  mit  dem  willkürlichen  Punkte  s^ 
als  Mittelpunkt.  Da  g^  als  Coefiicient  der  niedrigsten  Potenz  von  u  nicht 
identisch  Null  ist,  so  können  wir  3^  so  wählen,  dass  g^  von  Null  verschieden 
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ist  für  z  =  s^^  und  da 

äy   (7v)       (kl, 

ds         ds      ds ' 

so  folgt  aus  (4.)  eine  Gleichung  der  Form 

(».)  ^  =  r.» '  +  >'.» '*'  +  -, 

WO  y^,  y^,  y^,  ...  nach,  ganzen  positiven  Potenzen  von  s~Sg  fortschreitende 
Eeihen  sind,  von  welchen  y^  für  s  =  s^  nicht  verschwindet.  Hieraus  ergiebt 
sich  auf  bekannte  Weise  für  ti  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
{s  —  sj^*^  fortschreitende  Reihe.  Es  wäre  demnach  0^  für  ^f,  folglich  auch  für 
y  ein  Verzweignngspunkt.  Hieraus  und  aus  Satz  I.  voriger  Nummer  ergiebt 
sich  demnach: 

I.  Der  Coefficient  a„  in  Gleichung  (1.)  ist  von  y  unabhängig 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  durch  die  Gleichung  (A.)  definirte  alge- 
braische Function  y'  von  y  wird,  für  willkürliche  Werthe  von  s, 
für  keinen  endlichen  Werth  von  y  unendlich. 

Ist 

(6.)  IV  =  <!>(.■,*,) 

eine  rationale  Function  von  y  mit  von  0  abhängigen  Coefficienten  und  y  In- 
tegral der  Gleichung  (A.),  so  genügt  w  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, deren  Integiule  ebenfalls  mit  den  Anfangswerthen  nicht  verschiebbare 
Verzweigungspunkte  besitzen,  wenn  die  Integrale  von  (A.)  diese  Eigenschaft 
haben. 

Es  sei  insbesondere 

('.)  "  =  p 

also 

Substituirt  man  (7.)  und  (8.)  in  (1 .),  so  folgt 


(9.)  „.-„.»■  +a,. 


Da  nach  Satz  I.  -^,  für  willkürliche  Werthe  von  s,  für  keinen  end-  [707 
liehen  Werth  von  w  unendlich  sein  darf,  so  ergiebt  sich  hieraus : 
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II.    Der    Coefficient    a^   in    Gleichung   (].)    ist    in    Bezug    auf  y 

höchstens  vom  Grade  2k. 


Fassen  wir  die  Eesultate  der  beiden  vorigen  Nummern  zusammen ,  so 
erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  feste,  sich  nicht  mit  den 
Änderungen  der  Anfangswerthe  stetig  verschiebende  Verzweigungs- 
punkte besitzen,  sind  die  folgenden: 

1.  Die  Gleichung  (A.)  hat  die  Form: 

(r.)  2/""  +  '1',  y""~'  +  '!'=  y'""'  +  ■  ■  ■  + 1-™  =  0, 

worin  4^^,  i^,  ...,  4*™  ganze  rationale  Functionen  von  y  mit  von  ^  ab- 
hängigen Coefficienten  von  der  Beschaffenheit  bedeuten,  dass  '^^ 
höchstens  vom  Grade  2k  in  Bezug  auf*/  ist- 

2.  Ist  1/ =  ri  eine  Wurzel  der  Discriminantengleichung  (C),  für 
welche  die  durch  (F.)  definirte  algebraische  Function  ^' von  ?/  sich 
verzweigt,  so  ist  tj  ein  Integral  der  Gleichung  (F.).  In  der  y'  als 
algebraische  Function  von  y  darstellenden  EiEMANNschen  Fläche 
hat  y'  in  sämmtlichen  über  y  ~  ri  liegenden  Verzweigungsstellen 
den  Werth  y'  =  C  =  -^■ 

3.  Je  a  Blättern,  welche  sich  in  y  =  r^,  y'  =  C,  =  -^  verzweigen, 
entsprechen  mindestens  «  —  1  mit  »/ =^  vj  zusammenfallende  Wurzeln 
der  Gleichung 

(E.)  Fls,y,C)  =  0 

mit  der  Unbekannten  y. 

6. 
Indem  ich  mir  vorbehalte,  in  eine  Auseinanderlegang  der  verschiedenen 
Typen,  welche  die  Differentialgleichung  (A.)  darbietet,  wenn  sie  den  Be- 
dingungen der  vorigen  Nummer  genügt ,  in  dem  allgemeinen  Falle ,  bei 
708]  späterer  Gelegenheit  einzugehen,  will  ich  mich  gegenwärtig  damit  be- 
gnügen,   noch    einen    interessanten    speciellen   Fall   hervorzuheben,    den   Fall 
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nämlich,  dass  die  algebraische  Function  y'  von  yy  welche  durch  die  Gleichung 
(F.)  definirt  worden,  nach  der  Bezeichnung  von  Kiemänn  zur  Klasse  j?  =  0 
oder  f  ^  \  gehört. 


Es  sei 

I.  f  =  s>. 

dann  ist  bekanntlich 

(!■) 

(2-) 

'        f.V) ' 

WO  ^„,  'f„  %  ganze  rationale  Functionen  von  t,  in  unserem  Falle  mit  von  s 
abhängigen  Coefficienten.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  -^  mit  9..  und  -3- 
mit  f'.,  so  folgt  durch  Differentiation  von  (1.)  und  durch  Vergleichung  mit  (2.) 

(■3)  _^  =   To 9i ~9i%  +  ?i ¥0  . 

"^^  ?I  To  ~  fl  'Po 

Wenn  die  Verzweigungspunkte  der  Integrale  von  (F.)  nicht  mit  den  An- 
fangswerthen  sich  stetig  ändern,  so  hat  das  Integral  t  der  Gleichung  (3.)  die 
gleiche  Eigenschaft.     Nach  voriger  Nummer  Bedingung  1.  muss  daher 

ii  =  TiiLiiiit+Mt  =  A.+An-  Ä,e 

sein,  wo  A^,  A^,  A^  von  s  allein  abhängen. 

Sind  die  Functionen  ip^,  cp^,  cp^  vom  m*'"  Grade  in  Bezug  auf  i,  so  ist 
(p'^,y^_cp^cp|^  vom  2w— 2'™  Grade,  und  die  Gleichung  (4.)  liefert  daher  %m~% 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  ;im+2  Coefficienten  von  «^p^,  9,,  9^  und 
den  Ableitungen  der  ersten  Ordnung  der  Coefficienten  von  9^  und  9^  nach  s. 

Es  sei 

II.   f  =  \. 
Alsdann  ist,  wie  bekannt*), 


(6.) 
(6.) 


*)  Vergl.  Clebsch,  Borchakdts  Journal,  Bd.  64,  S.  222. 
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709]  WO  ^^,  cp^,  tpj  ganze  rationale  Functionen  von  t  vom  Grade  i^~7», 
'l'r.' 't'i' 4*!  ganze  rationale  Functionen  von  t  vom  Grade  /t<|-m,  derart,  dass 
Ji  +  Jc  =  m—2,  und  R  eine  ganze  rationale  Function  von  t  vom  4*^"  Grade,  in 
unserem  Falle  diese  sammtlichen  Functionen  mit  von  s  abhängigen  Coeffi- 
cienten  behaftet. 

Differentiirt  man  Gleichung  (5.)  und  vergleicht  das  Resultat  mit  (6.),  so 
erhält  man  für  -^  eine  Differentialgleichung  (e.),  welche  die  Eigenschaft 
haben  muss,  dass  die  Verzweigungspunkte  ihrer  Integi-ale  t  sich  nicht  mit 
den  Anfangswerthen  verschieben,  wenn  Gleichung  (F.)  diese  Eigenschaft  be- 
sitzt. Die  Differentialgleichung  (e.)  wird  aber  in  Bezug  auf  -^-  vom  2'^"  Grade. 
Nach  No.  5  Bedingung  1.  muss  daher  -^  die  Form  haben 

(7.)  ^  =  Ä^+A,t  +  A,t'+l\jM(f), 

wo  A^,  A^,  J.,,  A  von  s  allein  abhängen.    Vergleicht  man  hiermit  die  Gleichung 
(e.),  so  erhält  man  2m  +  3  Bedingungsgleichnngen  zwischen  den  im  Allgemeinen 
in    der  Zahl   3?» +4  vorhandenen  Coefficienten    der  fji  9,)  %»  4*0!  "l^ii  "J^si -^   ^^^ 
den  ersten  Ableitungen  nach  s  derer  von  9^,,  ({j^,  ly^,  ^j,  R. 
Nach  der  Bedingung  2.  in  No.  5  muss  femer  sein: 

(8.)  ^  +  ^i^A,  +  A,t  +  J.J^)  =  iB,+  SJ)R(t), 

wo  B^,  J5j  von  s  allein  abhängen.  Hieraus  folgen  noch  vier  Gleichungen, 
zwischen  den  genannten  Coefficienten  und  Ableitungen.  Die  Gesammtzahl 
der  Bedingungen  ist  also  im  Allgemeinen  2m +  7. 


Ein  Beispiel  zu  der  in  voriger  Nummer  bezeichneten  specieUei 
von  Differentialgleichungen  bietet  der  Fall,  wo  der  Factor  der  Discriminante 
D(5',  ij)  der  Gleichung  (F.),  welcher  gleich  Null  gesetzt  die  Verzweigungs- 
werthe  */  =  vj  von  ^'  liefert,  von  ^  unabhängig  ist. 

Denn  es  sei 
(1.)  D(.,y)  =  ay)I>\0,y), 

WO  f{y)  eine  ganze  rationale  Function  von  y  mit  von  2  unabhängigen  Coeffi- 
cienten bedeutet,  und  der  Art,  dass 
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(2.)  f{y)  =  0  [7.0 

allein    die  Vei-zweigungsstellen  y  =  ti    der    algebraischen   Function  y'  von  y 

liefert,  während 

(3.)  B'iy,^)  =  0 

nnr  zu  sich  aufhebenden  Verzweigungspunkten  führt. 

Da  wenn  y  =  -f\  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2.)    iat,   für   welche    sich  y' 

verzweigt,  C  =  -^  =  0  ist,  so  verzweigt  sich  nach  der  Bedingung  2.  in  No.  5 

y'  nur  für  Wurzeln  y  der  Gleichung 

(4.)  4^„.  =  0    (s.  Gleichimg  (F.)) 

und  zwar,  wenn  für  fl/'  =  0,  j/  =  nj  h  Verzweigungen  von  je  k^,  k^,  .■-,  %  Blättern 

stattfinden,  so  ist  der  Factor  y  —  f\  nach  der  Bedingung  3.  in  No.  5  mindestens 

mal  in  (Jj^^  enthalten. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  mit  w  die  Gesaramtanzahl  der  einfachen  Ver- 
zweigungen der  die  Function  y'  von  y  darstellenden  RiEMAKXschen  Fläche  be- 
zeichnet wird,  dass  w  eine  Zahl  ist,  welche  den  Grad  von  4^^^  nicht  übersteigt, 
d.  h.  nach  Bedingung  J .  in  No.  5 

(5.)  ii}<2m. 

Nach  der  Gleichung 

(6,)  io-2m  =  2{p~l)*) 

folgt  daher  p  =  (i  oder  ^  =  1. 

Der  einfachste  Fall  in  diesem  Beispiel  ereignet  sich,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  (}',,  «l'sj  ■■■)  4'«  ^"  Gleichung  (F.)  selber  von  ^  unabhängig  sind,  in 
welchem  Falle  Gleichung  (F.)  mit  derjenigen  Gleichung  zusammenfällt,  welche 
Briot  und  BoUQUET**)  aufgestellt  haben,  und  von  welcher  sie  nachgewiesen 
haben,  dass  ihre  Integrale  eindeutige,  und  zwar  entweder  rationale  oder  ein- 
fach oder  doppeltperiodische  Functionen  der  Variabein  3  sind;  Resultate,  die 
sich  übrigens  auch  aus  unseren  obigen  Deductionen  unmittelbar  ergeben. 


*)  Vergl  RiEMANN,  ABELSche  FunLtionen,  Borchaildts  Journal,  Bd.  54'},  Ho.  7. 
**)  Journal  de  l'Ecole  Poljteohniqne,  cah  36,  p.  212,  thf^orfeme  22. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Ändernngea  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  357,  Zeile  15  eine  gewisse  statt  einer  gewissen, 
„    35S,      „       9  V.  a.  aljhäjigigen  statt  unabhängigen. 

2)  Man  vergl.  die  auf  die  vorstehende  Abhandlung  Bezug   nehmenden  Bemerkungen 
zu  der  Abhandlung  LIII. 
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ANTRITTSREDE 

GEHALTEN    AM    3.  JULI  1884    IN    DER    ÖFFENTLICHEN    SITZUNG 

ZUE  FEIER  DES  LEIBNIZ-TAGE8  DER  KÖNIGE.  PEEUSS.  AKADEMIE 

DEE  WISSENSCHAFTEN  ZU  BERLIN. 

(Sitzungsberichte,  1884,  XXXIII,  S.  744—747;  ausgegeben  am  10.  Juli  1884.) 


Der  heutige  Tag,  an  welchem  ich  zum  ersten  Male  als  ordent-  [744 
iiches  Mitglied  aji  einer  Öffentlichen  Sitzung  der  Königlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  Theil  nehme,  giebt  mir-  die  willkommene  Gelegenheit,  der 
Akademie  für  die  hohe  Auszeichnung  zu  danken,  welche  mir  durch  die  Auf- 
nahme in  diesen  Ki-eis  der  hervorragendsten  Vertreter  aller  Zweige  wissen- 
schaftlicher Forschung  zu  Theil  geworden.  Ich  schätze  mich  glücklich,  in 
Vereinigung  mit  Männera,  welche  ich  schon  seit  meinen  ersten  Schi-itten 
in  den  mathematischen  Wissenschaften  als  Vorbilder  und  zum  Theil  als  un- 
mittelbare Lehrer  verehrte,  mich  den  Aufgaben  dieser  Akademie  widmen  zu 
können.  Möge  es  mir  vergönnt  sein,  durch  die  That  das  Vertrauen,  welches 
die  Akademie  in  mich  gesetzt,  zu  rechtfertigen,  insbesondere  dadurch,  dass 
ich  auf  den  Wegen,  welche  ich  eingeschlagen.  Einiges  für  die  Wissenschaft 
Erspriessliches  erziele. 

Meine  ersten  selbstständigen  mathematischen  Versuche  bewegten  sich 
auf  den  Gebieten  der  Zahlentheorie  und  desjenigen  Theiles  der  Geometrie, 
welcher  mit  der  TTieorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  zusammen- 
hängt.   Der  grossen  Mannigfaltigkeit  ihi-er  Methoden  verdankt  die  Zahlen-  [74s 


I,  mitliem.  Werka. 
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theorie  die  Eigenthümlichkeit,  jedem,  der  sich,  ihr  widmet,  ein  schätzens- 
weithes  Geschenk  mit  auf  den  Weg  geben  2u  können,  auch  wenn  dieser 
Weg  scheinbar  weitab  von  den  eigentlichen  Zielen  dieser  Wissenschaft  führt. 
So  fand  auch  ich  mich  durch,  die  Beschäftigung  mit  derselben  gefördert, 
als  ich  durch  die  genannten  geometrischen  Studien  zur  Analysis  übergeführt 
worden  war,  wo  ich  bald  insbesondere  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
und  der  sich  daraus  ergebenden  Functionen  mein  Interesse  zuwandte. 

In  älteren  auf  Difl'erentialgleichungen  bezüglichen  Forschungen  betrachtete 
m.an  zumeist  die  Integration  solcher  Gleichungen  als  vollendet,  wenn  es  ge- 
lungen war,  sie  so  umzugestalten,  dass  man  auf  dieselben  sogenannte  Qua- 
draturen ausüben  konnte.  Wenn  nun  auch  nicht  geläugnet  werden  soll, 
dass  die  dahin  zielenden  Untersuchungen  zu  vielen  bedeutsamen  Resultaten 
geführt  haben,  so  darf  man  jedoch  nicht  übersehen,  dass  einerseits  die  Zu- 
rückführung  auf  Quadaturen  nur  in  den  seltensten  Fällen  möglich  ist,  und 
dass  diese  andererseits  in  den  Fällen,  wo  sie  gelingt,  über  die  Natur  der 
Integrale  der  Differentialgleichungen  nicht  genügenden  Aufschluss  giebt.  Die 
letztere  Behauptung  wird  schon  durch  das  einfache  Beispiel  der  Differential- 
gleichungen, welchen  die  elliptischen  Functionen  genügen,  bekräftigt,  da  liier 
die  Quadratur  unmittelbar  gegeben,  und  doch  erst  die  grosse  von  Abel  und 
Jäcobi  ausgebildete  Theorie  der  elliptischen  Functionen  erforderlich  ist,  um  die 
Eigenschaften  der  Functionen  zu  ergiilnden,  welche  jene  Differentialgleichungen 
befriedigen.  —  Wir  fassen  vielmehr  die  Aufgabe  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen dahin  auf,  die  Natur  der  Functionen  zu  kennzeichnen. 
welche  denselben  als  Integi-ale  genügen. 

Tritt  man  nun  an  diese  Aufgabe  heran,  so  erkennt  man  sofort,  dass 
hier,  wie  oft  in  der  Wissenschaft,  ein  Erfolg  nui-  durch  Beschränkung  zu 
erzielen  möglich  ist.  Denn  der  weiteren  Verfolgung  der  Eigenschaften,  welche 
den  Integralen  aller  Differentialgleichungen  zukommen,  wii-d  bald  dadurch 
eine  Grenze  gesetzt,  dass  es  solcher  Eigenschaften  nur  wenige  giebt.  In 
Wahrheit  sind  es  eben  die  Singularitäten,  die  einer  einzelnen  Gleichung  zu- 
kommen, welche  die  wesentliche  Natur  neuer  Functionsldassen  begründen. 
Es  ist  vielmehr  die  zunächst  zu  verfolgemie  Aufgabe,  die  Differentialgleichungen 
nach  gemeinschaftlichen  Merkmalen  ihrer  Integrale  in  Klassen  zu  gruppiren 
und  jede   einzehie  Klasse  einem  gesonderten  Studium  zu  unterziehen.  —  Bei 
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der  Aufsuchung  gemeinsamer  Merkmale,  wonach  eine  solche  Klasse  zu  bilden 
ist,  muss  man  natürlich  bekannte  Functionenkreise  zu  Hülfe  rufen.  So  ist  es 
eine  Eigenthümlichkeit  einer  algebraischen  Function,  dass  alle  Wege  der  unab- 
hängigen Variabein  für  dieselbe  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Werthen  [746 
hervorbringen.  Eine  Klasse  von  Differentialgleichungen  wird  den  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Vai'iabeln  am  nächsten  stehen,  wenn  die  durch  alle 
Wege  der  unabhängigen  Variabein  erzielten  Integra  Iwerthe  durch  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  Elementen  am  einfachsten  ausdrückbar  sind.  Diese 
Klasse  ist  die  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coeffi- 
cienten,  deren  Integration  im  oben  bezeichneten  Sinne  von  mir  unternommen 
wurde.  Nachdem  ich  die  Grundlagen  der  Theorie  dieser  Differentialgleichungen 
entwickelt,  zeigte  sich  alsbald,  dass  dieselbe  nicht  nur  auf  bereits  erforschte 
Gebiete  der  Analysis  neues  Licht  werfe,  sondern  dass  dieselbe  auch  zu  neuen 
Problemen  und  Zielen  hinzuführen  geeignet  sei.  In  der  That  hatte  ich 
die  Genugthuung,  dass  sich  seit  dem  Erscheinen  meiner  ersten  auf  lineare 
Differentialgleichungen  bezüglichen  Abhandlungen  eine  grosse  Anzahl  von 
Mathematikern  mit  mir  in  dem  Streben  vereinigte ,  theils  die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  selbst  fortzubilden,  theils  die  mannigfachen 
durch  diese  Theorie  hervorgerufenen  functionentheoretischen  Fragen  zu  er- 
forschen. 

Ein  tieferes  Eingehen  auf  die  Natur  der  Functionen,  welche  den  eben 
bezeichneten  Differentialgleichungen  genügen,  veranlasste  mich  auch  eine  Klasse 
von  Functionen  mehrerer  Variabein  einzuführen,  wovon  die  AsELschen  Func- 
tionen einen  besonderen  Fall  bilden.  Hier  handelte  es  sich  zunächst  um  die 
Frage,  welcher  Art  diejenigen  Functionen  sind,  welche  in  dem  JAcoBischen 
Umkehrungssatze  die  Stelle  der  algebraischen  Functionen  einnehmen  dürfen, 
wenn  die  Umkehrbarkeit  erhalten  werden  soll.  Nachdem  mir  die  Lösung 
dieser  Frage  und  die  Auffindung  einer  Eigenschaft  der  ersteren  Functionen 
gelungen,  welche  für  die  neue  Functionengattung  eine  ähnliche  Grundlage 
bildet,  wie  das  AsELSche  Theorem  für  die  algebraischen  Functionen,  bleibt 
nun  vor  allem  noch  das  Problem  zu  lösen,  die  eingeführten  Functionen 
mehrerer  Variabein  analytisch  darzustellen,  für  diese  Functionen  also  dasselbe 
anzustreben,  was  für  die  ABEi.schen  Functionen  von  Herrn  Weierstrass  und 
von  EiEMAWN  geleistet  worden  ist.   —  Zu  einem  weiteren  Forschen  werde  ich 
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auch  auf  diesem  Gebiete  durch  den  glücklichen  Umstand  ermuthigt,  dass 
meine  Untersuchungen  zu  fruchtbaren  Arbeiten  anderer  Mathematiker  Anlass 
gegeben.  So  ist,  angeregt  durch  das  Studium  meiner  ersten  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete,  und  ausgehend  von  der  durch  ümkehrung  des  Quotienten 
zweier  Integrale  einer  linearen  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung  ent- 
stehenden Function,  welche  ich  in  diesen  Arbeiten  im  allgemeinen  Sinne  ein- 
führte nachdem  ich  besondere  Fälle  derselben  in  meinen  Untersuchungen  über 
lineare  Diiferentialgleichungen  schon  fi-üher  behandelt  hatte,  Herr  Poincare 
747]  dahin  gelangt,  die  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen  auf  ähn- 
liche Weise  darzustellen,  wie  man  die  Integrale  algebraischer  Functionen  mit 
Hülfe  der  AsEtschen  Functionen  ausdrückt. 
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XLV. 

ÜBER  EINE  FOKM,  IN  WELCHE  SICH  DAS  ALLGEMEINE  INTEGRAL 

EINER  DIFFERENTIALGLEICHUNG  ERSTER  ORDNUNG  BRINGEN 

LÄSST,  WENN  DASSELBE  ALGEBRAISCH  IST. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preussischen  Äliademie  der  Wissenscliaften  zu  Berlin,  1884, 
LI,  S.  1171— 1177;  vorgetragen  am  11.  December;  ausgegeben  am  18.  December  1884.) 


Es  sei  ["7' 

(A.)  f{^.y...Ä,B...)  =  0 

eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  der  Ayt,  dass  f  eine  ganze 
rationale  Function  von  -^,  y,  z  und  einer  endliclien  Anzahl  gegebener  Func- 
tionen ^,jB,  ...  von  s,  deren  Ableitungen  ebenfalls  rationale  Functionen  von 
0,  ^,  £,  ...  sind  und  welche  überdiess  nicht  mit  z  und  unter  einander  durch 
eine  algebraische  Gleichung  verbunden  sind.  Der  Grad  von  /  sei  der  m'"  in 
Bezug  auf  -^,  und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  f  in  dem  Sinne  irreductibel 
ist,  dass  dasselbe  nicht  in  Factoren  von  gleicher  Beschaffenheit  wie  f  und 
von  niedrigerem  Grade  in  Bezug  auf  -^  zerlegbar  sei. 

Es  möge  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  einer  Gleichung 

(1.)  F{y,  s)  =  o„ !/"  +  «1 1~'  +  %  y""'  +  ■  ■  ■  +  M„  =  0 

genügen,  deren  Coefficienten  a^^  a,,  a,,  ...  ganze  rationale  Functionen  von 
5!,  jl,  £,  . ..  sind. 
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Es  sei 
(2.)  a,  =  ^PX...y'Ä'B^..., 

wo    die    Grössen    P   Constanten   bedeuten.      Man    bestimmt    diese    Constanten 
dadurch,  dass  man  zwischen  den  Gleichungen  (1.),  (Ä.)  und 


(3.) 


dF      dF  dy 
ds        dy    äs 


1172]  -^  und  y  eliminirt.    Da  die  resnltirende  Gleichung  in  Bezug  auf  ^,  -4,  .B, , . . 

identisch  erfüllt  sein  muss,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  eine  gewisse  Anzahl 
algebraischer  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  P,  welche  alle  diese 
Grössen  durch  eine  derselben,  die  wii'  mit  c  bezeichnen  wollen,  bestimmen. 
Eliminirt  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  aus  Gleichung  (1.)  die  sämmt- 
lichen  Grössen  P  bis  auf  die  eine  c,  so  erhält  man  eine  Gleichung 

(4.)  9(c,i/,^)  =  0 

von  der  Beschaffenheit,  dass  o  eine  ganze  rationale  Function  von  c,  ^,  s,A^B^... 
wii'd.     Dieses  liefert  also  den  Satz: 

Wenn  das  aUgemeine  Integral  y  der  Gleichung  (A.)  eine  alge- 
braische Function  von  z^  A^  B,  ...  sein  soll,  so  genügt  y  einer  alge- 
braischen Gleichung,  deren  Coefficienten  ganze  rationale  Func- 
tionen von  s!,  A,  B,  ...  und  einer  willkürlichen  Constanten  c  sind. 
Wii'  setzen  voraus,  dass  die  Gleichung  (4.)  von  allen  fremden  Factoren 
befreit  sei,  d.  h.  dass  sie  die  Eigenschaft  habe,  dass  nach  Substitution  eines 
beliebigen  constanten  "Werthes  für  c  sämmtliche  Wurzeln  y  derselben  Integrale 
der  Gleichung  (A.)  werden.  Dieses  vorausgesetzt,  sei  G{c,y,s)  ein  irreduc- 
tibler  Factor  von  <p,  d.  h,  eine  ganze  rationale  Function  von  c,  y^  s,  A,  B,  ..., 
welche  nicht  in  gleichgeartete  Factoren  niedrigeren  Grades  in  Bezug  auf  t 
zerlegbar  ist.     Wir  wollen  im  Folgenden  die  Gleichung 

(B.)  G{c,y,,)  =  ^ 

einer  näheren  Untersuchung  unterziehen. 


Wir   betrachten    die  Function  c  der    beiden  unabhängigen  Variabein  y,  ä', 
welche   durch    die    Gleichung  (B.)    definirt   wird.     Diese    hat    die  Eigenschaft, 
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für  Werthenpaare  ?/,  z,  welche  einem  und  demselben  Integrale  der  Gleichung 
(A.)  angehören,  einen  Constanten  Werth  anzunehmen. 

Die  Function  A    der   beiden   unabhängigen  Variabein  y,  s,   welche   durch 
die  Gleichung 

definirt   wird,   ist  eine  rationale  Function  von  c,  y,  s,  Ä,  B,  ...,   während  die- 
selbe als  Function  von  y,  z,  A,  B, ...  einer  algebraischen  Gleichung 

(1.)  m,y,^)  =  0 

genügt,   welche   sich   als  Resultat  der  Elimination   von  c  zwischen   den  [1173 
Gleichungen  (B.)  und  (C.)  ergiebt. 

Setzen    wir   in  Gleichung  (1.)  -^    statt  A,    und   bezeichnen  mit  tj  irgend 
ein  Integral  der  Gleichung 

so   hefern    y  =  vj,  A  =  -^   gemeinsame    Lösungen   c   der   beiden    Gleichungen 
(B,)  und  (C).     Es  sei  eine  derselben  c  ~  y,  so  ist  also  gleichzeitig 

(3.)  G{y,r,,,)^0 

und 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (3.)  nach  s  folgt  aber 


(5.) 


dG      dG  d-f:      dG  dy 
ds       dfj    ds       dy    d0 


Aus  (4.)  imd  (5.)  ergiebt  sich  demnach 

Man  kann  die  Anfangswerthe  %,  2„  des  Integrals  vj  so  wählen,  dass  die 
Discriminante  der  durch  die  Gleichung  (B.)  definirten  Function  c  von  y,  z 
nicht  durch  y  =  y^,  ^  =  ^^  befriedigt   wird.     Dann   ist   aber  -g—   nicht  Null, 
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folglich 

d.  h.  y  eine  Constante,  was  soviel  besagt  als: 

Jedes  Integral  der  Gleichung  (2.)  stellt  ein  Integral  der  Glei- 
chung (A.)  dar. 

Man  kann  aber  */„,  s^  willkürlich  wählen,  also  muss  für  willkürliche 
Werthenpaare  ?/,  s  die  Wurzel  ~  der  Gleichung  (2.)  der  Gleichung  (A.)  ge- 
nügen. Nun  aber  ist  unserer  Voraussetzung  nach  für  von  einander  unab- 
hängige Werthe  der  Vaiiabeln  y^s  fv^iV^Ä  nicht  in  gleichgeartete  Factoren 
niedrigeren  Grades  in  Bezug  auf  -^  zerlegbar.  Hieraus  folgt: 
1174]  Die  Function  Ji(lik,y,2)  ist  bis  auf  einen  von  A  unabhängigen 
Factor  identisch  eine  Potenz  der  Function  f{^,y,s). 


Es  seien  c^,  c^  zwei  verschiedene  Zweige  der  durch  die  Gleichung  (B.) 
definirten  Function  c  der  unabhängigen  Vanabeln  y,  ^,  für  welche  die  durch 
die  Gleichung  (C.)  deiinirte  Function  A  von  c,  y,  s,  Ä,  B,  ...  ein  und  den- 
selben Werth  annimmt. 

Aus  den  Gleichungen 

(1.)  ofe,ä,,^)äe(o,)  =  0, 

(2.)  (f(c„s,«)se(»,)  =  0 

folgt 

(4.)  — ^^-^äc,-{ -^°-i-dM  +  — ^^-^ds  =  0. 

äc^  oy  0^ 

Da  der  Voraussetzung  nach 

ag(c,)  ,  dGle,)  __   dG(c,)  ,  dGjc,} 
ds      '      dy  ds      '      dy      ' 


so  folgt  aus  (3.)  und  (4.) 


(ö. 


de,  dy  '         öCj  dl/ 
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Ist  demnach  c^  constant,  so  ist  auch  c^  constant,  und  umgekehrt,  oder 
mit  anderen  Worten: 

I.  Zwischen  je  zwei  Zweigen  c,,  c^,  für  welche  A  den  näm- 
lichen Werth  erhält,  findet  eine  von  y,  z  unabhängige  Re- 
lation statt. 

Eliminirt  man  y  zwischen  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.),  so  enthält  die 
Resultante  einen  von  s  unabhängigen  Factor  -H'(c,,  c^,)  von  der  Beschaffenheit, 
dass  die  in  Bezug  auf  c,,  c^  symmetrische  algebraische  Gleichung 

(D.)  il{c,,c;)  =  0 

durch  alle  Zweigenpaare  c^,  c^  der  Function  c  befriedigt  wird,  für  welche  A 
jedesmal  einen  und  denselben  Werth  annimmt. 

Ist  c,  ^  y  ein  willkürlicher  Werth,  c^  =  y  eine  beliebige  Wurzel  der 
Gleichung 

R{y,c^  =  0, 

so  haben  die  Gleichungen 

G{y,ij,z)  =  0     und     (?(/,  y,^)  =  0 

gemeinschaftliche  Lösungen  y  für  einen  beliebigen  Werth  von  s,  ebenso  [1175 
gemeinschaftliche  Lösungen  s  für  einen  beliebigen  Werth  von  y. 

n.  Ist  demnach  c,  irgend  ein  Zweig  der  Function  c,  so  ist 
jede  Wurzel  c^  der  Gleichung  (D.)  ebenfalle  ein  Zweig  der 
Function  c,  und  zwar  ein  solcher,  welcher  A  denselben  Werth 
verschafft  wie  c^. 

Ist  c^  =  C  irgend  ein  Zweig  der  Function  c,  und  sind  C",  C,  ..-,  C"'  die 
sämmthchen  Wurzeln  der  Gleichung 

(6.)  Ei:,c,)  =  0 

mit  der  Unbekannten  c,,  so  sind  hiernach  diese  Wurzeln  die  einzigen  Zweige 
der  Function  c,  welche  A  denselben  Werth  verleihen  wie  C  Hieraus  folgt, 
tiass  die  l  Wurzeln  der  Gleichung 

{?.)  if(C«>,  »,)  =  0 

mit    der  Unbekannten  c^    durch    die  Reihe   C,  C",  C,  -■.,  C'~",  C'"*"",  ...,  C"    dar- 
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gestellt  werden,  da  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7.)  alle  diejenigen  S^weige 
der  Function  c  liefern,  welclie  A  denselben  Werth  ertheilen  -wie  C"^,  also  auch 
wie  C- 

Es  ist  demnach 

(8.)  r  =  («-i:)(.-e»){i.-c")...(«-c"'), 

WO  a  eine  beliebige  aber  bestimmte  Grösse  bedeutet,  eine  rationale  Function 
von  C  mit  constanten  Coefficienten ,  welche  ungeändert  bleibt  für  alle  Zweige 
C  der  Function  c,  für  welche  A  denselben  Wertb  erhält,  dagegen  aber  für 
zwei  Zweige,  für  welche  A  verschiedene  Werthe  annimmt,  auch  verschiedene 
Werthe  hat.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra  sind  daher  F  und 
A  rationale  Functionen  von  einander  mit  Coefficienten,  welche  rational  von 
y,  s,  A,  B,  ...  abhangen.     Insbesondere  sei 

(E.)  r  =  ^{A,y,^,Ä,B,...), 

wo  di  eine  rationale  Function  der  Argumente  dai-stellt. 

Nach  No.  2  ist  A  eine  algebraische  Function  der  Variabein  y,  z,  welche 
der  irreductiblen  Gleichung 

(F.)  fiA,y,.,,A,B,...)  =  0 

genügt. 

Ist  if  gleich  einer  Function  yj  von  s  von  der  Beschaffenheit,  dass  y  =  v) 
in  (F.)  und  (E.)  substituirt  F  einen  von  s  unabhängigen  Werth  verleiht,  so 
ist  für  y  =  t\  auch  ein  Zweig  C  der  Function  c  von  s  unabhängig,  also  ist 
y  =  Tj  ein  Integral  der  Gleichung  (A.).  Ist  umgekehrt  y  =  -f\  ein  Integral 
der  Gleichung  (A.),  so  geht  für  y  =  vj  ein  Zweig  C  der  Function  c  in  einen 
1176]  von  :£  unabhängigen  Werth  über,  also  wii'd  für  */  =  vj  auch  ein  zuge- 
höriger Wertb  von  F  constant.     Wir  erhalten  also  den  Satz ; 

III.  Wenn  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  eine 
algebraische  Function  von  s^A^B,...  ist,  so  lässt  sich  dasselbe 
stets  in  die  Form  der  Gleichung  (E.)  bringen,  worin  F  eine  will- 
kürliche Constante,  9i  eine  bestimmte  rationale  Function  von 
y,  z,  A,  B,  ...  und  einer  Grösse  A  bedeutet,  welche  durch  die  Glei- 
chung (F.)  definirt  wird. 
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4. 

Die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  liefern  ein  einfaches  Mittel,  zu  gleicher 
Sieit  zu  prüfen,  ob  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  algebraisch 
ist,  und  dasselbe  darzustellen,  wenn  es  vorhanden  ist. 

Da  nämlich  die  Gleichung  (A.)  in  Bezug  auf  -^  vom  «i*™  Grade  ist, 
so  ist  auch  der  Grad  von  A  in  Gleichung  (F.)  der  m''.  Es  ist  also  nach 
Gleichung  (E.) 

'"'*'  4*0'  'i'i'  •  •  -1  i'm^i  rationale  Functionen  von  i/,  s,  A,  B,  . ..  bedeuten.  Nimmt 
man  in  dieser  Gleichung  für  T  einen  constanten  Werth,  so  ergiebt  sich  aus 
derselben  Gleichung  nach  Satz  III.  voriger  Nummer  y  als  Integral  der  Glei- 
chung (A.).     Es  ist  dann 

Aus  Gl.  (F.)  ergiebt  sich  ferner 
(3.)  ■§  =  ■/.  +  Z.  A  +  X.  A-  +  . . .  +  y.._,  A-- , 

wo  Xo)  Xi'  •■■  i'ationale  Functionen  von  y,  z,  A,  B,  ...  bedeuten. 

DiiFerentiirt  man  daher  die  Gleichung  (1.)  unter  der  Voraussetzung,  dass 
r  constant,  so  ergiebt  sich  nach  Substitution  von  (2.)  und  (3.)  eine  Gleichung 
der  Form 

(4.)  P„+P,A  +  P,A^+-.-  +  IV,i"-'  =  0, 

worin  Pj,,  P„  . . .  rationale  Functionen  von  y,  s,  A,  B,  ...  sind. 

Wegen  der  Irreductibilitat  der  Gleichung  (F.)  ist  dann  identisch  für 
jedes  Werthsystem  y,  3,  A,  B,  ... 

(ß.)  P,  =  0,    P,  =  0,    . . .,    P,„_.  =  0. 

Indem  man  also  nach  Aufstellung  dieser  Gleichungen  in  jeder  der-  [1177  ■ 
selben  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  y  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  eine  Anzahl  von  Differentialgleichungen  für  die  Coefficienten 
der  verschiedenen  Potenzen  von  y  in  den  zu  bestimmenden  Functionen 
'^„■>'\'ii  ■••)  '^■m-ii   "^"^   ^^^   ^^^  Coefficienten    der   verschiedenen  Potenzen   von  y 
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in  den  in  der  Gleichung 

auftretenden  Grrössen  q^^  q^,  ...,  q^.  Diese  Differentialgleichungen  müssen  durch 
rationale  Functionen  von  s,  Ä,  B, ...  befriedigt  ■werden  können,  wenn  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  algebraisch  sein  soll. 
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XLVI. 

"ÜBER  DEN  CHAHACTER  DER  INTEGRALE  VON  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN ZWISCHEN  COMPLEXEN  VARIABELN. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preussischen  Akademie  der  "Wissenschaften  zu  Berlin,  1885, 
II,  S.  5 — 12;  vorgetragen  am  15.  Januar;  ausgegeben  am  22.  Januar  188&.) 


Als  Jacobi  die  für  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  gelungene  [5 
Umkehrung  auf  die  hyperelliptischen  Integrale  auszudehnen  suchte,  erkannte 
er,  dass  dieses  Problem  nicht  ausführbar  sei,  indem  er  nachwies*),  dass  die 
obere  Grenze  eines  hyperelliptischen  Integrals  erster  Gattung  insofern  nicht 
als  analytische  Function  des  Integralwerthes  aufgefasst  werden  kann,  als  jedem 
Werthe  der  letzteren  Grosse  jeder  Werth  der  ersteren  entspricht,  und  um- 
gekehrt. —  Erst  durch  Einführung  mehrerer  Systeme  von  Integralen  erster 
Gattung,  mit  von  einander  unabhängigen  oberen  Grenzen,  gelangte  er  zu 
einer  Gattung  von  Functionen  mehrerer  Variabein  **) ,  welche  eine  vollständige 
Analogie  mit  den  elliptischen  Functionen  darbieten. 

Ist  R(x)  eine  ganze  rationale  Function  höheren  als  vierten  Grades,  so 
lässt  sich  das  JACoBische  Resultat  auch  dahin  aussprechen,  dass  die  Integi'ale 
X  der  Differentialgleichung 

(..)  -£  =  V2W 

nicht  als  analytische  Functionen  von  u  aufgefasst  werden  können. 

*)  Grelles  Journal,  Bd.  13,  S.  55  ff. '). 
**)  CSELLES  Journa),  Bd.  9,  S.  394  fF.  ^). 
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Es  ist  selbstverständlich,  dass  alle  Differentialgleichungen,  welche  aus  («.) 
durch  analytische  Transformationen  hervorgehen,  die  gleiche  Eigenschaft  be- 
sitzen. 

Es  ist  aber  ein  für  die  Grundlagen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
wesentlicher  Umstand,  dass  es  auch  unter  den  Differentialgleichungen  jeder 
Ordnung  und  jeden  Grades,  welche  nicht  nur-  Transformationen  von  («.)  sind, 
Klassen  solcher  Art  giebt,  welche  zwischen  der  unabhängigen  und  abhängigen 
"Veränderlichen  keine  functionale  Beziehung  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
festsetzen,  so  lange  jene  Veränderlichen  complexe  Werthe  annehmen  dürfen. 
6]  Wir  erlauben  uns  im  Folgenden  (No.  1  und  2)  den  Nachweis  hierfür  an 
dem  Beispiele  zweier  Klassen  von  Differentialgleichungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  zu  führen.  Dasselbe  Beispiel  zeigt  zu  gleicher  Zeit  den  Weg,  auf 
welchem  man  zu  anderen  Differentialgleichungen  von  höherem  Grade  und 
höherer  Ordnungszahl  von  gleicher  Eigenschaft  gelangen  kann. 

Wenn  wir  unsere  Betrachtungen  auf  algebraische  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung 

beschränken  und  die  Annahme  machen ,  dass  die  Integrale  derselben  nicht 
mit  den  Anfangswerthen  stetig  verschiebbare  Verzweigungspunkte  besitzen  *), 
sei  es,  dass  y  als  Function  von  s^  sei  es,  dass  s  als  Function  von  y  aufgefasst 
wird,  so  ist  durch  {(3.)  stets  y  als  analytische  Function  von  s  definirt  (No.  3). 
Wenn  dagegen  die  Integrale  der  Gleichung  ((5.),  entweder  wenn  man 
y  als  Function  von  s  oder  wenn  man  s  als  Function  von  y  beti'achtet,  mit 
den  Anfangswerthen  verschiebbare  Verzweigungspunkte  besitzen,  so  kann  es 
eintreten,  dass  die  Gleichung  {ß.)  durch  keine  analytische  Function  y  von  s 
befriedigt  wird. 


(1.) 


sei  eine  Differentialgleichung 


e  Arbeit,  Sitznngsbericlite,  2G.  Juni  18S4,  S.  699  ')■ 
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gegeben,  von  der  Besclialfenlieit,  dass 

p  =  . _4.____4. 4.JP 

(2.)  \  .  s  = 

\  0  —  ß^  Ä  —  «5  'S  —  «3 

WO  j?^,  (ij,  ;Sj  constante  Girössen,  P,  Q  rationale  Functionen  von  s  sind,  welche 
für  keinen  der  Wertlie  a^,  «,,  0,  von  z  unendlich  werden. 

Ist  ö^  einer  der  singulären  Punkte  «,,  a^,  a^,  so  gehört*)  zu  a.  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  der  Gleichung  (1.)  der  Form 

wo  ^.,  (|»,  in  der  Umgebung  von  a.  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen 
bezeichnen. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  a^,  o^,  «^  so  gewählt  werden  können,  dass  [7 
die  Gleichung  (1.)  ein  Integral  9  besitzt,  welches  in  der  Umgebung  jedes 
dieser  Punkte  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist.     Man  hat  alsdann 

(3.)  <P^  =  y;<p,  (i  =  l,2,3) 

wo  '^^  eine  constante  Grösse. 
Es  sei  nunmehr 

(4.)  y  =  ^,y,9  +  -B,{'jj.  +  r/jlog(^-öJ) 

ein  beliebiges  Integral  der  Gleichung  (]..),  also  A^^  B^  beliebig  vorgeschriebene 
constante  Grössen.  Nach  einem  Ä-maligen  Umlaufe  von  s  um  «,  gehe  ij  über 
in  1/j,  so  ist 

(5.)  y,,  =  y  +  27:kiB,y,f. 

Es  sei  ferner  dasselbe  Integral  y  aus  Gleichung  (4.)  dargestellt  durch  das 
zu  «j  gehörige  Fundamentalsystem 

(6.)  y  =  A,y,'?  +  JB^{'\^,  +  y,f  log  (e-a^)), 

so  wird  1/,.  nach  einem  ?-raaligen  Umlauf  von  s  um  «^  in 

(7.)  iM  =^  y  +  (2^hiB,y,+  2^UB,y,)'? 

übergellen. 


B  Arbeit  in  Bouchäebts  Journal,  Bd.  G6,  S,  131  it. '). 


i|  Abli.yi,  Buidl  dieser  ADBgslia,  9.  lS9ff.    Bab. 
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Ist  endlich  dasselbe  Integral  y  ausgedrückt  durch  das  zu  a^  gehörige 
Fundamentalsystem 

(8.)  y  =  Av^'f  +  SMi  +  y.f^ogis-a,)), 

so  geht  i/jj  nach  einem  wt-maligen  Umlauf  von  z  um  a^  über  in 
(9.)  2/k™  =  y  +  (2TzhiB,y,  +  27tUB,Y,  +  2^miB,Y,)<?. 

Setzt  man 

so  findet  im  Allgemeinen  zwischen  den  Grössen 

nicht  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  realen  und  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  statt.  Es  wird  daher  nach  den  von  Jacobi*)  entwickelten  Principien 
durch  geeignete  Wahl  von  k,  l,  m 

(10.)  hB,y,+  lB,y,  +  mB,y,  =  G 

weiden,  wo  G  eine  beliebig  vorgeschriebene  Grösse  bedeutet**). 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  wird  demnach  das 
allgemeine  Integral  "i/  der  Gleichung  (1.)  für  jeden  Werth  von  ^ 
jeden  beliebigen  Werth  annehmen  können. 

8]  2. 

Es  sei  y  ein  bestimmter  Zweig  eines  Integrals  der  Gleichung  (1 ,) 
voriger  Nummer,  und  es  werde 

gesetzt,  so  folgt  aus  Gleichung  (1.)  voriger  Nummer 

,-. ,  du        . 

(2.)  ^  +  ..-  +  J,»  +  ,  =  0. 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  13,  S.  55  fl', '). 
**)  Vergl.  Keoneckee,  Sitzungsberichte,  1884,  S.  1162,  §  2, 


I)  JaoDliiE  Werke,  Btmtl  n,  S.  28  ff.    Bch, 
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Ist  y  durch  Gleichung  (4.)  voriger  Nummer  defiiiirt,  so  wird  u  in 
(3.) 


Übergehen,  wenn  s  successive  k  Umlaufe  um  a^,  l  Umläufe  um  a^  und  m  Um- 
läufe um  flg  gemacht  hat.  Ist  daher  H  eine  beliehig  vorgeschiiebene  Grösse, 
so  können  h,  l,  m  so  gewählt  werden,  daas  für  jeden  bestimmten  AVerth  von  s 

(4-)  M*i™  =  -ff 

werde.  Man  hat  zu  dem  Zwecke  die  Grösse  G  in  voriger  Nummer  nur  nach 
der  Gleichung 

TT  % 

(5.)  G  - 


d<f 


■ff^ 


zu  wählen. 

Betrachtet  man  in  der  Differentialgleichung  (2.)  s  als  die  unabhängige 
Veränderliche,  so  hat  das  Integi-al  u  derselben  die  Eigenschaft,  dass  seine 
Verzweigungspunkte  nicht  mit  den  Änfangswerthen  stetig  verschiebbar  sind*). 

Betrachtet  man  dagegen  in  derselben  Gleichung  ti  als  unabhängige  Ver- 
änderliche, so  haben  die  Integi-ale  s  derselben  mit  den  Änfangswerthen  stetig 
verschiebbare  Verzweigungspnnkte ,  da  -^  für  willkürliche  Werthe  von  li  und 
dazu  gehörige  nach  der  Gleichung 

(6.)  u^-i-pu  +  q  ==  0 

zu  bestimmende  Werthe  von  s  unendlich  wird**). 

Die  Gleichung  (2.)  liefert  demnach  ein  Beispiel  zu  der  im  Eingange  [9 
erwähnten  Klasse  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welchen  keine 
analytische  Beziehung  zwischen  u  und  s  zugehört. 


*)  S.  meine  Arbeit,  Sitmmgsterichte,  1884,  S.  708')- 
**)  Ebendaseli)3t  S.  704=). 
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Es  sei 

(..)  Kl''-)-»' 

wo  f  eine  rationale  Function  der  Argunaente  bedeutet.  Setzen  wir  voraus, 
dass  die  Integrale  derselben  nicht  mit  den  Anfangswerthen  stetig  verschieb- 
bare Verzweigungspunkte  besitzen,  sei  es,  dass  naan  s,  sei  es,  dass  man  y  als 
unabhängige  Variable  betrachtet,  so  hat  Gleichung  (1.)  zunächst  die  Form 

worin  92,„(^)  eine  ganze  rationale  Function  von  ^  von  höchstens  dem  am'*" 
Grade  mit  von  y  unabhängigen  Coefficienten ,  '^^^{y)  eine  ganze  rationale 
Function  von  y  von  höchstens  dem  2m'™  Grade  mit  von  z  unabhängigen  Co- 
efficienten bedeutet. 

Es  sei  nach  den  Bezeichnungen  meiner  Arbeit**) 

(3.)  D(^,y)  -0 

die  Discriminantengleichung  der  algebraischen  Function  -^  von  s  und  y, 
welche  durch  Gleichung  (2.)  definirt  wird.  Für  einen  Zweig  der  durch  (3.) 
deiinirten  algebraischen  Function,  welcher  nicht  von  z  unabhängige  Wei-the 
von  y,  oder  von  y  unabhängige  Werthe  von  s  liefert,  ergiebt  sich  nach  den 
über  die  Gleichung  (2.)  gemachten  Voraussetzungen  aus  meiner  citirten  Ar- 
beit***), dass  die  daselbst  auftretenden  Grössen  Ti  und  k  resp.  die  Werthe 
Null  und  Eins  annehmen,  oder  was  dasselbe  ist: 

Die  durch  die  Gleichung  (2.)  definirte  algebraische  Function 
-^  von  y,  s  verzweigt  sich  nach  den  über  diese  Gleichung  ge- 
machten Voraussetzungen,  als  Function  von  y  aufgefasst,  nur  für 


")  Sitzungsberichte,  1884,  8.  707 ')■ 
**)  Ebendaselbst  8.  702  % 
«*)  Ebendaseliist  S.  702-705'). 


1)  S.  SM  dieses  BondM.  Stb. 
!)  B.  SSfl  dieses  Bmdee.  Seh. 
S)  S.  3SS--S«3  dieses  Bandes.    S 
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von  s  unabhängige  Werthe  y  =  r^,  und,  als  Function  von  s  auf-  [lo 
gefasst,  nur  für  von  y  unabhängige  Werthe  ä' =  |. 

Nach  Satz  II.  No.  3  meiner  citirten  Arbeit*)  sind  7]  und  |  Integrale  der 
Gleichung  (2.),  wenn  man  resp.  y  als  Function  von  s  und  s  als  Function, 
von  y  betrachtet.     Da  aber  vj  von  z  und  %  von  y  unabhängig  ist,  so  folgt 


(4.) 


dr^ 


#-  =  ». 

dy 


d.  h.  die  Werthe  y  =  r^  und  die  Werthe  s  =  %,  für  welche  -^  sich 
bezüglich  verzweigt,  je  nachdem  dasselbe  als  Function  von  y 
oder  als  Function  von  z  aufgefasst  wird,  sind  resp.  AVurzeln  der 
Gleichung 

(6-)  •hÄy)  =  0, 

(6.)  fU^)   =  0. 

Findet  für  y  ^  'i\  eine  («  — l)-fache  Verzweigung  von  -^  als  Function  von 
y  statt,  so  muss  nach  Satz  III.  No.  3  meiner  oben  citirten  Arbeit  (da  in  der 
Gleichung  (E.)  daselbst  C  =  0  zu  setzen  ist  und  dieselbe  demiiufolge  in  unsere 
Gleichung  (5,)  übergeht)  y  =  yj  mindestens  eine  (a  — l)-fache  Wurzel  der 
Gleichung  (5.)  sein.  Findet  ebenso  für  ^  =  |  eine  (/3  — J)-fache  Verzweigung 
für  -^  als  Function  von  s  statt,  so  ist  aus  demselben  Gi'unde  |  mindestens 
eine  {j3~l)-fache  Wurzel  der  Gleichung  (6.).  Es  folgt  hieraus,  dass  die  An- 
zahl der  Verzweigungen  von  ^,  sowohl  wenn  dasselbe  als  Function  von  y, 
als  auch  wenn  es  als  Function  von  s  aufgefasst  wird,  nicht  grösser  als  2m 
ist.  Nach  einer  von  Eiemank**)  herrührenden  ßelation  zwischen  der  Anzahl 
der  Verzweigungen  einer  algebraischen  Function,  dem  Grrade  der  Gleichung, 
welcher  sie  genügt,  und  ihrem  Range,  ergiebt  sich  demnach,  dass  ~  vom 
Hange  Null  oder  Eins  ist,  ebensowohl  wenn  dasselbe  als  Function  von  y,  als 


*)  Sitzungsberichte,  1884,  8.704'). 
**)  BoKCHABOTS  .Toumat,  Bd.  54,  S.  129'). 
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auch  wenn  es  als  Function  von  s  aufgefasst  wird.     Die  vorhergehende  Unter- 
suchung fuhrt  also  zu  dem  Resultat: 

ii]  Wenn  die  Differentialgleichung  (1.)  in  Bezug  auf  ihre  Argu- 
mente algebraisch  ist  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Ver- 
zweigungspunkte der  Integrale  derselben  sich  nicht  mit  den 
Anfangswerthen  stetig  verschieben,  sei  es,  dass  man  y  als  Func- 
tion von  Ä',  sei  es,  dass  man  s  als  Function  von  y  betrachtet,  so 
ist  die  algebraische  Function  -^-  von  y  ebenso  wie  die  algebrai- 
sche Function  -r-  von  z  vom  Range  Null  oder  Eins. 
dy  D 

Man  kann  nun  nach  den  Principien  meiner  oben  citii'ten  Arbeit  No.  6 
bis  7  zeigen,  dass  alsdann  das  Integral  y  der  Gleichung  (2.)  eine  analytische 
i'unction  von  s  darstellt. 


Von  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  Integi-ale  mit 
den  Anfangswerthen  stetig  verschiebbare  Verzweigungspunkte  besitzen,  hat 
man  nun  zunächst  diejenigen  auszuscheiden,  welche  durch  eine  algebraische 
Transformation  in  eine  Differentialgleichung  übergeführt  werden  können, 
deren  Integrale  nur  feste  Verzweigungspunkte  haben.  Denn  so  wie  es  ein- 
leuchtend ist,  dass  man  Differentialgleichungen  der  letzteren  Art  durch  eine 
willkürliche  algebraische  Transformation  in  solche  der  ersteren  Art  umwandeln 
kann,  so  ergiebt  sich  auch,  dass,  wenn  eine  Differentialgleichung  der  ersteren 
Art  in  eine  solche  der  letzteren  Art  algebraisch  umgeformt  werden  kann, 
dieselbe  nicht  zu  wesentlich  anderen  Transcendenten  führt,  wie  die  Diffe- 
rentialgleichungen mit  festen  Verzweigungspunkteli. 

Für  die  Differentialgleichungen  dagegen,  für  welche  der  Rang  der  durch 
dieselben  definirten  Function  -^  entweder  als  Function  von  y  oder  als  Func- 
tion von  s  die  Einheit  übersteigt,  und  welche  nicht  algebraisch  transformirbar 
sind  in  andere  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  sich  nur  in  festen 
Punkten  verzweigen,  ist  zu  untersuchen,  ob  diejenigen  Werthe  von  y,  welche 
ein  und  demselben  willkürlichen  Werthe  von  z  entsprechen,  resp.  diejenigen 
Werthe  von  s',  welche  ein  und  demselben  willkürlichen  Werthe  von  y  ent- 
sprechen,   wie   in   dem  in  No.  2  gegebenen  Beispiele,    eine    oder   mehrere 
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Flächen  stetig  bedecken,  oder  in  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  sich 
in  discreten  Punkten  über  die  Ebene  vertheilen. 

Im  ersteren  Falle  wird  durch  die  Differentialgleichung  y  [12 
ebenso  wenig  als  analytische  Function  von  s  bestimmt,  wie  die 
obere  Grenze  eines  einzigen  AsELschen  Integrals  erster  Gattung 
als  analytische  Function  des  Integralwerthes  aufzufassen  ist. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderung  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt; 

S   S8S   Zeile  15  wo  stitt  und 

„    386,  •>   b  ¥   u   durtli  (b)  deiiniiten  slgeh-ustlienFunctin      f^tt  algeiiaisd  eii  Im 

tion(3) 

2)  Dei  JBegiifi  timlytisclie  Fun  tjon«  ist  in  der  vorstehenden  Alhindlung  (wie  aucfi  in  den  Abhaiidli  ngea 
\XXft  veigl  dip  Anineikttng  zur  Abli  XSXI  S  212  die  es  Bandes)  in  dem  Jacobi  eigentlitnli  lien 
Sinne  zu  nehmen  Auüli  im  ubngen  leimt  sich  lie  \on  Ficii  hiei  angeswidte  Terminologie  an  de 
lon  Jalici  im  I3  Banle  des  Journals  f  d  1  u  a  Mitlienatik  benutzte  an  tritt  iber  m  mamliei 
^\enduu^en  au&  dem  nohl  umgrenzten  Rahmen  dei  JiCOBischen  hinaus  und  tinu  dur  h  eben  d  ese 
^^  endunfjEn  leicht  au  Mib  lei&t^ndmssen  Veiinkseung  geben  W'ilirend  dei  Ai  sdruLks weise  &  381  Zeile 
5—7  des  Te\tes  iilt  jedem  Werthe  dei  lot^teien  Gi  see  jedei  Meith  dei  eisteien  ontsiiicht  und  um 
gekehrt*  nach  T\cobi  (a  a  0  Weihe  Bd  II  S  43)  die  Bedeutung  bei|,elegt  weiden  muss  dass  fii 
leden  "Weith  dei  einen  Giusse  die  andere  )edem  Werthe  1  ehebig  nthe  kommen  kann  entepri  ht  die  An 
wendune  des  Gleichheitszeichens  in  den  Gleichungen  (10)  No  1  und  (4)  Ho  "  keineswegs  der  ublwhen 
Bedeutung  dieses  Zpiohens  iidem  jene  Gleithungen  diiich  ganzzihhge 'W  erthe  der  i.  i  m  m  ht  exact 
sondern  nui  mit  behebigei  Annihemng  befriedigt  w  idei  k  nnei  Die  Worte  S  jb2  Zeile  8  •keine 
funktionale  Be/iehung  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes«  und  S  ^55  vorletzte  und  letzte  Zeile  »keine 
anxlytische  Beziehung«  sind  so  zu -verstehen  diss  die  Beziehung  keine  deiartige  ist  dass  die  eine  Grösse 
als  analj  tische  Function  dei  andern  im  Smue  J  icoBis  erscheint  Endli  h  m  ssten  im  Sini  e  dei  modernen 
Teimmologieb  3Si  Zeile  1  2  die  Worte  »stetig«  duiüh  »überall  diohts  und  »hsereten«  duich  »isolirten» 
ersetzt  neiden  — 

^erd   den  Aufsatz  lon  Casopati   Atta  Mithemati  a  Bind  8    löb6    &  345  ft  fccH 
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ÜBER  DIE  WERTHE,  WELCHE  DIE  INTEGRALE  EINER  DIFFEREN- 
TIALGLEICHUNG   ERSTER    ORDNUNG   IN    SINGUIÄREN    PUNKTEN 
ANNEHMEN  KÖNNEN. 

(Sitzungsberichte  der  Königl,  preussischen  Akademie  dec  Wissenschaften  zu  Berlin, 
1886,  XIV,  S.  279—300;  vorgetragen  am  11.  März,  ausgegeben  am  18.  März  1886.) 


In  ihrer  berühmten  Abhandlung*)  haben  Briot  und  Bouquet,  nach-  [279 
dem  sie  nach  dem  Vorgange  von  Gauchy  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung 

(».)        ■  -!-  =  «'>!') 

deiinirt,  das  Verhalten  derselben  in  der  Umgebung  einer  Stelle  {s^,  %),  in 
welcher  /'(^r,  y)  entweder  unendlich  oder  mehrdeutig  oder  endlich  unbestimmt 
wird,  einer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen. 

Ein  sorgfältiges  Studium  dieser  Abhandlung,  welcher  ich  schon  vor  langer 
Zeit  die  Anregung  zur  Beschäftigung  mit  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
zu  verdanken  hatte,  hat  mich  erkennen  lassen,  dass  in  den  Entwickelungen 
von  Briot  und  Bouquet  manche  Lücke  auszufüllen  sei,  und  dass  manche  Re- 
sultate einer  Ergänzung  bedürfen. 

In  dem  Folgenden  erlaube  ich  mir,  einen  Auszug  aus  den  Erwägungen 
zu  geben,  zu  welchen  mich  meine  Studien  über  diesen  Gegenstand  geführt 
haben. 


'■)  Journal  de  l'Ecole  Poljtechnique,  cali.  B6,  p.  133. 
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Schon  bei  der  Definition  der  Integrale  begegnet  man  einer  Lücke.  Sind 
nämlich  die  Anfangswerthe  (^a,y„}  so  beschaffen,  dass  f{s,y)  und  alle  partiellen 
Ableitungen  dieser  Functionen  nach  3  für  s  =  s^,  y  =  %  verschwinden,  dass 
mit  anderen  Worten  (a.)  die  Form 

(«  11  =  (</-!/.)-/•,(«,</) 

erhält,  so  ist  der  Nachweis  der  Existenz  eines  Integrals  nicht  erbracht. 

Diese  Frage  ist  offenbar  mit  der  anderen  identisch:  wie  verhalten  sich 
die  Integrale  einer  Differentialgleichung 

(r.)  f  =  ^n^.v) 

in  der  Umgebung  von  ^  =  0? 

280]  Auch  diese  Frage  ist  unerledigt  geblieben.  Mit  ihrer  Lösung  würden 
aber  zu  gleicher  Zeit  die  Piincipien  gewonnen  sein,  um  die  Schwierigkeiten 
zu  heben,  welche  in  der  Behandlung  deijenigen  singuläa'en  SteUen,  für  welche 
f{s,y)  unbestimmt  wird,  aufti-eten. 

Für  diese  singulären  Stellen  führen  Briot  und  Bouüuet  dui'ch  eine  Trans- 
formation die  Gleichung  {«.)  auf  einen  der  drei  Typen 

(ö.)  ^§-  '''^  +ht  +  m,Q, 

(3.)  ;-§  ^ar  +  bt  +  ^it,C), 

zurück,  worin  ^(i,C)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variabelen  t,C, 
fortschreitende  Keihe  bedeutet,  in  welcher  die  Glieder  niedrigster  Dimension 
die  der  zweiten  sind. 

Allein  diese  Zuinickführung  setzt  stillschweigend  voraus,  dass,  wenn  s 
einen  Werth  a  und  gleichzeitig  y  einen  AVerth  b  erreicht,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  f{a,  b)  unbestimmt  wird,  der  Punkt  s  =  a  nicht  ein  solcher  ist,  für 
welchen  p  als  Function  von  s  überhaupt  unbestimmt  wird.  Man  würde,  wenn 
dieses  einträte,  die  Reihenentwickelungen,  welche  zu  den  drei  genannten  Typen 
führen,  nicht  machen  dürfen,  man  würde  vielmehr  stets  zuerst  eine  Gleichung 
der  Form  (y.)  erhalten,   und  nur  in  denjenigen  Fällen,   wo  die  Integrale  der 
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letzteren  in  ^;  =  ü  nicht  unbestimmt  werden,  wird  der  Übergang  zu  den  ge- 
nannten Typen  statthaft  sein. 

Dass  übngens  die  Untersuchung  der  Singniarität  s  ~  0  in  einer  Gleichung 
von  der  Form  {y.)  nicht  eine  in  dem  Gebiete  der  analytischen  Functionen 
abseits  gelegene  Frage  betrifft,  ergiebt  sich  eben  aus  der  Identität  dieser 
Untersuchung  mit  derjenigen  der  Gleichung  (/3.).  Man  erkennt  aber  schon 
an  einfachen  Beispielen,  wie  z.  B.  an  dem  Falle  f^is^y)  =  — ,  dass  man  einer 
Definition  der  Integrale  der  Gleichungen  der  F''orm  (/5.)  nicht  entrathen  kann. 

Aber  noch  nach  einer  anderen  Seite  hin  tritt  die  Bedeutung  der  Unter- 
suchung der  Gleichungen  der  Formen  (^.),  (y.)  heraxxs.  Wenn  nämlich  ein 
Integral  der  Gleichung  (a.)  durch  gewisse  Anfangswerthe  iß^^y^)  definirt  worden 
ist,  so  ist  es  von  Wichtigkeit  festzustellen,  ob  dasselbe  das  einzige  ist,  welches 
diesen  Anfangsbedingungen  genügt,  oder  nicht.  Um  nachzuweisen,  dass  es  nur 
ein  solches  Integi^al  gebe,  bedürfen  Briot  und  Bououet  des  Schlusses*),  dass 
ein  Integral  einer  Gleichung  der  Form  (j3.),  welches  für  s  =^  s^  den  Werth  [281 
y  ^  y^  annimmt,  identisch  gleich  dem  constanten  Werthe  y^  sei.  Da  aber, 
wie  gezeigt  werden  soll,  es  im  Allgemeinen  ausser  y  =^  y^  noch  andere  In- 
tegi'ale  der  Gleichung  (^.)  giebt,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  auch  mehr  als 
ein  Integral  der  Gleichung  («.),  welches  gegebenen  Anfangsbedingungen  ent- 
spricht. 

Im  Folgenden  werde  ich  mich  darauf  beschränken,  die  Singularitäten 
^;  =  0  in  Gleichungen  der  Form  {y.)  einer  näheren  Untersuchung  zu  unter- 
ziehen und  damit  die  Discussion  der  zuletzt  erwähnten  Frage  über  die  Be- 
stimmimg  eines  Integrals  durch  vorgeschriebene  Anfangswerthe  zu  verbinden. 


Wir  wollen  zuerst  einige  Benennungen  hervorheben,  deren  wir  für-  die 
Folge  bedürfen.  Die  Bezeichnungen  der  singulären  Punkte  als  wesentliche 
und  ausserwesentliche ,  welche  Heia-  Weierstrass  für  die  eindeutigen  Functionen 
einer  complexen  Variabelen  eingeführt  hat,  sind  für  die  mehrdeutigen  Func- 
tionen nicht  ausreichend,  weil  selbst  diejenigen  Stellen  einer  Function,  für 
welche  dieselbe  zwar  bestimmte,  von  den  letzten  Wegelementen,  auf  welchen 
man  in  dieselben  gelangt,  unabhängige  Werthe  erhält,  deren  Umkreisung  aber 

*)  A.  a.  0.  p.  145. 
Faolis,  maUiem.  Werke,    n.  50 
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ZU  anderen  I'unctionswertlien  führt,  nicht  auf  dieselbe  Weise  aufhebbar  sind, 
wie  die  ausserwesentlich  singulären  Punkte  einer  eindeutigen  Function. 

Wir  wollen  daher  eine  Stelle,  in  welcher  eine  Function  eine  von  den 
letzten  Wegelementen  abhängige  Werthenreihe  annehmen  kann,  eine  Stelle 
oder  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit  nennen.  Diese  Benennung  drückt 
eben  die  Natur  der  Stelle,  dass  die  Function  in  ihr  nicht  einen  bestimmten 
Werth  erhalte,  aus. 

Ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  kann  zu  gleicher  Zeit  ein  Verzweigungs- 
punkt sein  oder  auch  nicht.  Aber  die  Verzweigung  in  einem  solchen  Punkte 
kann  von  zweierlei  Art  sein. 

Ist  nämlich  a  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit,  so  kann  es  möglich  sein, 
dass  man  a  durch  eine  geschlossene  Curve  von  hinlänglich  kleinen  aber  end- 
lichen Dimensionen  von  der  Art  abgrenzen  kann,  dass  innerhalb  derselben 
ausser  dem  Punkte  a  selbst  kein  Verzweigungspunkt  enthalten  ist.  Wir  wollen 
alsdann  die  Verzweigung  eine  bestimmte  nennen.  So  ist  in  der  Function 
{s—aff^i^z),  in  welcher  ^(s)  in  der  Umgebung  von  z  =■  a  eindeutig  aber  in 
s  =  a  unbestimmt  ist,  und  wo  A  eine  beliebige  reale  Gh'Össe  bedeutet,  a  ein 
Punkt  der  Unbestimmtheit,  aber  mit  bestimmter  Verzweigung. 
282]  Es  kann  aber  zweitens  möglich  sein,  dass,  wie  klein  auch  die  Curve, 
durch  welche  a  abgegrenzt  wird,  sein  mag,  immer  in  der  Fläche  derselben 
unzählig  viele  Stellen  ausser  a  vorhanden  sind,  in  welchen  Verzweigung  statt- 
findet. Alsdann  wollen  wir  die  Verzweigung  eine  unbestimmte  nennen. 
In  der  Function 


f. 


z.  B.,  wo  ii  eine  von  Null  verschiedene  Constante  und  m  eine  positive  ganze 
Zahl  bedeutet,  ist  .s  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit,  in  welchem  zugleich 
eine  unbestimmte  Verzweigung  statt  hat. 

Es  sei  nämlich  e  ""=:&;  alsdann  liefert  die  Gleichung 

3  —  a  L.  —  a 

für  die  xmendliche  Reihe    der  realen   ganzen  Zahlen  fc  eine  unendliche  Reihe 
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1 

von  Stellen  ^,  welche  sämmtiich  so  beschaffen  sind,  dass  e  =  &,  und  wovon 
eine  unendlich  gi-osse  Anzahl  von  «  verschiedener,  innerhalb  eines  noch  so 
kleinen  diesen  Punkt  vimschliessenden  Bereiches  sich  befinden.  In  jedem 
dieser  Punkte  findet  aber  Verzweigung  statt. 

Es  ist  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  eine  Function  durch  eine  in  der 
ganzen  Umgebung  eines  Punktes  a  der  Unbestimmtheit  mit  unbestimmter  Ver- 
zweigung gültige  nach  irgend  welchen  Potenzen  von  s  —  a  fortschreitende  Keihe 
darzustellen. 

Dieser  Umstand  tritt  jedoch  schon  für  Stellen  der  Unbestimmtheit  ein,  in 
deren  Umgebung  keine  Verzweigung  statt  hat.  —  So  wüi'de  z.  B.  die  Function 


zwar  innerhalb    eines    von   zwei  Kreisen    mit    dem  Mittelpunkte  a   gebildeten 
Kingea,  innerhalb  dessen  nicht  eine  Wurzel  der  Gleichung 

e'^'^-h  =  0 
gelegen  ist,  mit  Hülfe  des  LAURESTschen  Satzes  nach  positiven  und  negativen 
Potenzen   von  s  —  a   entwickelbar    sein.     Aber    diese    Entwickelung    gilt    nicht 
bis  zu  beliebiger  Annäherung  an  den  Punkt  a. 

An  das  Vorhergehende  knüpft  sich  eine  für  die  Theorie  der  Differential- 
gleichungen folgenreiche  Erwägung.  —  Da  nämlich  für  nicht  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen die  sämmtlichen  hier  näher  bezeichneten  Singularitäten  [283 
auftreten,  so  wird  man  in  der  Kegel  darauf  verzichten  müssen,  von  dem  ge- 
wöhnlichen Hülfsmittel  Gebrauch  zu  machen,  wonach  die  Natur  der  Singu- 
larität durch  eine  in  der  Umgebung  der  singulären  Stelle  gültige  Reihen- 
entwickelung erforscht  wird.  —  Man  wird  vielmehr  zu  anderen  Hülfsmitteln 
seine  Zuflucht  nehmen  müssen,  um  den  ganzen  Werthvorrath ,  dessen  die 
Function  in  der  Umgebung  einer  singulären  Stelle  fähig  ist,  zu  ergi'ünden. 

2. 
Wir  betrachten  die  Differentialgleichung 
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■worin  F{s,y)   eine  in   dem  ganzen  Veriaufe  der  unabhängigen  Variabelen  z,y 
definirte  Function  und  h  eine  ganze,  positive  Zahl  bedeutet. 

Wir  haben  zunächst  zu  untersuchen,  ob  ^  =  0  für  die  Integrale  y  der 
Gleichung  (A.)  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist.  —  Wenn  dieses  stattfindet, 
so  kann  für  z  =  ^i  y  Werthe  erlangen,  für  welche  F{3,y)  als  Function  von  s 
und  y  keine  Singulaiitat  darbietet.  Ist  'p  ein  solcher  Werth,  und  ist  in  der 
Umgebung  von  ^^  =  0,  y  ^  p 


so  ist  es  niclit  zulässig,  aus  der  Gleichung 

(«■)  ^  =  ^'l«.  +  «.(</-y)  +  ft»  +  -l, 

wie  es  Briot  und  BouauET*)  thun,  zu  schliessen,  dass  s  als  Function  von  y 
für  y  =  f  den  Werth  s  ^=  ^  nicht  erreichen  könne.  In  der  That  würde  ein 
solcher  Schluss  die  Voraussetzung  enthalten,  dass  y  längs  eines  Weges  von 
endlicher  Länge  von  einem  Werthe  ?/„  zu  dem  Werth  f  gelangen  müsste ,  wenn 
gleichzeitig  z  von  einem  der  Null  naheliegenden  Werthe  z  ^  b^  in  ä  =  0  ein- 
rückt. ~  Ist  aber  5=0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit,  so  sind  diese  Vor- 
aussetzungen nicht  erfüllt.  Es  kann  alsdann  vielmehr  y  von  einem  Werthe  y^ 
zu  einem  beliebig  weit  davon  entfernten  Werthe  p  übergehen,  während  s  in 
beliebiger  Nähe  von  ^  =  0  verbleibt.  —  Man  darf  aber  dann  nicht  zur 
284J  Feststellung  des  Zusammenhanges  zwischen  3  und  y^  F(s,y) 
in  der  Umgebung  von  s  =  0  und  in  der  Umgebung  eines  bestimmten 
Werthes  y=p  entwickeln,  wie  es  die  Herstellung  der  Gleichung 
(k.)  voraussetzt. 

Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  ^^  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
für  die  Integrale  der  Gleichung  (A.)  sei,  könnte  man  eine  Function  t  von  s, 
welche  in  £•  =  0  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzt,  einführen  und  als- 
dann die  Integrale  y  als  Functionen  von  t  untersuchen.  So  würde,  was  das 
Nächstliegende  ist,  in  dem  Falle,  dass  Ä;>1,  die  Function 


(B.) 


i-fc  "j 


*)  A,  a.  0.  p,  145  bei  einer  ähnlichen  Gleichung,  deren  sie  sich  zum  Nachweis  der  eindeutigen  Be- 
stimmung eines  Integrals  bedienen,  worauf  wir  spftter  noch  zurückkommen  werden. 
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^  =  0  als  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzen,  und  wenn  man  in  Gleichung 
(A.)  t  als  unabhängige  Variabele  einführt,  dieselbe  in 

übergehen,  in  welcher  0  mit  t  durch  die  Gleichung  (B.)  verbunden  gedacht  wii'd. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen ,  dass  im  Allgemeinen  den  verschiedenen 
Werthen  von  t  in  der  Umgebung  von  s  =  0  auch  theilweise  oder  durchweg 
verschiedene  Werthe  von  ^  entsprechen  können.  —  Ich  behalte  mir  die  Aus- 
führung dieses  Nachweises  für  eine  andere  Gelegenheit  vor  und  will  mich  an 
dieser  Stelle  damit  begnügen,  nur  einen  Weg,  auf  welchem  man  zu  dem- 
selben gelangen  kann,  hier  anzudeuten,  da  derselbe  auch  in  anderer  Hinsicht 
fiir  das  Studium  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  beachtenswerth  er- 
scheint. 

Es  sei  M  ein  Multiplicator  der  Gleichung 

(1.)  Tdy  +  Qds  =  0, 

wo  P,  Q  wohldefinirte  Functionen  der  beiden  Vaiiabelen  y,  s  sind.  Man  hat 
alsdann  für  die  Function  M  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  y,  s  die 
Gleichung 

(2.) 

Sind  M^,  M^  zwei 

(3.) 
setzt, 
(4.) 

Ist  u  =  0(^,y)  eine  Losung  dieser  Gleichung,  so  liefert  bekanntlich  [285 
die  durch  die  Gleichung 

(5.)  <i>{,,^j)  =  ^, 

wo  .«  eine  beliebige  Constante,  definirte  Function  y  von  s  ein  Integi'al  der 
Gleichung  (1.).  Es  ist  auch  bekannt,  wie  umgekehrt  die  Integration  der 
Gleichung  (4.)  auf  die  Lösung  der  Gleichung  (l.)  zurückgeführt  wird. 


Slog 
dg 

i^_p 

dlogJl 

ÖS 

i'j' 

Igen 

dieser 

Gleichung, 

so 

folgt, 

log-^-  =  . 

«f 

--!"-' 

D. 
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Auf  unsere  Gleichung  (A.)  angewendet  geht  die  Gleichung  (4.)  über  in: 

Statt  dieser  Gleichung  betrachten  wir  die  folgende: 

Ist  W{t,£,y)  eine  Function  der  drei  unabhängigen  Variabelen,  welche  der 
Gleichung  (D.)  genügt,  so  erhält  bekanntlich  W  einen  constanten  Werth,  wenn. 
t  mit  2  durch  die  Gleichung 

dt         £* 

welche  mit  (B.)  identisch  ist,  und  p  mit  s  durch  die  Gleichung  (A.)  ver- 
bunden ist. 

Wenn  aber  */  unbeschränkt  veränderlich  belassen  wird,  dagegen  t  mit  s 
durch  die  Gleichung  (7.)  oder  (B.)  verbunden  ist,  so  wird  W  ein  Integral  der 
Gleichung  (6.). 

Es  sei  deragemäss  W{t,^,i/)  eine  wohldehnirte  Function  der  drei  unab- 
hängigen Variabelen  tTS,y,  welche  der  Gleichung  (D.)  genügt,  so  werde  die 
Gleichung 

wo  ft  eine  Constante,  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt.  Wird  in  derselben 
t  als  mit  z  nach  Gleichung  (B.)  sich  verändernd  aufgefasst,  so  ist  die  durch 
dieselbe  gelieferte  Function  y  von  s  ein  Integral  der  Gleichung  (A.). 

Es  ergiebt  sich,  dass  im  Allgemeinen,  wenn  s  gegen  Null  convergirt 
und  gleichzeitig  t  die  entsprechende,  durch  die  Gleichung  (B.)  gelieferte 
Werthenreihe  durchläuft,  sich  aus  Gleichung  (E.)  für  y  unendlich  viele  von 
der  Art,  wie  s  sich  der  Null  annähert,  abhängige  Werthe  ergeben. 

Die  Untersuchung  lässt  sich  durchführen,  indem  man  für  unbeschränkt 
286]  veränderliche  Werthe  der  Variabelen  t^s^y  die  Function  W  auf  geeignete 
Weise,  z.  B.  als  Potenzreihe  oder  als  Quotienten  zweier  Potenzreihen,  in  der 
Umgebung  von  .s  =^  0  und  passender  besonderer  Werthe  von  t  und  y  darstellt. 
Lässt  man    alsdann  is  gegen  Null    convergiren   und  mit  ihm  t  eine  Werthen- 
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reihe  durchlaufen,  welche  sich  aus  Gleichung  (B.)  ergiebt  und  dem  Dar- 
stellungsgebiete angehört,  so  wird  zu  entscheiden  sein,  ob  es  ebenfalls  dem 
Darstellungsgebiete  angehörige  Werthe  von  y  giebt,  welche  mit  t  und  s  zu- 
sammen der  Gleichung  (E.)  genügen. 

Während  demnach  für  das  allgemeine  Integral  ^;  =  ü  in  der  Regel  ein 
Punkt  der  Unbestimmtheit  ist,  kann  es  wohl  eintreten,  dass  für  ein  beson- 
deres Integral  oder,  was  dasselbe  ist,  für  bestimmte  Werthe  von  ^  in  Glei- 
chung (E.),  s  =  Q  aufhört,  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  zu  sein. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Gleichung  (A.)  auch  die  besondere 
Beschaffenheit  besitzen  kann,  dass  ihre  sämmtlichen  Integi'ale  in  s  ^  0 
nicht  unbestimmt  werden. 

3. 
Häufig  ist  es  zweckmässiger,  an  die  Stelle  der  Hülfsfunction  t  eine  andere 
Yj  zu  setzen,  welche  mit  a  durch  die  Gleichung 

verbunden  ist. 

Es  habe  zum  Beispiel  -F(.i',  y)  die  Form 

wo  G(?/),  GJ^y)   ganze    rationale  Functionen  von  y,   H  und  H^   wohldefinirte 
Functionen  von  ^  und  y   von    der  Beschaffenheit,    dass  M(0,y),  H^{0,y)  nicht 
für  beliebige  Werthe  von  y  unendlich  werden. 
Alsdann  ■wird  die  Gleichung  (B'.): 


(3.) 

dr,          1    GW 
du         «*  e,(,)' 

deren  Integration  i 

entweder 

(3.) 
oder 
(3a.) 

liefert,  je  nachdem 

L   l!>l. 

1      1   _  re,(i)rf.. 
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287]    Die  Gleichung  (Ä,)  geht  durch  Einführung   der  unabhängigen  Variabelen 
7j  über  in 

(C.)  |?-i?(0,,)  =  ?(.,.;), 

in  welcher  z  durch  die  Gleichung  (B'.)  mit  "/]  verbunden  gedacht  wird. 

Es  lässt  sich  nun  wiederum  zeigen,  dass,  wenn  für  einen  beliebigen  Werth 
von  i\  die  dm'ch  die  Gleichung  {B'.)  damit  verbundene  Grösse  z  sich  der  Null 
nähern  kann,  im  Allgemeinen  ^  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  der  In- 
tegi'ale  der  Gleichung  (A.)  sein  muss. 

Für  die  besondere  l'orm  (1.)  ergiebt  die  Gleichung  (3.)  allemal  ^f  —  0 
als  zu  einem  beliebigen  Werthe  vj  gehörig,  wenn 

j   G(,)  ■'1 
mit  Logarithmen  behaftet  ist.     Tritt  z.  B.   das  Glied 

auf,   so    wird   die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3.)  für  einen  beliebigen  Wcrth 
von  7]  unendlich  gross,  wenn  -q  unzählig  viele  Umläufe  um  a  vollzieht. 
Wenn 


AM 


mit  I.ogarithmeii  behaftet  ist,  so  folgt  aus  (3a.) 

(4.)  ^  =  j,(^_„)^(^_j)S 

WO  y  eine  willkürliche  Constante,  A,  B,  .,.  die  Residuen  von  -p0l  in  Bezug 
auf  die  Werthe  tj,  für  welche  (?(7))  =  0,  und  endlich  R{-ri)  eine  rationale 
Function  von  yj  bedeutet.  Nach  einem  Umlaufe  um  •/]  =  a  geht  s  in  js  über, 
wo  j  =  e  ^'''  ■  Wenn  demnach  der  Coefficient  von  *  in  der  Grösse  A  nicht 
verschwindet,  so  werden  unzählig  viele  Umdrehungen  um  t]  =  a,  nach  dem 
einen  oder  nach  dem  entgegengesetzten  Sinne  ausgeführt,  zu  dem  willkür- 
lichen, in  der  Umgehung  von  r^  ~  a  gelegenen  Werthe  >j  als  zugehörigen 
Werth  3=0  liefern. 
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Wie  in  voriger  Nummer  kann  die  Untersuchung  der  Gleichung  (C.)  ver- 
mittelst der  partiellen  Differentialgleichung 

erfolgen,  deren  Lösungen  ^(■»],£',i/)  die  Eigenschaft  besitzen,  einen  constanten 
Werth  zu  erhalten,  wenn  s  sich  mit  {]  nach  Gleichung  (C.)  und  y  mit  z  [28S 
nach  Gleichung  (A.)  ändert.     Man  muss  wie  dort  die  Gleichung 
(E'O  'F(^,^,?/)^f*, 

wo  (i  eine  Constante  bedeiitet,  zu  Grunde  legen. 

Dass  auch  hier  der  Fall  eintreten  kann,  dass,  während  das  allgemeine 
Integral  von  (A.)  in  ^f  =  0  unbestimmt  wird,  sobald  0=0  ein  Punkt  der 
Unbestimmtheit  der  durch  Gleichung  (B'.)  definirten  Function  t]  von  s  ist, 
besondere  Integi-ale  in  ^  —  0  nicht  mehi-  unbestimmt  werden,  ist  selbst- 
verständlich. 

Aber  was  wesentlich  zu  beachten  ist,  das  ist  der  Umstand,  dass  auch  in 
dem  Falle,  dass  ^  =  0  für  die  durch  Gleichung  (B'.)  definirte  Function  r^ 
von  s  nicht  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist,  dennoch  für  die  Integrale  der 
Gleichung  (A.)  s  =  (i  ein  solcher  Punkt  sein  kann,  wie  dieses  ja  aus  der 
vorigen  Nummer  für  /^  >  1  erhellt. 


AVir    wollen    das  Vorhergehende    an    einigen    Beispielen    erläutern, 
trachten  wir  die  Differentialgleichung 


(1.) 


<U 


worin  p^-,  p^-,  p^  in    der   Umgebung   von   s  ■=  0    eindeutige    und    continuirliche 
Functionen  bedeuten. 
Setzen  wir 

(2.)  y=._^^JL^ 

SO  genügt  w  der  Differentialgleichung 


(3.) 


1  de 
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Es  sei 

(I.)  Ä>1, 

alsdann    ist*)    der  Punkt  s  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  das  allge- 
meine Integral  der  Gleicliung  (3.). 

Ist  w,,  JOj  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (3.),  c  ,  c 
willkürliche  Constanten,  so  hat  nach  Gleichung  (2.)  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  (1.)  die  Form 

s''  I    dw,  ,      ätoA         1 


(4-) 


p^  X'-  ds        "  ds  )  Cjifj+  CjWj 


289]   Daher   ist    auch   im   Allgemeinen  ^  —  0    ein   Punkt    der   Unbestimmtheit 
für  jedes  Integral  der  Gleichung  (1.). 

Es  kann  aber  eintreten,  dass  ein  besonderes  Integi'al  w  so  beschaffen  ist, 
dass  seine  logarithmische  Ableitung  in  ä;  =  0  nicht  unbestimmt  wird.  Diesem 
entspricht  alsdann  nach  Gleichung  (2.)  ein  besonderes  Integral  y  der  Gleichung 
{!.),  für  welches  s  =  0  nicht  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist, 

Soll  aber  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1.)  in  s  =  0  nicht  un- 
bestimmt sein,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
/•f^dis  fif^äs 

WO  ^,, 'fj  in  :5  =  U  nicht  unbestimmt  werden,   und    dass    zu   gleicher  Zeit  für 
^   s  ^  0  nicht  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist. 
Da**) 

'c,  J  toi ' 

so    sind    diese  Bedingungen    auch    gleichbedeutend  mit  den  beiden  folgenden: 

9,    und    e     •  ' 

dürfen  für  s  =  0  nicht  unbestimmt  werden. 


*)  Hach  meiner  Arbeit  in  BoECHAKDTe  Journal,  Bd.  66,  S.  U6'). 
**)  Siehe  meine  Arbeit  in  Bohchabdts  Journal,  Bd.  66,  8.  128— 13C 


1)  Abb.  VI,  Banfll  dleeer  Ansg;ilje,  S,  186.    Sei. 
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Man  kann  immer*)  das  Fundamentalsystem  von  Integralen  w^,  w\  der 
Gleichung  (3.)  so  einrichten,  dass  in  der  Umgebung  von  s  =  Q   entweder 

oder 

(5a.)  IV,  =  /^,     'w,  =  Z'-^x  +  ^^^log^), 

wo  Tj,  'i\  bestimmte  reale  oder  complexe  Grössen,  g  eine  ganze  positive  Zahl, 
(Ij,  ij,  respective  'l^  und  ^  Reihen  bedeuten,  welche  im  Allgemeinen  eine  un- 
endliche Anzahl  negativer  und  positiver  ganzzahliger  Potenzen  von  s  enthalten. 

Da  3  =  {)  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  das  allgemeine  Integi'al  der 
Gleichung  (3.)  ist,  so  muss  im  Falle  (5.)  wenigstens  eine  der  Reihen  ^j,  ^^ 
und  im  Falle  (5a.)  wenigstens  eine  der  Reiben  i^,  -^  eine  unendliche  Anzahl 
negativer  Potenzen  von  s  enthalten. 

Soll  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1.)  in  s  =  i)  nicht  unbestimmt 
werden,  so  muss  den  oben  gefundenen  Bedingungen  zufolge,  unter  Berück-  [290 
sichtigung  der  Gleichungen  (5.)  und  (5a.),  entweder  die  logarithmische  Ab- 
leitung von  ij  oder  von  t]j  eine  Function  f  von  der  Beschaffenheit  sein,  dass 
2'-p  in  der  Umgebung  von  .s  =  0  sich  durch  eine  nach  steigenden  ganzen 
Potenzen  von  s  fortschreitende  Reihe  darstellen  lasst,  welche  nur  eine  end- 
liche Anzahl  negativer  Potenzen  hat,  und  dass  zu  gleicher  Zeit  die  Coeffi- 
eienten  der  Potenzen,  deren  Exponenten  kleiner  als  die  negative  Einheit,  mit 
den  Coefficienten  der  entsprechenden  Potenzen  von  ^  übereinstimmen. 

Wir  können  voraussetzen,  dass  p^,  p^,  p^  für  ^  =  0  nicht  verschwinden. 
Denn  wenn  eine  oder  zwei  dieser  Grössen  für  s  =  0  verschwinden  sollten, 
80  würde  die  Substitution 

wo  ß,  (5,  ;<,  tf  willkürliche  Grossen,  in  Gleichung  (1.)  für  m  eine  Differential- 
gleichung liefern,  in  welcher  die  p^,  p,-,  p^  entsprechenden  Grössen  für  s  =  i) 
nicht  verschwinden.  Aber  u  hat  mit  y  im  ^  ^^  0  dieselbe  Verzweigung,  und 
es  ist  s^  =  0  gleichzeitig  für  u  und  y  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit. 


*)  Nach  meiner  Arteit  in  BoRCiiAaDTs  Journal,  Bd.  66,  S.  131  —  139 '). 


1)  Abb.  VI,  Banä  I  dieser  AuseiVe,  S.  170—1 
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Sei  unter  dieser  Voraussetzung 


(6-) 


SO  sind  A^,  B^,  C^  von  Null  verschieden. 
Es  sei 

so  genügt  V  der  Gleichung 

Sollte  5  =  0  für  die  Integrale  der  Gleichung  (1.)  nicht  ein  Punkt  der 
Unbestimmtheit  sein,  so  müsste  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  (8.)  ein 
Integral  besitzen,  welches  in  der  Umgebung  von  s  =^  0  die  Form  hätte: 

1  S„      1    B, 


(9.) 


2    s" 


zgi]    Substituirt    man    diesen  Ausdruck  in    (8.),    so    folgt    durch  Vergleichung 
der  Coefücienten  von  s~'"'  axif  beiden  Seiten 
(10.)  -A,0,  +  iJ3l  =  0. 

Sollen  demnach  die  sammtlichen  Integrale  der  Gleichung  (1.) 
in  5  =  0  nicht  unbestimmt  vrerden,  so  muss 

ein  vollständiges  Quadrat  sein. 

Dieses    Resultat    findet    seine    Aufklärung    durch    die    Untersuchungen    in 
No.  3.     In  der  That  ist  in  unserem  Falle 

(11.)  G{y)  =  A,+  B,y  +  C,f, 

und  aus  der  Gleichung 

(12.)  -^    :=    ^ 
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ergiebt    sich,   wenn  die  Wurzeln  a^,  a^  der  Gleichung  G(7j)  =  0  von  einander 
■verschieden  sind, 


(13.) 


C,(a~a,) 


Es  wird  daher  für  einen  beliebigen  Wertb  von  t],  nach  unzählig  vielen 
Umläufen  dieser  Variabelen  um  den  Punkt  a^  oder  a^,  s  gegen  Null  convergiren 
und  gleichzeitig  das  Integral  y  der  Gleichung 

in  welche  (1.)  übergeht,  wenn  man  an  die  Stelle  von  s  vj  als  unabhängige 
Variabele  einfuhrt,  für  die  verschiedenen  Werthe  von  v],  welche  zu  ^  ^  0 
gehören,  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe  annehmen,  oder  mit  anderen 
Worten,  es  wird  das  Integi-al  y  der  Gleichung  (I.)  jeden  möglichen  Werth 
annehmen,  wenn  s  auf  geeigneten  Wegen  in  ^  ^  0  einrückt,  d.  h.  s  ^  0  ist 
ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  das  allgemeine  Integral  von  (1.). 

Sind  dagegen  die  Wurzeln  a,,  a^  der  Gleichung  G{j/)  =  0  einander  gleich, 
so  liefert  die  Integration  der  Gleichung  (12.) 

Dieser  Gleichung  gemäss  wird  s  nur  für  t^  =  a^  KuU;  demnach  ist  es 
alsdann  auch  nicht  erforderlich,  dass  s  =  i)  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
für  die  Integrale  der  Gleichung  (1 .)  werde. 

Es  ist  aber  selbstverständlich,  dass  die  in  Gleichung  (10.)  enthaltene 
Bedingung  nicht  die  hinreichende  dafür  ist,  dass  alle  Integrale  der  Glei-  [292 
chung  (1.)  in  Ä  =  0  bestimmt  werden.  In  der  That  ist  jene  Bedingung  nur 
eine  derjenigen,  welche  erfiiUt  sein  müssen,  damit  die  Gleichung  (8.)  ein 
Integral  der  Form  (9.)  habe. 

Es  kann  also  A^  +  B^y -i-C^y''  ein  vollständiges  Quadrat  sein,  ohne  dass 
^  =  0  aufhört  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  (1.)  zu  sein. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Differentialgleichung 

(16.)  .'^^„g-  +  ß,, 
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WO  a,  ß  Constanten  bedeuten,  so  wird  für  diese  die  Gleichung  (3.)  in 

(17.)  4^  +  ^^|^  +  ^»  =   C, 

übergehen.  Nach  den  oben  gefundenen  Bedingungen  müsste  diese,  damit  kein 
Integral  der  Gleichung  (16.)  ^=0  als  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitze, 
durch  ein  Integi'al 

befriedigt  werden,  für  welches  tp^  für  ä^  =  0  endlich  und  bestimmt,  also  w^ 
selber  in  ^  =  0  bestimmt  wäre.  Da  aber  auch  — ^  die  gleiche  Eigenschaft 
besitzen  muss,  so  wäre  auch  w^  für  z  ^=  ^  bestimmt.  Demnach  dürfte  ^^  =  0 
für  die  Integrale  der  Gleichung  (17.)  nicht  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
sein,  was  aber  der  Voraussetzung  widerspricht,  wonach  &>  1*). 

Setzt  man  für  w^,  w^  die  Werthe  aus  (5.)  bez.  (5a.)  in  Gleichung  (4.)  ein, 
so  erhält  man  für  y  einen  Ausdruck  der  l'orm 


(18.) 

ü  +  Sa''" 

;.  von  der  Form 

(18a.) 

'  ~  j5  +  S«log 

worin  P,  Q,  .R,  S'  in  der  Umgebung  von  ^  ^  0  eindeutig,  aber  im  Allge- 
meinen in  £  =  0  unbestimmt  sind.  Hieraus  geht  hervor,  dass  das  allge- 
meine Integral  der  Gleichung  (] .)  in  z~0  eine  besthiimte  Ver- 
zweigung erleidet. 

Betrachten  wir  nunmehr  den  Fall 

(IL)  Z;  =  1. 

293]    In  diesem  Pallc  erhält  die  Gleichung  (1.)  die  i'oxm 

(19.)  ^-£  =P,  +  P,y+P.f 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Boechakuts  Journal,  Bd.  66,  S.  146 '). 


1)  äbh.Tt,  Biinill  dieser  Aii3g:i1i9,  S.  196.    l 
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und  die  Gleichung  (3.)  die  Form 

(äo.)  4^  -  [i  -  i  +  '"'/"•l  ^  +  i-A  »  =  0, 

^     '  ds'      l  e       ^  ds     \  de         z^  '       , 

und  ee  ist*)  ^  =  ü  nicht  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  füi*  die  Integrale  der 
Gleichung  (20.),  folglich  auch  nicht  für  diejenigen  der  Gleichung  (190- 

Behält  man  die  Bezeichnungen  des  Falles  (I.)  bei,  so  bedeuten  hier  )•,,  r^ 
die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 

(21.)  f^-B„r+A,C,  =^  0**), 

für  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  nicht  bloss  um  ganze  Zählen 
von  einander  verschieden  sind;  dagegen  sind  r^  und  r^~g  die  Wurzeln  der- 
selben Gleichung,  wenn  sie  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden 
sind.  Wir  wollen  überdies  im  ersten  Falle  festsetzen,  dass  der  reale  Theil 
von  r^  nicht  kleiner  als  der  von  r^  sei. 

Die  Reihen  tp,)  4*2  "^^^^  4*  ^"^^  X  eiithalten  jetzt  nur  ganze  positive  Potenzen, 
imd  es  sind  ({',(0),  4's(0))  ^iS')i  xC**)  '^^'^  ^vXi  verschieden. 

In  dem  Falle,  dass  die  Differenz  v^—-i\  keine  ganze  Zahl,  ist  noch  ein 
Unterschied  zu  machen,  je  nachdem 

a)  der  reale  Theil  von  ''2  — '",  positiv  oder 

b)  der  reale  Theil  von  t\  —  ''\  Null. 

In  dem  Falle  a)  folgt  aus  (18.),  dass  das  allgemeine  Integral  der  Glei- 
chung (19,)  in  der  Umgebung  von  ^=  0  die  Form  hat 

(22.)  y  =  '^{,,z'^-'^), 

WO  ^  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z,  z^  '  fortschreitende  Reihe 
bedeutet. 

Für  z  =^  fi  ergiebt  sich  aus  (18.) 


Setzt  man  in  (21.) 


*)  Siehe  meine  Arbeit  in  Boechaedts  Journal,  Bd.  66,  S,  146. 
**)  Ebenda  S.  147  und  Boechaedts  Journal,  Bd.  68,  S.  361^). 
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SO  erhält  man  die  Gleichung 

(21a.)  C,s' -\- B,s  +  Ä,  =  0. 

294]    Man  hat  daher 

(23.)  Ä,+  B,y  +  C,f  =  C,  {y  +  ^)[P  +  -^'-)  ■ 

Pur  y=^—-T~  erhält  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (19.)  die  Form 

WO 

(24.)  J  =  r,-r; 

und  ^  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s  und  y+jr-  fortschreitende 
Keihe  bedeutet. 

In  dem  Falle  b)  ist  für  das  allgemeine  Integi'al  der  Gleichung  (19.)  der 
durch  die  Gleichung  (l  8.)  gegebene  Ausdruck  beizubehalten,  in 
welchem  jedoch  jetzt  P,  Q,  R,  S  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s  fort- 
schreitende Eeihen  bedeuten. 

Es  sei  nunmehr  die  Differenz  der  AVurzeln  der  Gleichung  (2 1 .)  eine  ganze 
Zahl,  diese  Wurzeln  also  in  der  obigen  Bezeichnung  durch  r^,  r^—g  dargestellt. 

Es  kann  dann*)  noch  immer  ein  Fundaraentalsystera  mi^,  w^,  von  Integralen 
der  Gleichung  (20,)  existiren,  welches  in  der  Umgebung  von  s  =  0   die  Form 

(25.)  ^v^  =  s^^'^i,,    w.^  =  s^^    "ij'j 

hat,  wo  d(_,  6j  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s  fortschreitende  Reihen 
bedeuten. 

In  diesem  Falle  ist  l  in  Gleichung  (24.)  eine  ganze  positive  Zahl,  und 
in  diesem  Falle  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (19.)  der  Form 

(26.)  y  =^{^), 

WO  '^(z)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  s  fortschreitende  Iteihe 
bedeutet. 


*)  Siehe  meine  Arbeiten,  BoRCHAHDra  JournaJ,  Bd.  6ß,  S.  157  und  Bd,  68,  S.  376 ff.'). 


■)  Abh.  VI,  Band  I  diaiM  Aiu«!,lie,  S.  13S  und  Abb.  Vn,  ebenda  S.  S29  S.    Scli. 
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Wenn  aber  in  der  Umgebung  von  s  =  0  die  Darstellung  (5a.)  gilt,  so 
folgt  aus  Gleichung  (l8a.),  dass  das  allgemeine  Integral  y  in  der  Umgebung 
von  s  ^  <i   die  Form  hat 

(27.)  y  =.  ^(^,^log^), 

wo  ^  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  2,  ^logi^  fortschreitende  Reihe 
bedeutet. 

Die  Formeln  (22.)  und  (27.)  sind  in  Übereinstimmung  mit  den  Re-  [39s 
sultaten  der  Herren  Picard  und  Poincare*),  welche  dieselben  bei  der  Unter- 
suchung der  Gleichung 

aus  anderen  Gesichtspunkten  hergeleitet  haben. 

Wir  wollen  hier  nur  noch  bemerken,  dass,  wenn  der  Coefficient  von  i  in 
einer  Grösse  a  nicht  verschwindet,  der  Punkt  ^  —  0  genau  genommen  als  ein 
Piinkt  der  Unbestimmtheit  der  Function  s"  aufgefasst  werden 
müsste.     In  der  That  sei 

a  ^  a  +  ßi, 

ß  von  Null  verschieden,  und  sei 
so  kann 

wenn  m  als  positive  oder  negative  Zahl  wächst  und  gleichzeitig  p  auf  geeig- 
nete Weise  abnimmt,  jeden  beliebigen  Werth  erhalten.  Demnach  kann  der 
Modul  von  z",  wenn  e  gleichzeitig  Umdrehungen  um  s  =  0  macht  imd  sich 
der  Null  annähert,  jeden  beliebigen  Werth  annehmen. 


Als  ein  ferneres  Beispiel  werde  die  Differentialgleichung 


(!■)  ^"-J^  =  i^  +  P,P+P,P'  +  P,p' 


*)  Coniptes  reiidus  do  l'Acadömie  dos  Scieuces  de  Paris,  187S,  und  Journal  de  l'Ecolo  Polyteclmique, 
cah.  46,  p.  21  und  26. 

Fnciis.  natliem.  Werte.    H.  52 
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betrachtet,    in   welcher  ^^,  p^,  p^,  p^  in    der  Umgebung   von   ^^  =:  0 
und  continuirliche  Functionen  sind,  zwischen  denen  die  Gleichung 

besteht.     Setzt  man 


i   p.  2p,    „  1    äw 


(3.) 
SO  folgt 

(4.)  _A  f,,„  =  0, 


(5,) 


Je         dlogp^  ^PaPs 


Ist  A;  >- 1 ,  so  ist  wiederum  ^  —  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  In- 
tegi'ale  der  Gleichung  (4.)  und  demnach  im  Allgemeinen  auch  für  die  der 
Gleichung  (1.). 

Ausserdem  ergiebt  die  Gleichung  (3.),  dass  die  Integrale  ?/  im  Allge- 
meinen in  der  Umgebung  von  ^=0  eine  unbestimmte  Verzweigung 
erfahren. 


Mit  den  vorhergehenden  Untersuchungen  hängt  auf  das  Engste  die  Frage 
zusammen:  wie  viele  Integrale  einer  Differentialgleichung  ver- 
mögen vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  Genüge  zu  leisten? 

"Wir  beschränken  uns  hierbei  auf  Differentialgleichungen  der  Form 

wo  *^{^,y)  eine  wohldefinirte  Function  der  beiden  Variabelen  bedeutet,  und 
auch  nur  auf  den  Fall,  dass  die  Anfangswerthe  (^„,2'»)  keine  Singularität  der 
Function  0(.3,j/)  darbieten.  In  diesem  Falle  giebt  es  bekanntlich  eine  Lösung 
der   Gleichung  (F.)    y  =  u   von    der   Beschaffenheit,    dass    für  s  =  3^,  u  =  y^ 
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und  dass  sie  innerhalb    eines  gewissen  ^  =  s^  umgebenden  Gebietes   eindeutig 
und  stetig  ist*). 
Setzen  wir 

(1.)  y  =  u  +  V, 

so  erhalten  wir  für  v  die  Differentialgleichung 

(2.)  -g-  =  *(.,,,  +  «)-*{,,»). 

Es  sei 

(3.)  0(^,  M  +  i')-<i)(^,  m)  =  v''W(s,u,v), 

so  ist,  wenn  man  von  einzelnen  singulären  Werthen  von  ^  abstrahirt,  W(^^,  m,  v) 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  v  entwickelbar. 

Wir  haben  schon  oben  in  No.  2  bemerkt,  dass  wir  im  Aligemeinen  nicht 
mit  Briot  und  Bouquet**)  aus  (2.)  und  (3.)  den  Schluss  ziehen  können,  [297 
dass  es  ausser  y  =  u  kein  anderes  Integral  der  Gleichung  (F.)  geben  könne, 
welches  für  s  =  s^  den  Werth  y  =  %  annähme. 

In  der  That,  betrachten  wir  in  der  mit  (2.)  identischen  Gleichung 

ü  als  Function  von  w,  so  hat  (G.)  die  Beschaffenheit  der  Gleichung  (A.),  wenn 
in  der  letzteren  y  mit  z  und  z  mit  v  vertauscht  und  li  =  in  gesetzt  wird. 
Denn  da  die  Function  u  von  z  als  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  bekannt  voraus- 
gesetzt werden  muss,  so  ist  damit  ¥(5',m,v)  eine  wohldefinirte  Function  von 
s  und  ». 

Nun  haben  wir  in  den  vorhergehenden  Nummern  erkannt,  dass  jj  =  0 
ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  der  Integrale  der  Gleichung  (G.)  sein  kann, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  es  unzählig  viele  Functionen  z  von  v 
geben  kann,  welche  für  v  ^  0  jeden  beliebigen  Werth,  also  auch  den  Werth 
s  ^  ä^  annehmen  und  der  Differentialgleichung  (G.)  Genüge  leisten.  Dann 
aber  giebt  es  auch  unzählig  viele  Functionen  v  von  s^  welche  für  z  =  z^  ver- 
schwinden   und    der    Differentialgleichung   (2.)    genügen,    d.  h.    unzählig    viele 


*)  Siehe  Briot  et  BoüctcEr,  a.  a,  0.,  S.  136-14i. 
**)  A.  a.  0.,  S.  145. 
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Functionen   p  =  ti-i-v,    welche    für   ^  =  2^    den  Werth  */„    annehmen   und    der 
Gleichung  (F.)  genügen. 

Der  Fall,  wo  m>  I,  setzt  voraus,  dass  ij  =  u  die  Gleichung 

(4.)  ^?1  =  0 

befriedigt,    derselbe    tritt    also    nur    für    besondere    Integrale    der    Gleichung 
(F.)  auf. 

Aber  wir  haben  in  No.  3  erkannt,  dass  auch  für  m  ^^  i  der  Punkt 
1;  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  der  Gleichung  (G.) 
werden  kann. 

Der  Satz,  dass  es  nur  ein  Integral  li  der  Gleichung  (F.)  gebe, 
welches  vorgeschriebene  Anfangsbedingungen  {2^„,^J  befriedigt, 
ist  also  nur  dann  richtig,  wenn  für  diese  Function  u  die  Integrale 
der  Gleichung  (G.)  nicht  den  Punkt  der  Unbestimmtheit  v  =  0 
besitzen. 

7. 

Zur  Erläuterang  des  Vorhergehenden  wollen  wir  zuerst  ein  Beispiel  be- 
trachten, in  welchem  m>l.     Es  sei 

(1)  ^y  ~  ^L^  ;.)  -   a{<^^  +  ßpr-^(a^  +  bi/) 

*■   -'  ä^  ^'^^         ß{as  +  hy)-b{ttä  +  ßyf' 

298]    wo     aß  — ha    von    Null    verschieden.      Wählen    wir    die     Anfangswerthe 

(^o'-f^,),  ^0  ist 

ein   bestimmter  Werth,    und  <I>(^,}/)  hat  in    der  Umgebung  von  Po;— -f-^o)  die 
in  voriger  Nummer  verlangte  Eigenschaft.     Das  Integral  u  ist 

(2.)  »  =  -^- 

Setzen  wir  in  (1.) 
(3.)  p  =  u  +  v, 

so  folgt  die  der  Gleichung  (G.)  entsprechende  Gleichung 


(4.) 


äs   _  1  laß~ab)s  +  bßv-hß''v' 

'dv   ~  ß{aß  —  ab)  ^~     '  «'  ' 
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In  der  'i'hat  wird  diese  Gleichung  befriedigt  durch 

(5.)  {ich-^ßa)s  ^  hßv-ßCe~^, 

wo  C  eine  willkürliche  Constante. 

Demnach  gieht  es  unzählig  viele  Integrale   der  Gleichung  (1.) 

(6.)  !y  =  -f-  +  », 

WO  V  eine  Lösung  der  Gleichung  (5.),  welche  sämmtlich  für  s  =  s^  den  Werth 
i/^  =  —-"-s^  erhalten.  Man  hat  dazu  nur  in  Gleichung  (5.)  v  so  gegen  Null 
convergiren  zu  lassen,  dass  s  den  Werth  s^  annimmt. 


Ein    weiteres    Beispiel    betreffe    den    Fall    m=i.      Es    sei    die    (F.)    ent- 
sprechende Gleichung 


(1. 


^ 


^(..-1)      .(^-1)^ 


Haben  t)^,  \  dieselbe  Bedeutung  wie  in  meiner  Arbeit*),  und  vertauscht 
1  daselbst  u  mit  0,  so  hat  das  allgemeine  Integral  von  (1.)  den  Werth 

c^  +  c-^  [^^^ 


wo  (.\,  c^  willkürliche  Constanten  bedeuten. 
Man  hat  daher 

(?logv),   ■ ^    "  de      ^'  äs     c^C 

''  ds         ~  ^'    r,^(c^T,,  + C^f^^)      ^    ^(«— 1)t],(c,7j,+  Cj7;,)  ' 

WO  C  eine  Constante  bezeichnet**).    Nach  unzählig  vielen  Umlaufen  um  ; 
bleibt  \  ungeändert,  während  tj^  in 


*)  BoKCUARDTs  Journal,  Bd.  83,  S.  löff.i). 
**)  Ebenda,  S.  19'). 
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lim(»ii— ajiirjj)    für    «  =  oo 

übergellt*),  also  im  Allgemeinen  unendlich  wird. 

Für  einen  beliebigen  von  ä^  =  0, 1,  cxs  verscliiedenen,  aber  will- 
kürlichen Werth  von  s  wird  dalier  nach  Gleichung  (3.) 

(4.)  lim!,  =  lfaiyfi  =  ^yfi. 

Man  kann  also  hieraus  ersehen,  dass  im  Allgemeinen  in  einem  beliebigen 
Punkt  s  =  s^  unzählig  viele  Integrale  gegen  denselben  Werth  eonvergiren, 
wenn  s  auf  geeigneten  AVegen  nach  s^  geführt  wird. 

Die  der  Gleichung  (G.)  entsprechende  Gleichung    wird  in  unserem  Falle 

WO  wir  das  Integral  u  der  Gleichung  (1.) 

älosr,. 


(6.) 
wählen. 

Wenn  wir  auf  diese  Gleichung  das  Verfahren  der  No.  3  anwenden ,  nach- 
dem wir  daselbst  3  mit  v  und  y  mit  s  vertauscht,  so  erhalten  wir 

Wenn   wir    daher  entsprechend    der  Gleichung  (B'.)  C  aus  der  Gleichung 

(8.)  ^^Lf{0,Q 

300]  bestimmen,  so  folgt  aus  derselben  durch  Integration 

logc  — logC(^  — 1)  —  Slogijj  =  logw, 

wo   K]j    das   Argument  C   beigelegt  wird    und    wo    c    eine    Gonstante    bedeutet; 
demnach  ist 


*)  BoRCHABDis  ,Tom'nal,  Bd.  83,  S.  22 '). 
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Macht  C  unendlich  viele  Umläufe  um  C  =  0,  so  wird 
Hmvij  =  CO 

für  willkürliche  von  0,  1,  co  verschiedene  AVerthe  von  L    Demnach  entspricht 
dem  t)  =  0  ein  willkürlicher  Werth  von  C. 

Führen  wir  die  Variabele  C  an  die  Stelle  von  v  in  Gleichung  (5.)  ein, 
d.  h.  bilden  wir  die  der  Gleichung  (C)  entsprechende  Gleichung,  so  folgt 
aus  No.  3,  dass,  je  nach  den  verschiedenen  Wegen,  auf  welchen  v  in  Null 
einrückt  und  alle  möglichen  Werthe  von  C  hervorbringt,  auch  alle  möglichen 
Werthe  s,  also  auch  2  =  3^,  erzielt  werden  können.  AVir  haben  am  Anfang 
dieser  Nummer  auf  anderem  AVege  gezeigt,  dass  in  der  That  diese  A¥erthe 
auch  erzielt  werden. 


ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde 

S.  894,  Zeile  7  7.  «.  zwisclien  e'~"  und  &  das  Minuszeichen  eingefügt, 
„    405,      „      9  Variabele  statt  Variabelen, 
„    407,  Fwssttote  **)  361  statt  367,  ^ 

„   411,  Gl.  (G.)  -^wr r  s*att  -w^'C^'«-")  ""^ 

„    414,    „    (5.)  —J'(ü,b)  statt —(i-iS)  gesetzt 

2)  In  dem  am  Schlüsse  der  No.  4  (8.4001  aiigefiihrfen  Beispiel  (wo  üMgens  Zeile  6  und  4  v.  u.  statt 
ajeden  beliebigen  Werth  erhalten«  zu  setzen  wnie  ijedem  beliebigen  "Werthe  beliebig  nahekommen«) 
trifft  für  den  Punkt  s  =  0  <üe  in  der  No  1  gegebene  Definition  eines  Punktes  der  Unbestimmtheit 
nicht  zu,  da  für  einen  Weg,  der  sich  den  Punkte  «  =  0  spiralförmig  annähert,  von  »letzten  Weg- 
etementen«  nicht  die  Eede  sein  kann.   In  der  That  sagt  Fuchs  selbst  in  der  No,  4,  und  ebenso  auch  in 
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spateien  Abhandlungen,  yon  einer  Singiilaiitit  wie  sie  tur  die  Integrale  einer  lineareu  Differential- 
gleichung der  FucHfiSLhen  Klasse  auftntt  data  die  Integrale  d'iselbBt  niclit  unbestimmt  werden,  er 
wollte  al-iO  den  Punlt  5  =  0  fui  eine  Function    die  in  dei  Umgebung  dieses  Punktes  in  der  Form 

dai'itdlbiiit  nii  Imn  J  eieilinU  lei  Li  i  p  tinntlieit  dioeaehen  i  sei  Tem  di  'i  z^l  1  1pi 
nicht  verschwiiidanden  Coefficienten  Cj  mit  negative  i  Indicee  kerne  endliche  ist  Man  konnte  die  in  der 
No  1  geoebene  Definition  eines  Pmiktes  dei  Unbestimmtheit  in  folgender  Weise  fassen')  Es  soll 
von  einer  Function  /(  )  ge'^agt  werden  da^s  sie  ■«!  dei  Stelle  ^  a  nicht  unbestimmt  wird  (be 
stimmt  ist)  nenn  1)  alle  ötellen  in  einei  gewissei  Umt,ebung  lon  a  reguläie  Stellen  der  Function  sind 
und  wenn  2)  fir  jede  ge^en  die  Null    onyeigirende  "Werthenfolge  ö,   5,  (hm  a„  =  0)     die  so    Le 

srbaften  ist   di  &  sich  f(  )  an  den  Stellen  a+S    regulu  lerhalt    he  Feig 

fia  +  b,)    fia-\-ä,) 
einein  1   itimrattn    ^ön  dei  besonderen  'W^lil  dei  Folg'  3^    d,  unibhin  i^eii    endh  liec  ^dei  unendlich 

i.io-,-,en  Gicn^neithi 

hm/i,(  +  d„)  =  ImirO 

gleichmlssjg  ziistiebt,  vorausgeiet^t ,  daf.s  filr  die  Peiechnunp!  dei  Funi,tionsweitlie /la  +  d,)  ein 
behebig  gewahltei  abei  dann  eindeutig  festzuhaltender  Zweig  dei  Function  /(^)  benutzt  wud  —  Eme 
Stelle  a  in  deien  ledei  Nähe  Stellen  siL.Ii  befinden,  an  \selchen  die  Function  /(si  nicht  unhestiuimt  ist, 
die  abei  selbst  nicht  au  diesen  Stellen  gehoit  loll  eme  Stelle  odei  uu  Punkt  dei  Unbestimmtheit 
genannt  weiden  — 

Das  am  hcbliisse  dei  Ho  6  (S  412)  ausgespiothene  Resultit  hat  m  dei  Liteiatui  \ielfacheii 
Wideispiuih  gefunden,  es  sei  darum  zui  Klaiung  des  Sachvethaltes  das  Folgende  bemeikt 

Dei  von  Bhiot  und  BouutET  gegebene  Unitatabeweis  tut  das  dmth  die  Anfangs werth8j(«o,  s/o) 
bestimmte  holomorphe  Integial  dei  Difterentialgleichung  (F)  S  410,  heiagt,  wie  Fi.cH'^  m  dei  No  2, 
S  S96,  henieikt,  diss  ausser  dem  holomorphen  Integiale  kein  anderes  Inteeiil  existirt  nelches  den 
Werth  y^  annimmt  wenn  s  auf  einem  Wege  von  endliche!  Länge  m  den  Punkt  „  einruikt  Allge- 
memei  hit  Heir  Picapd  (Tiaitä  d'An^lyae,  t  U  1993,  S  SUft-,  zweite  Aufl  1TO5  &  3170)  gezeigt, 
dass  das  hdomorphe  Integral  u  das  einzige  ist  welches  die  lolgende  Eigenschaft  besitzt  Beschreibt 
man  um  «„  ^^  Kieise  i,,  Ka  mit  hinreichend  kleinen  Radien  so  liegen  die  Werthe  von  u  die  Wertüen 
\on  s  mneihalb  £„  entsprechen,  im  Inneien  von  K^  und  nenn  -  länge  einer  bestimmten  ganz  im  Inneren 
von  Z/o  leilaufeaden  Curve  C  m  den  Punkt  z„  einruckt  so  ruckt  »  längs  eines  innerhalb  K^  lerlaufendeu 
Weges  in  y„  ein  Dagegen  zeigt  Fuch?,  dass  es  unter  gewissen  Umstanden  lusser  dem  holomorphen 
Intearale  u  Integiale  j  g  hen  Ita  in  die  m  den  1^  erth  y„  einruclren  wenn  ~  auf  geeignetem  Woge 
u   dei  luukt  Ä    geiihit  -und  ScH, 


anabnch  dei  Theoi 
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ÜBER  DIEJENIGEN  ALGEBRAISCHEN  GEBILDE,  WELCHE  EINE 

INVOLUTION  ZULASSEN. 

(Sitz angaberichte  der  Königl.  preuss.  Akademie  der  "Wissenschaften  zu  Berlin,  1886, 

XXXIX,  S.  797—804;  vorgetragen  am  22.  Juli;  ausgegeben  am  19.  August  1886.) 


In  einer  Untersuchung,  deren  Resultate  an  anderer  Stelle  veröffent-  [797 
licht  werden  sollen,  bin  ich  zur  Betrachtung  solcher  algebraischer  Gebilde 
geführt  worden,  welche  eine  algebraische  eindeutig  umkehrbare  Transformation 
in  sich  selbst  von  folgender  Art  zulassen.  Ist  P  ein  Punkt  der  das  Gebilde 
darstellenden  RiEMANNschen  Fläche,  P'  ein  durch  die  Transformation  dem  P 
zugeordneter  Punkt  derselben  Fläche,  so  ist  der  nach  derselben  Transformation 
dem  P'  zugeordnete  Punkt  derselben  RiEMANNSchen  Flache  mit  P  überein- 
stimmend. Ich  will  im  Anschluss  an  die  in  der  Geometrie  gebräuchliche 
Sprechiveise  von  zwei  einander  so  zugeordneten  Stellen  der  RiEMAXNSchen 
Fläche  sagen,  sie  seien  involutorisch  gepaart,  indem  ich  dabei  still- 
schweigend voraussetze ,  daas  die  Zuordnung  auf  algebraischem  Wege  erfolge. 
In  der  folgenden  Notiz  erlaube  ich  mir  die  Ergebnisse  mitzuth eilen,  zu 
welchen  mich  das  Studium  der  genannten  Gebilde  gefuhrt,  und  deren  haupt- 
sächlichstes darin  besteht,  dass  die  auf  eine  zweiblättrige  RiEMANNsche  Fläche 
durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Substitution  abbildbaren  Riemann- 
schen  Flächen  die  einzigen  sind,  welche  eine  solche  involutorische  Paarung 
Da    andererseits    füi"  die   letztgenannte  Art  von  Flächen  auch  stets 

nntheni.  Werto,    n.  53 
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eine  solche  involutorische  Paarung  vorhanden  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  diese 
Klasse  von  algebraischen  Gebilden,  welche  man  auch  als  die  hyperelliptische 
Klasse  bezeichnen  könnte,  durch  die  Eigenschaft  eine  involutorische  Paarung 
zuzulassen  vollständig  und  eindeutig  characterisirt  werden  kann. 


eine  irreductible  algebraische  Gleichung  zwischen  den  beiden  Veränderlichen 
s  und  2.  Es  werde  vorausgesetzt,  dass  es  zwei  rationale  i'nnctionen  von  s 
und  s  gebe 


79S]  (B.) 

von  der  Beschaifenheit,  dass 

(C) 
und 


(D,)  F(o,  q  =  0. 

Wir  wollen  mit  p  das  Geschlecht  der  Gleichung  (A.)  [den  Rang  nach 
der  Bezeichnnngsweise  des  Herrn  Weierstrass]  und  mit 

die  Differentialquotienten  von  f  linear  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung 
bezeichnen. 

Wird  in  einem  Integrale  erster  Gattung  als  Function  des  Ortes  in  der 
EiEMAKXschen  Fläche  {s,£)  die  Substitution  (C.)  angewendet,  so  erhält  man 
ein  Integral  erster  Gattung  als  Function  des  Ortes  in  der  RiEMANNschen 
Fläche  {a,C).  Da  andererseits  die  beiden  RiEMANNschen  Flächen  (s,.3),(o,C) 
in  dem  Sinne  identische  Gebilde  sind,  dass  wenn  0  =  C  auch  alle  über  z  in 
der  einen  gelegenen  Werthe  mit  den  über  C  in  der  anderen  gelegenen  Werthen 
der  Reihe  nach  übereinstimmen,  so  ist  auch  p  der  Rang  des  algebraischen 
Gebildes  (D.),  und  es  sind  /'^(o,  C),  fj(o,  C),  - . ., /„("i  C)  Diiferentialquotienten 
von  zu  demselben  gehörigen  p  linear  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung. 
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Es  ist  daher 
(E.)       Us,^)dz  =  Kf,(^,Q  +  <:,M^,Q  +  -  +  c,,f,{^,0]dC,    (k  =  i,2,...,p) 

Cj,,  Cjj,  ...,  Cj    bestimmte  Constanten. 

Durch  Anwendung  der  Substitution  (B.)  auf  die  Integrale  erster  Gattung 
als  l'nnctionen  des  Ortes  in  der  RiEMANNschen  Fläche  (o,Q  ergiebt  sich 
ebenso 

(F.)     /;(a,c)d:  =  [»„/;(«, ^)  +  t„f,(»,»)  +  -  +  ».,A,{»,^))'i»,  ("-1.2 d 

wo  die  Grössen  c^j  in  (F.)  mit  denen  in  (E.)  übereinstimmen. 

2. 
Es  sei 

(1.)  6,f,(»,»)  +  !.,f,(s,«)  +  -  +  6,/;,(s,^)  =  G(.,«), 

WO  b  ,h  ,  ...,b  Constanten  bedeuten.    Wir  wollen  dieselben  so  bestimmen,  dass 

(2.)  G(s,s)äs  =  w(?(3,  Oc^C,  [799 
also  auch 

(2'.)  Gia/Qd',  =  ivG(s,0)dß 

werde  und  w  eine  Constante  sei. 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (E.)  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

(3.)  A/.(^,C)  +  PJ.(o,C)  +  -  +  P,/,KC)  =  0, 

wo 

(4.)  Pj  =  &,c,t+&jCjt+--- +  ^pV^"'^s- 

Da  f,,f^t---,f  linear  unabhängig  sind,  so  ist 
(5.)  P*  =  0.  (ft=l,2,,..,i)) 

Hieraus  folgt,  dass  w  sich  durch  die  Gleichung 


(G.) 
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In  Übereinstimmung  mit  einem  Verfahren,  welclies  ich  bei  der  Pixirung 
der  Fundamentalsysteme  der  Integrale  linearer  homogener  Differentialgleichungen 
angewendet  habe*),  und  unter  Berücksichtigung  der  von  Herrn  Hamburger**) 
gemachten  weiteren  Ausführungen  desselben,  kann  man,  wenn  w^  eine  A-fache 
"Wurzel  der  Gleichung  (G.)  ist,  für  die  Constanten  b^,  b^,  •■•^K  solche  A  Be- 
stimmungen treffen,  dass  die  zugehörigen  Functionen  G{s,2)  in  Gruppen  zer- 
fallen, von  der  Art,  dass  eine  m-gliediige  Gruppe  linear  unabhängiger  Func- 
tionen G''^\s,s),  G'^'{s,z),  ...,  G"™'(s,^)  die  Eigenschaft  hat 


w 


S'"(s,3)fi3  =   w,G"'{a,V)dr„ 


Wegen    der    Gleichungen    (B.)    bestehen    aber    mit    diesen    Gleichungen 
zugleich  die  folgenden 

j     (J"'(3,C)Ä  =   w,G'-\s,s)äs, 

e»(o,  l)  K  =  K  0"'(s, «)  +  S"'(s. «)]  <!«, 


(6.) 


'.   e"'(a,c)äi;  =  KG'"'(s,«)  +  e'"-"(s,«)]fc 

8oo]    Snbstituiit  man  ans  (5.)  die  Werthe  von  G^*(a,  C)(?C  in  (4.),  so  erhält  man 


(6.) 


G"'"(s,  5)  =  ^y=(?*'{s,  0)  +  2iy,G«-"(s,  s)  +  ff™-"(s,  0). 


]Ja  nun  w,  von  Null  verschieden,  so  würde  hieraus  sich  ein  Widerspruch 
mit  der  Voraussetzung  ergeben,  wonach  die  Functionen  G*(6',3)  linear  unab- 
hängig sind.  Dieser  Widerspruch  wird  dadurch  aufgehoben,  dass  in  jeder 
der  genannten  Gruppen  nur  ein  Element  vorhanden  ist. 


*)  Siehe  meine  Arbeit  iu  Bürchaedts  Journal,  Bd  G6,  S.  134-136'). 
**)  BoBCHAEDTs  JouTtial,  Bd.  76,  8.  121. 


1)  Ab)i.  n.  Band  I  atesei:  Ausgabe, 
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Hieraas  ergiebt  sich,  dass  wenn  jo^,  tv^,  ■■■,'n^p  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(G.)  bedeuten,  mögen  diese  theilweise  gleich  oder  sämmtlich  von 
einander  verschieden  sein,  es  stets  p  linear  unabhängige  DifFerential- 
quotienten  von  Integi-alen  erster  Gattung  G^{s,s),  G^{s,s),  . ..,  G^(s,s)  giebt, 
für  welche  bez.  die  Gleichungen 

stattfinden. 

Wählt  man  nun  von  vornherein  f^{s,s)—  G^{s,2),  so  treten  diese  Glei- 
chungen (H.)  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (E.)  und  (F.). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (H.)  folgt 

(J.)  »I  =  1- 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (G.)  sind  demnach  sämmtlich 
gleich  der  positiven  oder  der  negativen  Einheit. 

Es  folgt  daher  aus  den  Gleichungen  (H.) 
(K.)  G,{s,^)ds  =  ±G,{G,':)dQ.  (lc=.i,2,...,p) 

3. 
Es  möge  in  den  Gleichungen  (K.)  für  k  =  t,2,  ...,  l  das  obere,  dagegen 
für  ]c  =  ü  +  l,  A  +  2,  ...,  A  +  fi.  das  untere  Vorzeichen  gelten,  wenn 

(1.)  ji  =  A  +  ft 

gesetzt  wird. 
Es  sei 
(2.)  *(s,ä)  =  c.(?.(s,s)  +  c,(?,{s,3)  +  -..  +  C;.(?,{s,^) 

und 

(3.)  ¥(s,^)  =  e,G,,,(s,,)  +  e,a,Us,^)  +  -  +  e^G,,^{s,,), 

wo    tj,  ßj.  Constanten    bedeuten.      Ist    alsdann   {s,s)^.  (s',s')    eine    Lösung  [Soi 
der  Gleichung 

(4.)  ^{s,s)  =  0 

und   (a,  C)  =  (3',  C)   das    nach    den  Gleichungen  (B.)    dem    {s,s)  ^.  {s',s')   ent- 
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Sprechende  "VVertlisystern ,    so   ist    zufolge    der    Gleichungen  (K.)  (s^s)  ^  (o'j  C) 
ebenfalls  eine  I^ösung  der  Gleichung  (4.). 

Dieselbe  Eigenschaft  hat  auch  die  Gleichung 

(5.)  'l'(s,«)  =  0. 

I.  Die  Constanten  c^,  e^  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  die 
Gleichungen  (4.)  und  (5.)  2p  — i  gemeinschaftliche  Lösungen  haben, 
wovon  immer  je  zwei  nach  den  Gleichungen  (B.)  oder  (C.)  involii- 
torisch  gepaart  sind. 

Eliminirt  man  nämlich  {s,  s)  zwischen  der  Gleichung  (A.)  und  den 
Gleichungen  (4.)  und  (5.),  so  erhält  man  als  Resultante  eine  Gleichung 

(6.)  nc„c„...,c„  e^,e„...,c,,)  =  0. 

Nach  den  bekannten  Methoden  zur  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen 
Lösungen  eines  Systems  von  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  die  Grössen 


im  Ganzen  1  +  11  —  2  Bedingnngsgl eichungen  zu  befriedigen  haben,  wenn  die 
Gleichungen  (A.),  (4,),  (5.),  A  +  ji.  — 2  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen  sollen. 
Und  man  kann  zeigen,  dass  diese  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  mit 
derjenigen  der  zu  bestimmenden  Grössen  — ,  —  übereinstimmt,  immer  be- 
friedigt werden  können.  Die  Gleichungen  (A.),  (4.),  (5.)  werden  aber  alsdann 
in  Folge  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.) 
auch  durch  diejenigen  Grössensysteme  (s,  z)  befriedigt,  welche  den  bereits 
eiTeichten  i  +  ft  — 2  gemeinschaftlichen  Lösungen  nach  den  Gleichungen  (B.) 
oder  (C.)  zugeordnet  sind. 

Den  Kachweis  dafür,  dass  unter  den  Bestimmungs weisen  der  Verhältnisse 
der  Grössen  c^  und  e^.  immer  solche  vorhanden  sind,  dass  zu  den  ihnen  ent- 
sprechenden ;i  +  fi  — 2  gemeinschaftlichen  Lösungen  der  Gleichungen  (A,),  (4.), 
(5.)  noch  die  zu  diesen  Lösungen  involutorisch  zugeordneten  Grössensysteme 
{ß,s)  als  A  +  ft  — 2  neue  Lösungen  hinzutreten,  erfordert  einigermaassen  ver- 
wickelte Erörterungen,  und  wir  wollen  uns  hier  darauf  beschränken,  dieselben 
an  dem  Beispiele  ^  ==  4,  A  =  2  zu  erläutern. 
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Jede  der  Gleichungen  [802 

(4a.)  c,f?,(s,s)  +  c,G,(s,3)  =  0, 

(5a,)  e,G,{s,s)+e,G,(s,s)  =  0 

wird  in  diesem  Falle  durch  sechs  Werthsysteme  befriedigt,  wovon  je  zwei 
durch  die  Gleichungen  (B.)  einander  zugeordnet  sind.  Soll  denselben  durch 
gemeinschaftliche  Werthsysteme  (s,  0)  genügt  werden,  so  hat  man  zwischen 
den  Gleichungen  (4a.),  (5a.)  und  (A.)  s  und  ^  zu  eliminiren.  Das  Eliminations- 
resultat 

(Sa.)  '(t't)  =  " 

ist  sowohl  in  Bezug  auf  ■--,  als  auch  in  Kezug  auf  -^  vom  dritten  Grade, 
weil  die  drei  Paare  involutorisch  einander  zugeordneter  Werthsysteme  {s,  z), 
welche  einem  bestimmten  AVerthe  von  -^  entsprechen,  für 

nur  drei  verschiedene  Werthe  hervorbringen,  und  umgekehrt.  Für  einen 
Werth  -^  =  a,  für  welchen  die  Gleichung  (6a.)  zwei  gleiche  Wurzeln  —  =  « 
hat,  geben  zwei  der  drei  Paare  involutorisch  conjugirter  Werthsysteme  (ä,^), 
welche  —■pfj-}:  den  Werth  a  verschaffen,  der  Function  —  r,%  den  Werth 
cc.     Demnach  haben  die  Gleichungen 

(4b.)  G,(s,^)  +  C(G,(s,s)  =  0 

und 

(5b.)  G,{s,s)  +  cia^(s,B)  =  0 

zwei  Paare  involutorisch  conjugirter  Werthsysteme  (*■,  s)  als  gemeinschaftliche 
Lösungen. 

Aus  dem  Satze  I.  ergiebt  sich  unmittelbar: 

IL    Man   kann    c^,  c^,  . . .,  Cj,  e^,  e^,  . . .,  e^    stets    so    bestimmen,    dass 


(L.)  Eis, 


c,a,(s,s)  +  e,G,(s,^)  +  -.  +  c, G.js,  ^) 


nur   in    zwei    Stellen    der  BiEMANNSchen  Fläche    unendlich    erster 
Ordnung  wird. 
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803]  Ist  (1  =  0  oder  A  =  0,  d.  h.  gilt  in  den  Gleichungen  (K.)  für 
fc  =  t,  2,  ...,p  überall  das  obere  oder  überall  das  untere  Vorzeicben,  so  kann 
man  in 


c^,  c^,  ...,  c^  so  bestimmen,  dass  der  Zähler  für  p~2  beliebige  Stellen,  in 
welchen  G^{s,s)  Null  erster  Ordnung  wird,  gleichfalls  von  der  ersten  Ord- 
nung verschwindet,  und  es  wird  alsdann  der  Zähler  ausserdem  Null  erster 
Ordnung  in  denjenigen  Stellen,  welche  zu  jenen  involutorisch  gepaart  sind, 
und  da  diese  zu  gleicher  Zeit  die  Gleichung  G^{s,s)  =  0  befriedigen,  so 
ergiebt  sich  wiederum,  dass  Ii(s,s)  nm-  in  zwei  Stellen  unendlich  erster  Ord- 
nung wird.     Setzen  wir 

(M.)  Ü{S,2}  =  u, 

so  folgt  aus  IL ; 

IIL  Es  lassen  sich  s  und  s  als  rationale  Functionen  von  u 
und  \fS(uj  darstellen,  wo  S(ti)  eine  ganze  rationale  Function  von 
M,  und  es  sind  umgekehrt  «(  und  \IS(it)  rationale  Functionen  von  s 
und  s. 

4. 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass  die  RiEMANNSche  Fläche  (A.) 
durch  eine  rationale  und  eindeutig  umkehrbare  Substitution  auf  eine  zwei- 
blätti'ige  EiEMANNSche  Flache  abgebildet  werden  könne.  Alsdann  giebt  es 
bekanntlich  eine  rationale  Function  R(s,0),  welche  nur  in  zwei  Punkten  der 
EiEMANNschen  Fläche  (A.)  unendlich  gi-oss  erster  Ordnung  wird. 

Setzen  wir  alsdann 

(S.)  B(»,5)   =   », 

so  sind  s  und  s  als  rationale  Functionen  von  u  und  \ß'{u)  darstellbar,  wo 
8(u)  eine  ganze  rationale  Function  von  «s,  und  es  sind  umgekehrt  «  und 
\l8{u)  rationale  Functionen  von  s  und  s.  Ist  daher  (0,  C)  ein  Punkt  der  Eie- 
MANNschen  Fläche  (A.),  für  welchen  u  den  nämlichen  Werth  wie  in  (s,  s) 
annimmt,  so  sind  a  und  C  eindeutige  und  demnach  rationale  Functionen  von 
s  und  s. 
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von  der  Beschaffenheit,  dass 

«  =  9(a,C),     S  =  'ti'.Q, 
d,  h.  zwei  Stellen  der  KiEMANNschen  Fläche,  für  welche  u  den  nämlichen  [804 
Werth  annimmt,  bilden  eine  Involution. 

Wenn  wir  diese  Bemerkung  mit  dem  Satze  III.  der  vorigen  Nummer 
zusammenhalten,  so  gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Resultate: 

Die  nothwendige  .  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  algebraische  EiEMANNSche  Fläche  eine  algebraische  In- 
volution je  zweier  ihrer  Punkte  zulässt,  ist  die,  dass  diese  Rie- 
MAKNsche  Fläche  und  eine  zweiblättrige  EiEMANNSche  Fläche 
gegenseitig  rational  auf  einander  abgebildet  werden  können. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wurde  gesetzt: 

S.  419,  Zeile  S  %,  e^, ...,  cjj,  statt  Cj,,  tjj,  Oj.^,  ..., 

„      „  ,  Gl.  (F.)  Ca  statt  Cj,,, 

„      „  ,  Zeile  21  ist  statt  muss, 

„    421,  zweite  der  Gin.  (H.)  dt  statt  dz, 

„      „  ,  Zeile  15  den  Gleiclmngeii  statt  Gleichung. 

2)  Die  in  dieser'  Abhandlung  enthaltenen  Erörterungen  erfordern  eine  Ergänzung,  die  in  der  Abh.  LI 
gegeben  ist.  Die  in  den  ersten  Worten  der  Einleitung  erwähnte  Untersuchung  ist  ia  der  folgenden  Ab- 
handlung  XLIX  enthalten.  Sch. 
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XLIX. 

ÜBEU  EINE  KLASSE  LINEAEER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ZWEITER  ORDNUNG. 

(Journal  für  die  reine  unS  angewandte  Mathematik,  Bd.  100,  1887,  S.  189-200.) 


In  meiner  Arbeit  (Abhandlungen  der  Göttinger  Gesellschaft  der  [189 
Wissenschaften,  S.Jan.  1881'-))  habe  ich  die  Bedingungen  gegeben,  welche 
zu  erfüllen  sind,  damit  die  symmetrischen  Functionen  der  Yariabeln  ^,,  s^, 
welche  dui'ch  die  Gleichungen 

^"■^  i    9(«,)d^,  +  9(^,)(f^,  =  du, 

als  Functionen  der  Veränderliehen  u^,  u^  definiit  sind,  in  der  Umgebung  eines 
solchen  Werthsystemes  u^^^  a^,  u^  —  «,  sich  eindeutig  verhalten,   für   welches 

iß-)  fMfi^.)-m)'?i'd-=  0- 

Es  ergab  sich,  dass,  wenn  m^,  «^  mit  von  einander  unabhängiger 
Veränderlichkeit  in  die  Werthe  u^  =  ß,,  u^  =  «,  einrücken,  ,3^,  s^  nicht 
Werthe  erreichen  können,  welche  die  Gleichung  ((3.)  befriedigen,  wenn 
alle  Lösungen  der  letzteren  Gleichung  zu  gleicher  Zeit  den  beiden  Gleichungen 

j    f{^,)d^,+  f{^Jd0,  =  0, 
\  <?(^,)(?^x+¥(^,)'^^^  ^  0 
Genüge  leisten. 


I)  Abb.  XXXV,  S.239ff.  aiaa 
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Als    eine    Folgerung    dieses    Theorems    wurde    dort    nachgewiesen, 
ü,  fisf,  (f  (^y  zweiwerthige  Functionen  von 


m 


seien  von  der  Beschaffenheit,  dass 


Mi)'-  MM 

eimverthige  Functionen  derselben  Variablen  daa'stellen. 

In  einer  Arbeit,  enthalten  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akade- 
mie 5.  April  1883^),  habe  ich  die  Verallgemeinerung  desselben  Theorems  für 
die  Lösungen  s^,  s^,  •■■}^„  der  Differentialgleichungen 

190]  (ö.)  ^iAi^i)^^i  =  '%,  ih=^i,2,...,n) 

unter  Voraussetzung  einer  beliebigen  Zahl  n  entwickelt. 

Im  Anschluss  an  den  speciellen  Fall  w  ^  2  erlaube  ich  mir  im  Folgenden 
die  Eesultate  einer  Untersuchung  mitzutheilen,  welche  sich  auf  lineare  homo- 
gene Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bezieht,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  des  Ortes  in  einer  algebraischen  KiEMANNschen  Fläche 
sind.  Indem  nämlich  in  («.)  für  f(s),  (^(s)  ein  Fundamentalsystem  von  In- 
tegralen einer  solchen  Differentialgleichung  gesetzt  wird,  werden  die  Be- 
dijigungen  dafür  entwickelt,  unter  welchen  Umständen  alle  Stellenpaare  der 
EiEMANNschen  Fläche,  welche  die  Gleichung  (ß.)  befriedigen,  auch  Lösungen 
der  beiden  Gleichungen  (y.)  oder  vielmehr  der  Gleichungen 

j   <f{;ü^)d£i,±'?{^,)d^,  =  0 
mit  coiTespondirenden  Vorzeichen  werden. 

Diese  Resultate  habe  ich  der  Hauptsache  nach  bereits  in  der  Sitzung 
der  Berliner  Akademie  vom  30.  Juli  1885  vorgetragen.  Es  ist  mir  aber  später 
durch  Anwendung  eines  Theorems,  welches  ich  in  einer  der  Akademie  am 
22.  Juli  1886  vorgelegten  und  seitdem  veröffentlichten  Notiz^  entwickelt  habe, 
gelungen ,  dieselben  wesentlich  zu  vereinfachen  und  auszuführen. 
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1. 

Es  seien  die  Coefficienten  der  Gleichung 

rationale  Funetionen  der  Grössen  *  und  s,  zwischen  welchen  eine  in-eductihle 
algebraische  Gleichung 

(B.)  F{B,t)  =  0 

besteht.  Werden  an  irgend  einem  Punkte  (s^,  s^)  der  die  algebraische  Func- 
tion (B.)  darstellenden  EiEMANNschen  Fläche  die  Werthe  y  =  y^,  -r-  =  y[  fixirt, 
so  ist  dadurch  der  Verlauf  eines  Integrals  der  Gleichung  (A.)  in  der  ganzen 
EiEMANNschen  Fläche  festgesetzt.  Wie  fLii-  den  Fall,  dass  die  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  rationale  Functionen  von  ^,  kann  man  auch  hier  [191 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
f{s^z)^^{s,z)  als  Functionen  des  Ortes  in  der  KiEMANNschen  Fläche  herstellen, 
durch  welche  sich  jedes  andere  Integral  an  derselben  Stelle  (^,  s)  linear, 
homogen  und  mit  constanten  Coefficienten  darstellen  lässt. 

Es  soll  nimmehi"  untersucht  werden,  unter  welchen  Umständen  die  beiden 
Gleichungen 

(   '?{s„0,)d^,±f{s^,s,)d^,  =  0,      . 
in  welchen  sich  die  Vorzeichen  entsprechen,   gleichzeitig  durch  jedes  Punkte- 
paar {s^,s^,{s^.,s^)  befriedigt  werden,  welches  durch  die  Gleichung 

zusammenhängt. 

Wir  bezeichnen  mit  y  und  v  resp.  die  Integi'ale  der  Gleichungen 

^  0, 


(1-) 

f.«,,,. 

+  -ff{», 

,t. 

)</ 

(?■) 

$.«(.,. 

'dt. 

+  H{s, 

:', 

)' 

(3.) 

;f(s.,^,)  = 

=  0, 

FC',, 

",) 

= 

.  setzen 

fest, 

dass 

z^  eine  noch 

zu  1 

Destimi 

iiei 

ide 
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Transformiren    wir    die    Gleichung   (2.)    in    die    unabhängige  Variable   2^, 
indem  wir 

(*•)  -3^  =  ^ 

setzen,  so  geht  dieselbe  über  in 

(5.)  X^  +  [x-G(s.,..)-^]^-^X-B(s.,..).  =  0. 

Soll  s    mit  ^,  so  verbunden   sein,    dass    (s,,s^,),  (s^iS^)   gleichzeitig    den  beiden 
Gleichungen  (C.)  genügen,  so  muss  die  Gleichung,  welche 

(e.)  „  =  -X. 

befriedigt,  nämlich 


('.) 


(8.) 


192]    mit    der    Gleichung   (].)    sämmtliche    Integi-ale    gemeinschaftlich    haben. 
Hieraus  folgt  zunächst 

oder 

(9.)  -^J^  +  Ze(.5„«.)   =   G(S„2,) 

und 

oder  unter  Berücksichtigung  von  (9.), 

(10.)  P(s.,^JX=  =  P{s„^,), 

wenn  wir 

(11.)  Pis,  ^)  =  -  3  ^^  +  9iiis,  0)  -  2a{s,  ,y 

setzen. 

Die  Gleichung  (9.)  besagt,  dass 
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WO 

^^^■^ 

Die  Gleichung  (E.)  ist  schon  eine  unmittelbare  Polgerung  aus  dem  Zusammen- 
bestehen der  beiden  Gleichungen  (C.)  (vergleiche  meine  Arbeit  in  den  Ab- 
handlungen der  Göttinger  Societät')). 

Die  Gleichung  (10.)  ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 


(F.)  \IF(s, ,  ^,)  du,  -  VP(s^^J  ä;s,  =  0. 

Es  ist  demnach  erforderlich,  dass  alle  Punktepaare  (*\,  ä',),  («si  ^J, 
welche  der  Gleichung  (D.)  genügen,  auch  die  beiden  wohldefi- 
nirten  Differentialgleichungen  (E.)  und  (F.)  befriedigen. 

2. 

Aus  den  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  folgt 


Ditferentiiren  wir  diese  Gleichung  unter  Berücksichtigung  von  (F.)  und  Glei- 
chung (12.)  voriger  Nummer,  so  folgt 


(H.) 


Es  könnten  nun  die  Coefficienten  der  Gleichung  (A.)  so  beschaffen  sein,  dass 

(,,  ip(«,.)-»iQi^.iö(,.,)P(«,.r*  =  », 

wo  a  constant. 

Setzen  wir  alsdann  in  (A.) 

(2.)  s  =  ,-tf<^Mä^„^ 
SO  folgt 

(3.)  |^4ff(,,,)^4p(,,.)_0. 


»  Äth.  XXXV,  S,  2 
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Ist  P(s,s)   von  Null  verschieden,    so    füliren    wir    in   diese  Gleichung   an    die 
Stelle  der  Variablen  s  die  mit  ihr  durch  Gleichung 

(4,)  dit  =  F{s,sfä^ 

verbundene  Vaiiable  ti  ein,  und  erhalten 

Diese  Gleichung  zeigt,    dass,    wenn  P(s,^)    nicht   identisch  verschwindet,    das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (A.)  entweder 

WO   Cj,  C^  willkürliche  Constanten  und 

'  3^V4        9'  ^  2       \    i        9' 

wenn  nämlich  -7-  — -ö"  "^on  Null  verschieden,  oder 

(6a.)  p  =  e  ^    '         K'ji     [G^-\-C^jP{s,/)' ds\, 

wenn  a  =  ±  |-  ■ 

Ist  P(s,^)  identisch  Null,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

(7.)  s  =  «-^''(■•'""[o.  +  c./ä«---^'"'''""]. 

Von    dem    durch    die    Gleichung   (i.)    bezeichneten    Ausnahmefall    abgesehen, 
ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Zwischen  den  Werthenpaaren  (■^'i>  ^,)i  (*'b5  ^j),  welche  gleichzeitig 
den  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  genügen,  findet  die  algebraische 
Gleichung  (H.)  statt. 


Setzen  wir 

SO  folgt  aus  der  Voraussetzung,    dass  die  Werthenpaare  (*ii  ^,)i  (s^,  sj,    welche 
die  Gleichung  (D.)  befriedigen,  auch  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen 
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j    fis„^,)d^,+  f{s„^,)d,,  =  0, 

genügen,  dass  7U  jedem  C  nicht  mehr  als  zwei  Stellen  der  BiEMANNschen 
Fläche  gehören  (s.  meine  Arbeit  in  den  Abhandlungen  der  Göttinger  Societät^)). 
Ist  demnach  (s^,^,)  eine  beliebige  Stelle  der  RiEMANNschen  Fläche ,  C  ein 
nach  Gleichung  (I.)  zugehöriger  Werth,  so  giebt  es  höchstens  eine  zweite 
Stelle  (^'si^J,  für  ivelche  C  denselben  Werth  erhält.  Ist  aber  (^,,  ^,)  gegeben, 
so  ist  der  allgemeine  Werth  von  C 

wo  K, /3,  y,  ö  Constanten  sind,  deren  Werthe  den  verschiedenen  Umläufen  von 
(s,  s)  um  die  singulären  Punkte  der  Gleichung  (A.)  entsprechen. 

Ist  o  ein   in    der  RiEMANNschen  Fläche  von  {s^,z^)  nach  («j,^J   fühi-ender 
Weg,  auf  welchem 

wird,  und  macht  man  von  {s,i^^  aus  denselben  Weg  rückwärts  nach  (s,,5j, 
vollzieht  alsdann  diejenigen  Umläufe  um  die  singulären  Punkte  von  (A.), 
welche  (1.)  hervorgebracht,  und  kehi-t  alsdann  auf  o  nach  {s^,z^)  zurück,  so 
hat  man  mit  {s^^z^  einen  Umlauf  vollzogen,  ftir  welchen  die  Gleichung 

stattfindet. 

Da  die  Gleichung 


(3.) 


'f{s,^)  +  ßf(s,s) 


nur  zwei  Lösungen  (s^e)  zulässt,  so  folgt,  dass  es  ausser  {s^,z^),[s^,s^)  keine 
Stelle  mehr  giebt,  welche  dieselbe  befriedigte.     D.  h. 

Zu  jedem  Punkte  {s^,sj  giebt  es  nur  einen  Punkt  (s^,  ^j),  welcher 
mit  demselben  die  Gleichung  (D.)  befriedigt. 

Nach  dem  Satze  am  Schlüsse  der  No.  1  und  nach  dem  Satze  am  Schlüsse 
der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich  demnach: 
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i9s]    Die  Wertlienpaare  is,,^^),(s^,3^),  welche  der  Gleichung  (D.)  ge- 
nügen, müssen  so  beschaffen  sein,  dass 

wo    ß,o    rationale    Functionen    ihrer    Argumente    bedeuten,    und 
dass  sie  zugleich  die  Gleichung  (H.)  befriedigen. 


Nach  einem  Satze,  welchen  ich  in  einer  in  den  Sitzungsberichten  der 
Berliner  Akademie  (22.  Juli  1886)  enthaltenen  Kotiz'^)  veröffentlicht  habe, 
ergiebt  sich  aus  dem  Bestehen  der  Gleichungen  (K.)  für  den  Fall,  dass  der 
Rang  p  der  die  Gleichung  (B.)  darstellenden  EiEMANNSchen  Flache  grösser 
ist  als  Null,  dass  dieselbe  durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Sub- 
stitution  auf  eine    zweiblättrige  E.iEMANNSche  Flache  abgebildet  werden  kann. 

Es  ist  also 

wo  8{u)  eine  ganze  rationale  Function  von  u  mit  lauter  ungleichen  Tiinear- 
factoren,  4^,  4*^5  "S^,  &^  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten. 

Aus  den  Entwicklungen,  welche  ich  in  der  erwähnten  Notiz  (Sitzungsber. 
der  Berliner  Akad.  der  Wissensch.  22.  Juli  1886*))  gegeben  habe,  geht  gleich- 
zeitig hervor,  dass  die  rationale  Ftmction  tä^(s,s)  so  gewählt  werden  kann, 
dass  it  für  zwei  durch  die  Gleichung  (K.)  involutorisch  gepaarte  Stellen  der 
ßiEMASNSchen  Fläche  (B.)  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Werth  annimmt. 

Es  sei  demnach 

(1.)  «,  =  ä,K,^,), 

SO  ist 

(2.)  u,  =  ±u,  =  .\(s„,,). 

Gilt  in  dieser  Gleichung  das  obere  Vorzeichen,  so  folgt 

(3.)  \ßi^ir}  = -s[sK). 
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Gilt  in  Gleichung  (2.)  das  untere  Vorzeichen,  so  erglebt  sich  zunächst,  dasa 
'S'(;()  nur  gerade  Potenzen  von  u  enthalten  darf,  und  es  ist 

(3a.)  \ßl^  =  ±  MSl^. 

Demnach  sind  die  beiden  involutorisch  gepaarten  Stellen  in  der  zwei-  [196 
blättrigen  RiEMAMKschen  Fläche,  welche  den  durch  die  Gleichung  (K.)  ein- 
ander zugeordneten  Stellen  der  RiEMANNSchen  Fläche  (B.)  entsprechen,  entweder 

[  M.  =  u,, 

(M.) 


oder 

Im  letzteren  Falle  enthält  S{u)  nur  gerade  Potenzen  von  ti. 

Die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  verwandeln  sich  im  Falle  (M.)  : 


(E'.) 


K-L\IS{v)         \A  +  B\IS(u)r 

wenn  durch  die  Substitution  (L.) 

(4,)  -i(;(s,z)(i»  —  [C+DV'S(SJ]*'. 

(6.)  P(»,;.)  =  Z+t\/SM 

wird. 

Im  Falle  (M'.)  verwandeln  sich  (E.)  und  (F.)  in 

^      ''  K,  ±  L,  \lS{u)         \  A^B  \IS(u)  I ' 

wenn    wir   noch    mit    dem    unteren    Index    Eins    andeuten,    dass    u    durch 
ersetzt  ist. 


Hosted  by 


Google 


4öb  EINE  KLASSE  LINEARER  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITER  ORDNUKG. 

Ist  der  Rang  p  der  Gleichnng  (B.)  gleich  Null,  so  giebt  es  bekanntlich 
eine  rationale  Function 

)(  =  E(s,e) 

"V'on  5  und  s  von  der  Beschaifenheit,  dass 

wo  ([^^,  ^j  rationale  Functionen  von  u  bedeuten. 

197]  Die  beiden  Werthenpaare  u^,  u^,  welche  den  durch  die  Gleichungen  (K.) 
involutorisch  conjugirten  Werthenpaaren  (.¥j,  ^,),  {s^,  sj  entsprechen,  müssen 
alsdann  offenbar  gegenseitig  lineare  Functionen  von  einander  sein,  und  zwar 
so,  dass  die  Gleichung  zwischen  u^  und  u^ 

wo  A,  B,  C   bestimmte  Constanten,  in  Bezug   auf  u^  und  a^   symmetrisch  ist. 
Es  sei 

(1.)  ,.  =  i^t, 

VV  +  &' 

wo  l,ji,v,Q  Constanten,  die  der  Beschränkung  unterliegen 

(2.)  Ä^'+2BXv  +  Cv'  =  0. 

Sind  alsdann  v^,  v^  die  tc^,  u^  resp.  entsprechenden  Werthe  von  w,  so  geht  die 
Gleichung  (M.)  in  eine  von  der  folgenden  Form  über 

(3-)  v,^v,+  D=0, 

wo  1)  eine  Constante  bedeutet. 
Es  sei  endlich 

so  verwandelt  sich  Gleichung  (3.)  in 

(M,.)  h  =  -h, 

wenn  t^,  t^  die  v,,  v^  entsprechenden  AVerthe  von  t  bedeuten. 
Die  Gleichung  (L^.)  geht  in 
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Über,  während  die  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  sich  in 

<E..,  .(o..(_o  =  ^(ÄzO) 

und 


(F.-) 

Ui-t) 
11(0 

^{-. 

verwandelr 

i,  wenn  durch 

die 

Substitution 

(L,0 

(ä.) 

-|«(».^) 

dt 

=  a«, 

(6.) 

p{, 

h') 

=  n(0 

tvird,  und 

wenn 

wir 

(7.) 

= 

=;w 

setzen. 

6.  [198 

Es    seien  jetzt  umgekehrt    (^,,  ^J,  (a'^i^J    z^^ei    Steilen    der   EiEMAKKschen 
Fläche  (B.),  welche  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  (E.)  und  (F.)  befriedigen. 
Ist  alsdann 

(1.)  y  =  /■■(«.,  ^0 

ein  Integi'al  der  Gleichung 

(2.)  ||  +  e(v«.)^  +  irfe,..).  =  o, 

und  fassen  wir  dasselbe  als  Function  der  durch  die  Gleichungen  (E.)  und  (F.) 
mit  Ä,  verbundenen  Variablen  b^  auf,  indem  wir  setzen 

(3.)  |.=  X. 

(*•)  !/  =  X«, 

SO  ergiebt  sich 
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Gemäss  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  (8.)  in  No.  1  ist 

(6.)  ■6X^  +  G(s„,,)X^  =  Gis,,^,)X^ 

und 

('.)  ^  +  e(s„«..)||  +  jr{..,^.)x=  ifK,..)x-. 

Demnach  verwandelt  sich  Gleichung  (5.)  in 

(8.)  x-[-J^  +  efe,.,)|i  +  iffe,,,)„]  =  o. 

Wir  erhalten  also  die  Beziehung 

(9.)  «»'>^.)  t;  =  Äf(s„,,)  +  B,(,„.,), 

wo  A,  B  Constanten  bedeuten. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

(10.)  =I'('"^')S,"  =  ^'A^»'^0  +  -ß'^fe.^>)' 

wo  A\  B'  Conatanten  sind. 

199]    Difterentiirt   man    die  Gleichungen  (9.)  und  (10.)    nach    s^,   eliminirt  - 
multiplicirt    alsdann  mit  -A  und   wendet    abermals    die  Gleichungen  (9.)  und 
(10.)  an,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (E.) 


ds\ 


(11.) 

AB'-A'B  =  1. 

Setzen  wir  jetzt 

voraus , 

dass 

(t2.) 
so  folgt, 

dass 

f  ('••'•)         f(»..^.) 

f  {'..<)          ««.,.-J^ 

(13.) 

B  =  0,    A'  =  0, 

demnach 

(14.) 

A  =  B'  =  ±1, 

d.  h. 

Solche  Werthenpaare  {s,,^^,  (^ai'^J?  ^^r  welche  die  Gleichungen 
(D.),  (E.),  (F.)  gleichzeitig  erfüllt  werden,  befriedigen  auch  gleich- 
zeitig die  beiden  Gleichungen  (C). 
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Avis  den  vor li ergeh. enden  Entwitikelungen  ergiebt  sich  das  Resultat: 
Die  nothwendigen  Bedingungen  dafür,  dass  alle  Werthen- 
paare  {Sj,sJ,{s^,s^),  welch.e  der  Gleichung  (D.)  Genüge  leisten,  auch 
gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  (C.)  befriedigen,  und  die 
hinreichenden  dafür,  dase  sie  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen 
(C.)  befriedigen,  sind,  von  dem  Ausnahmefalle  Gleichung  (1.) 
No.  2  abgesehen,  die  folgenden: 

I.  Für  p>  0. 

Es  muss  die  die  Gleichung  (B.)  darstellende  EiEMANNSche 
P lache  sich  durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Sub- 
stitution (L.)  auf  eine  zweiblättrige  RiEMANNSchc  Fläche  (m,  \/S(n)) 
abbilden  lassen,  und  zwar  derart,  dass  die  Gleichung 

mit  in  m,  \j8(u)  rationalen  Coefficienten,  welche  durch  die  Sub- 
stitution (L.)  aus  (A.)  hervorgeht,  die  Eigenschaft  hat,  dass  m' 
eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  C  eines  Fundamental- 
systems von  Integralen  derselben  werde. 

Es  müssen  ferner  die  Gleichungen  (E'.)  und  (F'.),  resp.  (K'*'.) 
und  (F"*.)  identisch  erfüllt  werden,  je  nachdem  a  eine  einwertliige 
oder  eine  zweiwerthige  Function  von  C  ist. 

II.  Für  ;j  =  0.  [soo 
Die  Gleichung 

(^■■)  5^  +  e"wt  +  ^"(')»  =  ° 

mit  in  t  rationalen  Coefficienten,  welche  aus  (A,)  durch  die  Sub- 
stitution (L^.)  hervorgeht,  muss  die  Eigenschaft  haben,  dass  f 
eine  einwerthige  Function  des  Quotienten  C  eines  Fundamental- 
systems von  Integralen  derselben  sei,  und  die  Gleichungen  (E^.) 
und  (Fj.)  müssen  identisch  erfüllt  werden. 
Berlin,  Juli  1886. 
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ANMERKUNGEN. 


1)  Änderungen  gegen  das  Original. 

Es  wuide  ep-^etzt 

R  421,  Zeile  6  v   u.  Wir  bezeichnen  statt  Bezeichnen  wir, 

„   432,  Gl   (t)  e^f^(-'''^'^  .tatt  e^./^C^.^)«^, 
„   436,  Zeile  5  -  statt  s„ 

2)  Zu  S.  428,  Zeile  5,4  v  w.  Der  Sitzungstiericht  der  K.  preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  vom 
30.  Mi  1885  (XXXVm,  S.  759)  enthält  die  folgende  Angabe:  »Herr  Fuchs  las  über  eine  Klasse 
linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Die  Mittheilung  wird  in  einem  der  fol- 
genden Berichte  erscheinen«. 

Zu  den  Nummern  4—7  vergl.  die  Abhandlung  LI,  SCH. 
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L. 


ÜBER  DIE  ÜMKEHRUNG  VON  FUNCTIONEN  ZWEIER 
VERÄNDERLICHEN. 

(Sitzungsberichte  der  Königl.  preusaiscbeii  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1887, 
VIII,  S.  99—108;  vorgetragen  am  10.  Februar;  ausgegeben  am  17.  Februar  1887.) 


In  einer  in  den  Abhandlungen  der  Königliehen  Gesellschaft  der  Wissen-  [99 
Schäften  zn  GÖttingen*)  veröffentlichten  Arbeit  habe  ich  Differentialgleichungen 
der  Form 


(«.) 


■  =  du. 


betrachtet,  und,  unter  der  Voraussetzung,  dass  i/^,  w^  gegebene  Functionen  der 
Vai'iablen  s^,  und  y^,  w^  die  Werthe  derselben  Functionen  für  eine  Variable 
s^  sind,  die  Bedingungen  zu  ermitteln  gesucht,  unter  welchen  s,  +  ^^  und  s^s^ 
eindeutige  Functionen  von  «t^,  u^  werden. 

Im  Folgenden  beschäftige  ich  mich  mit  denselben  Gleichungen  («,)  unter 
einem  von  dem  früheren  verschiedenen  Gesichtspunkte.  Ich  setze  nämlich 
voraus,  dass  s^,  z^  gegebene  Functionen  von  «i^,  u^  sind,  und  behandele  zunächst 
die  Frage,  wie  dieselben  zu  wählen  sind,  damit  j/^,  w^  blosse  Functionen  der 
Variablen  s'^,   j/^,  w_^  aber  blosse  Functionen    von  g^   werden.     Es    ergiebt    sich 


*)  8.  Januar  1881'). 


1)  Abh.  XXXV,  a.  239  ff,  öiaaes  I 
cts.  niathom,  Worte.    H. 
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442  Cber  die  umkehrung  von  fujsctionen  zweier  veränderlichen. 

als  die  allgemeinste  Lösung  dieses  Problems,  dass  s^^  s^  willkürliche  Functionen 
sein  müssen,  die  erstere  einer  Variablen  t^^  die  andere  einer  Variablen  C,,  und 
dass  C,  Ci  den  Differentialgleichungen 

(''■' 

\        ÖM,  '  OMj 

ZU  genügen  haben. 

Hierauf  werden  die  Functionen  s^^  s^  von  m^,  ii^^  für  welche  y^,  m^  blosse 
Functionen  von  z^  und  y^^  w^  blosse  Functionen  von  s^  werden,  noch  der 
loo]  Bedingung  untei'worfen,  dasss'^  +  s^,  und  s^s^  innerhalb  bestimmter  Gebiete 
2j,  2j  der  Variablen  m^,  u^  eindeutige  Functionen  dieser  Variablen  seien.  Ich 
werde  hierdurch  auf  einem  neuen  Wege  zu  dem  Fundamentaltheorem  geführt, 
welches  ich  in  meiner  oben  citirten  Arbeit  in  den  Abhandlungen  der  König- 
lichen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  GÖttingen^)  jNo.  4  Gleichung  (C.) 
gegeben,  und  aus  welchem  ich  in  No.  8  und  No.  9  derselben  Arbeit  die 
Folgerung  gezogen  habe,  dass  s  sich  derart  als  zweiwerthige  Function  einer 
Variablen  C  darstellen  lasse,  dass  hierdurch  die  Gleichungen  (k)  in  die  Form 


übergehen,  wo  T(C)  eine  eindeutige  Function  der  Variablen  C  bedeutet. 

Ich  schliesse  an  diese  Untersuchung  eine  Bemerkung,  welche  zum  Zwecke 
hat,  das  Gebiet  der  Variablen  C,  innerhalb  dessen  die  Functionen  z  und  ^'"(C) 
dieser  Veränderlichen  bez.  zwei-  und  einwerthig  sein  müssen,  näher  zu  be- 
stimmen. 

1. 
Fs  mögen  zwischen  den  veränderlichen  Grössen  s^,s^,ti^,ti,^  die  Gleichungen 
/     ägj      (U,   7 

]     V'-      y^   ~  '^"" 

j      de        äs. 


(A.) 
bestehen, 


-  =  äu„ 


1)  Ath.  ssxv,  s.  aeff. 
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Aus  denselben  ergeben  sich,  die  identischen  Gleichungen 


(B.) 


16^^  1    __        1   ö^äT, 

X   dit   '         IV  /L  du   ' 


du,    du, 


wenn  wir 

(1.)  A  =  | 

setzen. 

Sind  s^i  s^  bestimmte  Functionen  von  ?i,,  «fj,  so  werden  durch  die  Glei- 
chungen (B.)  2/j,  2/j,  M»,,  Wj  ebenfalls  als  bestimmte  Functionen  von  m,,  m^  definirt. 
Demgemäss  sind  y^,  w^,  y^,  w^  auch  bestimmte  Functionen  der  Variablen  «,,  s^. 

Wir  wollen  nunmehr  ^,,  ^^  ^o  ^^s  Functionen  von  m,,  m^  bestimmen,  [loi 
dass  durch  die  Gleichungen  (B.)  j/,  und  w^  als  blosse  Functionen  der  Variablen 
^j,  dagegen  y^  und  w^  als  blosse  Functionen  der  Variablen  s^  definii't  werden. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  y^  und  w^  blosse 
Functionen  von  s^  werden,  ist  das  Bestehen  der  Gleichungen 


oder,  wenn  wii-  setzen 


all, 

du. 

■3», 

öm7 

(3.) 


(0.) 


' 

ÖM,  ÖMj    ÖM,              ÖmJ      ÖMj  ' 

r 

du]      ÖM,            Ö(Sj  ÖM,    du,  ' 

( 
ü 

6^3,     dz,         6=^,    d£, 
du,  ÖM,   ÖM,          ÖM^    du,  ' 

s 

dii\    du,         du,dii^   du^ 

(^+«t 

ÖMg           öWj    dWj           du.^   du. 

=  0, 

(«  +  S)|i 

ö«,        e»^  öii,     ^  ö«,  aa, 

=  0. 
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Das  Grössenpaar  P,  Q  einerseits  und  das  GrÖssenpaar  R,  S  andererseits 
haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich  mit  den  entgegengesetzten  Zeichen  gegen- 
seitig vertauschen,  wenn  0^  mit  £!^  vertauscht  ■wird.  Hieraus  ergiebtsich,  dass 
das  Bestehen  der  Gleichungen  (2.)  oder  (C.)  zu  gleicher  Zeit  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür  enthält,  dass  y^  und  w^  blosse  Functionen 
der  Variablen  s^  sind. 

Sind  demnach  die  Gleichungen  (C.)  erfüllt,  so  ist 


(D.) 


WO  fX^^)  und  9,(5^,)  blosse  Functionen  von  ^,,  fjß^)  und  <^X^J  blosse  Functio- 
nen von  s^  bedeuten. 

Und  wenn    umgekehrt    die  Gleichungen  (D.)   bestehen,    so  genügen  s^,  s^ 
den  Gleichungen  (C). 

,0.]  ä. 

Es   werde  jetzt  Torausgesetzt,   dass  ?,,  s^  den  Gleichungen  (C.)   genügen, 
und  es  werde 

/    2ifei  —  A  _  r 
/.(»,)        ».        •■' 

l   f.M     ">.     • 

gesetzt,  naclidem  y,,  y^, 't',,  io^   durch  die  Gleicliuugen  (B.)   bestimmt  worden. 
Die  Gleichungen  (E.)  definiren  zwei  Functionen  C,,  C,  bez.  von  ^,,^j,  welche 
als  Eunctionen  von  w,,  «f^,  den  Gleichungen  (B.)  zufolge,  die  Gleichungen 


(F.) 


H  C.- 


Aus den  Gleichungen  (E.)  ergiebt  sich 
wo  tjji)  'j^j  bestimmte  Functionen  bez.  von  C,,  C,  bedeuten. 
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Es  seien  umgekehrt  die  beiden  Functionen 

^.  =  UQ,    ^.  =  UQ 
bez.   der  Variablen  C,,  C^   voTgescliiieben    und    C^,  C,    als  Functionen  von  «,,  «^ 
den  Gleicbimgen  (F.)    gemäss   bestimmt,    so   werden  hierdurch  auch  s^,  z^  als 
Functionen  von  i(^,  u^  definirt.     Fär    diese  Functionen  ^^  s^  werden  y^  und  w^ 
blosse  Functionen  von  2^,  y^  und  w^  blosse  Functionen  von  z^. 

Sind  nämlich  ^^{s^^  ^S?%)  zwei  beliebige  Functionen  von  s^,  bez.  z^^  so 
sind  dieselben  auch  Functionen  von  C^,  bez.  C,,  und  es  ergiebt  sich  für 
'^Sß\)y  ^i('^s)  ^^  Functionen  von  w^,  w^  nach  den  Gleichungen  (F.) 


(H.) 

Ist  insbesondere 


so  ergeben  die  Gleichungen  (H.) 


(j.) 


[103 


Aus  den  Gleichungen  (F.)  ergiebt  sicli  ferner 


(!"■) 
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Bilden  wir  hiernacli  aus  (B'.)  -3-,  -^-~  und  substituii'en  die  Werthe  derselben, 
so  wie  die  Werthe  von  -g^,  -^  mit  Berücksichtigung  von  (J.)  in  die  Glei- 
chungen (2.)  No.  1,  80  werden  dieselben  identisch  befriedigt,  woraus  hervor- 
geht, dass  y^  eine  blosse  Function  von  s^  wird.     Da  aber 

...    _  li. 
C.  ' 

und  da  C,  eine  blosse  Function  von  s^^  so  folgt,  dass  auch  w^  eine  blosse 
Function  von  z^  darstellt.  Nach  Ko.  1  ergiebt  sich  alsdann,  dass  auch  y^ 
und  w^  blosse  Functionen  von  z^  werden.     Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind  4*1(^1)1  ^'uC^j)  willkürliche  Functionen  von  Cj  bez.  C^,  und 
C,,  Cj  Functionen  von  w,,  M^,  welche  den  Gleichungen  (F.)  Genüge 
leisten,  so  enthalten  die  Gleichungen 

die  sämmtlichen  Functionenpaare  ^,,^2  ^^^  Variablen  m^,  m^,  für 
welche  in  den  Gleichungen  (A.)  y^  und  w^  blosse  Functionen  der 
Variablen  -s^,  dagegen  y^  und  w,^  blosse  Functionen  der  Variablen 
z^  darstellen. 

Das  Functionenpaaa-  s/^,  y^  so  wie  das  Functionenpaar  w^,  w^  der  Variablen 
Wj,  w,)  wie  sie  durch  die  Gleichungen  (B'.)  bestimmt  werden,  genügen  den 
Gleichungen  (H.). 

104]  3. 

Es  sei 

j     :^  =  a  +  2), 

'    :,  =  «-!), 

so  ergiebt  sich  daraus,  dass  in  den  Gleichungen  (H.)  s^-,^^  an  die  Stelle  von 
Oj,  "tj  bez.  gesetzt  werden  kann, 

(   |i  +  il  +  cm  +  |^)  =  o, 

1    -^IL-^  +  c  f-^---^  =  0 


(K) 


(1-) 


Hosted  by 


Google 


ÜBER  DIE  UMKEHRUNG  "VON  TUNCTIONEN  ZWEIER  VERÄNDERLICHEN.  447 

Durch  Addition  und  Subtraction  folgt  aus  diesen  Gleichungen 


(2-) 


Demnach  ist 
(L.) 


au^  omj         .jm, 

J^  +  D.-'>±  =  ^. 

ÖW.  OK,  du, 


di 

Ö4 

di 

ö<, 

di.i. 

ö», 

^^ll 

ao, 

d4 

Öll, 

du.  ' 

d», 

du. 

Aus  den  Gleichungen  (F.)  ergiebt  sich  ferner 

I      da  da       t,  SD 

I        OM,  OMj  OK, 

[        Ö!(,  ÖtSj  ÖKj 

Aus  den  Gleichungen  (D.)  und  (ß'.)  ergiebt  sich 


(B»)  -si<-':---^  ■öi;«^.-':') 

!   ?.C^,)  =  ?./■■(»■).  ?.(«.)  =  i^-fife)- 

Bezeichnen  wir  mit  fl{s^)  r\nä  9j(^j)  bez.  die  Ableitungen  von  f^{Sf.)  und 
fiti^k)  n^eb  ^j,  so  folgt  durch  die  Differentiation  der  Gleichungen  (B"'.) 

[los 

(3-) 


j                &i,       L  öii, '"    "'J       an,  La»/"     "'-1 

)  , ,,  .  ^    1     a  r       :,       1^1     a  p c^ 

I  ''■'  '•'       te|_  a»,     ö»      _             d£^  a»,  la»^ 

\                 d»,        L"aa/^>    '"'J       Sil,  La», '''"■ 


7s^('.-':a  I 
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also,  wenn  wir 

(M-)  T;K)f,fe) -?,(«.)/•.■(«.)  =  -F.k) 

setzen, 

Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  wir 

CM'.)  'f'.Mf,M-f:M-f,M  =  F,(2.) 


ac,  ac, 

(6.)  y,(^,)-^4^  =  A^^- 

Aus  (4.)  und  (5.)  folgt  alsdann 


Es  seien  S^,  S^  zwei  wohlbestimnite  Gebiete  der  Veränderlichen  u^,  ti^  bez., 
innerhalb  deren  eine  Lösung  s^,  z^  der  Gleichungen  (C.)  existire  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  innerhalb  derselben  Gebiete  tj;  vmd  A°  eindeutige  l'unc- 
tionen  von  m^,  u^  darstellen.  Aus  den  Gleichungen  (L.)  ergiebt  sich,  dass 
alsdann  innerhalb  derselben  Gebiete  die  beiden  Functionen  C^,  C^  der  Vaiiablen 
*fj,  Wj  existiren,  und  dass  a  vxA  Tf  ebenfalls  einwerthige  Functionen  dieser 
Variablen  darstellen. 

Den  Gebieten  2^,  2^  der  Variablen  m^,  u^  mögen  die  Gebiete  S^-,  S^  der 
Variablen  C,,  C^  bez.  und  die  Gebiete  T^,  T^  der  Variablen  s^,  e:^  bez.  ent- 
sprechen. 

Es  sei 

(1.)  A  =  \/ß,    B  =  \ß, 

so  folgt  aus  der  ersteren  der  Gleichungen  (T-,) 

[  \IS=i\/liT 

(2-)  oder 
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[(o6 


Die  Function  T  von   u^,  ti^   ist   innerhalb    der  Gebiete  S^,  2^ 
änderlichen  eindeutig.     Den  Gleicliungen  (B'.)  zu  Folge  ist 


(4-) 


Daher  ist,  wenn  man   für  s^,  0^  ihre  Wcrthe  aus  (K.)  substituirt 

'"■  =  -^i  *  ■ 

also  nach  Gleichung  (2.) 

(5.)  y,y,  -  -i^,T\ 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  Gleichung  (N.)  ein,  so  erhalten  wir 

(0.)  F,Mf,(^j  +  KMfM'  =  ^  e^[sn  =  -i^-/^(«n. 

Die  Werthsystenie  it^,  u^,  für  welche  die  Gleichung 

(P.)  C,  =  C, 

erfüllt  wird,  werden  durch  die  Gleichung 

(6.)  D  =  0 

geliefert,  also  nach  Gleichung  (2.)  entweder  durch 

(7.)  R  =  0 

oder  durch 

(7a.)  T  =  0. 

In  dem  Falle,  für  welchen  Gleichung  (7.)  stattfindet,  ergiebt  sich  aus  (K.) 

(8.) 
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und  aus  den  Gleichungen  (4.) 

(8a.)  y^  =  y,,     iv,  =  jo, 

wenigstens  für  endKche  Werthe  von  s^,  s^. 

In  dem  Falle,  dass  B.  vonNuU  verschieden,  dass  aber  die  Gleichung 
(7a.)  erfüllt  ist,  ergiebt  sich  zunächst,  dass  für  die  diirch  diese  Glei- 
chung verbundenen  Werthsysteme  von  w^,  M^  entweder  s^,s^  ver- 
einzelte Werthe  erhalten  oder  die  Functionen  -p-s-^  unendlich 
107]  werden,  ohne  dass  s^^z,^  einen  unendlich  grossen  Constanten 
Werth  annehmen,  und  zwar  sind  alsdann  ~-T,-^~-T  von  Null  ver- 
schieden. 

Wenn  nämlich  -j^-,-^  für  die  genannten  Werthsysteme  von  ?(,,?(,  end- 
lich wären,  so  würde  nach  Gleichung  (4.)  auch  y^  =r  0,  j^^  ==  0;  es  würden 
also,  wenn  nicht  für  dieselben  Werthsysteme  von  m^,  u^  die  Grössen  s^,  s^  ver- 
einzelt sind,  die  Function  y,  von  s^  und  die  Function  y^  von  s^  innerhalb 
gewisser  Theile  der  Gebiete  T^,  T^  bez.  der  Variablen  z^,  s^  den  constanten 
Werth  Null  annehmen. 

So  lange  demnach  m,,  h^  sich  unabhängig  von  einander  ändern,  wird  die 
Gleichung  (P.)  nur  befriedigt,  entweder  für  solche  vereinzelte  Werthsysteme 
^fj,  z^^  für  welche 

/.fe)   =  ",     /.(^■)   =  »,      ?(^.)   =  CO,      ?(«.)   =  ~, 
oder    für    solche  Werthsysteme,    welche    die    Gleichungen    (8.)    und    (Sa.)    zur 
Folge  haben. 

Wenn  aber  die  Änderungen  der  Variablen  11^ ,  u^  durch  die  Gleichung 
(7a.)  von  einander  abhängig  werden,  ohne  für  2^1  z^  vereinzelte  Werthsysteme 
zu  liefern,  so  müssen  die  diese  Gleichung  befriedigenden  Werthsysteme  m^,  «(^ 
sich  so  ändern,  dass  die  Functionen  -4^.-^^-  unendlich,  V  )  Vo  aber  von  Null 
verschieden  werden. 

Dann  verschwindet  aber  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (N.) 
für  dieselben  Werthsysteme,  und  wir  erhalten  den  folgenden  Satz: 

Es  seien  innerhalb  bestimmter  Gebiete  S^,  2^  der  Variablen 
Wj,  u^  durch  die  Gleichungen  (C.)  ^,  +  s^j  und  s^m^  als  eindeutige 
Functionen  derselben  definirt,  und  es  mögen  mit  T^,  T^  die  den 
Gebieten  2^,  2^    entsprechenden  Gebiete  von  s^,  z^   bez.    bezeichnet 
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werden.  Sind  s^,  s^  so  beschaffen,  dass  die  von  ihnen  abhängigen 
Functionen  y^,  y^  nicht  in  gewissen  Theilen  der  Gebiete  T^,  T^ 
verschwinden  können,  so  wird  durch  alle  Werthsysteme  ^.,  ^,,  für 
welche  die  Gleichung  (P.)  oder  die  mit  ihr  gleichbedeutende 

^  ^  I  ¥,(^J  ?.(^.)  I 

befriedigt  wird,  —  ausgenommen  die  Werthe,  für  welche 


oder  die  vereinzelten  Werthsysteme  von  ^,,  ^j,  für  welche  y,-,  ii\,y^^iv^  ver- 
schwinden, —  gleichzeitig  die  Gleichung 

erfüllt.  Diese  AVerthsysteme  werden  von  den  Functionen  s^,  s^ 
derVariablen  u^,  u^  nicht  erreicht,  so  lange  ?(,,  Wj  sich  unabhängig 
von  einander  ändern. 

5.  [loS 

Der   eben   ausgesprochene  Satz    ist    in  Übereinstimmung   mit    den   beiden 

Theoremen,    welche    ich  in  der  No.  4  Theorem  I.  und  n.    der    oben    citirten 

Arbeit  in  den  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

zu  Göttingen^)  gegeben  habe. 

Aus    diesem  Satze   habe    ich   daselbst   (No.  8  und  No.  9)    gefolgert,    dass 

aus  der  Gleichung 

(E.)  ■  f}  =  C 

s  sich  als  zweiwerthige  Function  von  C  ergiebt,  sowie  dass 

(/w4f)"=  »'(0   ™a    (tW-;|)'=  c-'i'XO 

einwerthige  l:\rnctionen  derselben  Variablen  sind. 

Es   ist  nicht   überflüssig,    hieran    eine   Bemerkung    zu   knüpfen,    um    den 
Sinn  dieser  Folgerungen  näher  zu  präcisiren. 
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Wenn  f{s)i  '^{s)  gegebene  Functionen  von  s  und  ^^,  s^  unbeschränkt  ver- 
änderliche Grössen  sind,  so  erfüllen  die  Variablen  u^,  u^,  welche  mit  diesen 
Veränderlichen  durch  die  Gleichungen 

1    /■(^Jt?^,+  fMäs,  =  du, 

verbunden  sind,  gewisse  wohldefinirte  Gebiete  S^,  ^^.  Diesen  Gebieten  ent- 
sprechen Werthgebiete  der  Variablen  C,,  C^,  die  wir  oben  mit  5'^,  S^  bezeichnet 
haben. 

Sei  S  das  Gebiet  einer  Variablen  d  welches  sich  aus  den  Wer tbb  ereichen 
8^,  8^  zusammensetzt,  so  ist  der  Sinn  der  erwähnten  Folgerang  der,  dass, 
wenn  ^,  +  s^  Tiii<i  ^,^s  innerhalb  der  Gebiete  2^,  S^  der  Variablen  m^,  «(^  ein- 
deutige Functionen  derselben  sein  sollen,  innerhalb  des  Gebietes  8  der 
Variablen  C  die  Grösse  s  eine  zweiwerthige  und  ¥(C)  eine  einwerthige  Function 
dieser  Variablen  sein  muss. 

Ausserhalb  des  Gebietes  S  existiren  diese  Functionen  von  C  ent- 
weder gar  nicht,  oder  wenn  sie  existiren,  so  ist  es  nicht  erforderlich,  dasa  sie 
daselbst  nur  zwei  bez.  einen  Werth  für  jeden  Werth  der  Variablen  C  annehmen. 

Das  Gleiche  bleibt  selbstverständlich  bestehen,  wenn  auch  die  Bereiche 
der  Veränderlichkeit  für  s,,  s,  beschränkte  sind. 


ANMERKUNG. 


Änderungen  gegen  das  Original. 
Es  wurde  eingefügt: 

8.  445,  Zeile    9  :»<3en», 

„    452,      „      11  »der  Gebiatea. 
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ÜBER  EINEN  SATZ  AUS  DER  THEORIE  DER  ALGEBKAISCHEN 

FUNCTIONEN,  UND  ÜBER  EINE  ANWENDUNG  DESSELBEN  AUF 

DIE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ZWEITEE  ORDNUNG. 


!  der  König!  preussischen  Akademie  der  "Wisseiiscliafteii  zu  Eerlin, 
1887,  SI,  S.  169—166;  vorgetragen  am  24.  Eebrnar;  ausgegeben  am  3.  März  1887.) 


In  den  Sitzungsberichten*)  habe  ich  den  Satz  bewiesen,  dass  eine  [159 
algebraische  RiEMANNSche  Fläche,  welche  eine  algebraische  Involution  zulässt, 
durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Substitution  in  eine  zweiblättrige 
RiEMANNSche  Fläche  verwandelt  werden  könne.  Es  ist  nicht  überflüssig  hervor- 
zuheben, dass  ich  daselbst  stillschweigend  von  der  Voraussetzung  ausgegangen 
bin,  dass  zwischen  den  Perioden  m  und  a^^  der  von  Riemann  in  seiner  Theorie 
der  AsELSchen  Functionen**)  eingeführten  Normalintegrale  erster  Gattung 
keine  Relation  mit  ganzzahligen  Coefficienten  stattfindet.  Im 
Folgenden  soll  diese  Voraussetzung  naher  erörtert  werden,  indem  ich  zeige, 
dass  das  Vorhandensein  einer  Involution  (s,^),(a,C)  in  einer  RiEMANNscheu 
Fläche  {s,s)  im  Allgemeinen  zur  Folge  hat,  dass  diese  Fläche  durch  eine 
eindeutig  umkehrbai'e  rationale  Substitution  —  wenn  nicht  in  eine  zwei- 
blättrige —  in  eine  solche  RiEJiANNSche  Fläche  (t,  u)   transformirbar  ist,   für 


■■')  23,  Juli  1886,  S.  797  '). 
**)  BoECHARDTa  Journal,  B 
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welclie  die  Stellen  (t,  u)  und  {—t,  —n)  der  Involution  {.¥,  s),  (a,  C)  der  ursprüng- 
liclien  Fläche  entsprechen. 

Von  den  E-esultaten  der  oben  erwähnten  Notiz*)  habe  ich**)  eine  An- 
wendung auf  die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gemacht, 
indem  ich  die  Bedingungen  dafür  entwickelte,  dass  die  Werthenpaare 
(■'i' '^i);  (■*2' ^a)'  welche  der  Gleichung 

/'(s„«.)T(»„^,)-«s„»,)?(«,>^,)  =  0 
genügen,  zu  gleicher  Zeit  die  Difterentialgleichungen 
160]  f(s„0,)äs^±  f(s^,g,)d0;  =  0, 

f(s,,Sj)ds^±f(s^,z,)äs^  =  0 

befriedigen,  wenn  unter  f(s,  3^),  9(5, 2)  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  verstanden 
wird,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  des  Ortes  {s,  s)  einer  alge- 
braischen EiEMANNsehen  Fläche  sind. 

Das  Wesentliche  des  daselbst***)  gefundenen  Ilesuitats  besteht  in  Fol- 
gendem. ■ 

Erstlich  die  RiEMANNsche  Fläche  (s,  s),  in  welcher  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  rational  bestimmt  sind,  lässt  sich  durch  eine  rationale 
eindeutig  umkehrbare  Substitution  in  eine  andere  (t,u)  von  der  Beschaffenheit 
transformiren,  dass  i",  u'  eindeutige  Functionen  des  Quotienten  C  eines  Funda- 
mentalsystems von  Integi'alen  werden. 

Zweitens  sind  zwei  wohl  definirte  algebraische  Gleichungen  (E'.),  (F',) 
oder  (E'^'.),  (F'".)  daselbst  identisch  zu  befriedigen. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit  zu  zeigen,  dass  dieses  Resultat  vollständig 
erhalten  bleibt,  wenn  auch  die  Voraussetzung,  dass  zwischen  den  Perioden 
Tzi  und  o^j  nicht  Relationen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  stattfinden,  fallen 
gelassen  wird. 


»)  SitzuBgsljerithte,  1886,  S.  797 '). 
*«)  Ekoneckbbs  .Tournal,  Bd.  100,  S,  189^), 
**)  8.  199-200  und  S.  196  Gleichungen  (M.)  und  (M'.)3), 


1)  Abh.  XLVIII,  a.  417 
s)  Ath.  XLIX.  S.  437  ff. 
s)  5.  43B  iinä  S.  435  üi, 
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Unter  der  Voraussetzung,  dfiss  die  durch  die  algebraische  Gleichung 
(A.)  F{s,.)^  0 

definirte  RiEMANNsche  Fläche  eine  Involution  zulässt,  ist  in  meiner  oben 
erwähnten  Notiz  *)  gezeigt ,  dass  ein  System  linear  unabhängiger  Integrale 
erster  Gattung  bestimmt  werden  kann,  deren  DifFerentialquotienten 

<?.(»,.),  e,(»,»),  ...,  G,(s,«) 

die  Gleichung 

(K.)  G,(s,.^)cU=:  +G,X^/QdC  (ft=i,2,,..,j)) 

befriedigen,  wenn  (5,^),  (o,C)  die  eine  Involution  bildenden  Stellen  bezeichnen. 
Es  seien 

die  Normalintegrale  erster  Gattung,  wie  sie  von  Kiemann**)  eingeführt 
worden,  und 

a,{s,s),  G,is,s),  ...,  G}Xs,e) 

diejenigen  Functionen  (?j(a',  ^),  für  welche  in  den  Gleichungen  (K.)  das  obere 
Vorzeichen, 

diejenigen,  für  welche  das  untere  Vorzeichen  gilt,  so  ist,  wenn  wir  mit  A^ 
Constanten  bezeichnen  und 

F,(»,^)  =/[Ae,(»,^)  +  4.e,(»,')  +  -  +  A.ei(»,«)]<'^,  [■«■ 

TFi(s,»)=/[-4„.„ 0,^,(8,  ^)  +  A,,„e,„(.,«)  +  --  +  J„G„(s, «))'!« 

setzen, 

(   m.(s,ä)   =  7,(s,^)  +  iy;(s,^)  +  const,, 
(1.)  \      i\  >    '  i».  '    '  i^  >    '  (1^1,2,..., p) 

^   '  tk{o,q  =  Fi(s,^)-If;(s,^)  +  const. 


*)  SitzungsbericLte,  22.  Juli  1886,  S.  797^). 
'•'^)  Theorie  der  AsELschen  Functionen,  No.  18  in  BoROiiAEDrs  Journal,  Bd.  M'). 


Hosted  by 


Google 


45(i  ÜBER  ALGKBIIAISCME  FUNCTIONEN. 

Bilden    wir   längs    der  Begrenzung   der    einfach,  zusammenhangenden  Eie- 
MANNsclien  Fläche  {s,s)  das  Integral 

/,,(»,  s)*,,(,,C), 

SO  erhalten  wir  die  Gleichung 

(2.)  B{T4y  +  %B^a,,,,Tä--^,aSÄ^i  +  XkAaJ  =  0, 

wenn  wir  den  Zuwachs,   welchen  M^(a,  Ji)  als  Function  von  (s,^)  beim  Über- 
schreiten der  Querschnitte  a^.  und  h^  erleidet,  mit 


bezeichnen,  wo  A,  B,  Ä^,  B^  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Sollen  nun  zwischen  -Ki  und  a^^  nicht  Relationen  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  erfüllt  werden,  so  müssen  die  Gleichungen 
bestehen: 


(3.) 


Ä,,  =  0,  B    =  G, 

"1=0   für    r^m,     B,^  =  ü    für    Ji^I,     "I  =  B,. 


woraus    sich   ergiebt,    dass  A   einen    von    m   unabhängigen  Werth   erhält,    den 
wir  mit  «  bezeichnen  wollen. 

Demnach  wird  i(j(o,  C)  als  Function  von  (s,  ^)  beim  Überschreiten  des 
Querschnittes  «,,,  dessen  Index  von  l  verschieden,  sich  nicht  ändern,  und  beim 
Überschreiten  des  Querschnittes  a^  den  Zuwachs  aizi  erfahren.  Es  ist  daher 
nach  einem  bekannten  Satze 

«,(o,C)-««,(s,.) 

eine  Constantc.     Du   aber    die    Functionen  Gj,{s,  s)    linearunabhängig    sind,    so 
folgt  aus  Gleichung  (I.),  dass  entweder 

(4,)  R  =.  1,        Wt  =  0 

oder 

(4a.)  a  =  -l,      F;  =  0 
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füi'  jeden  Wertlx  des  Index  /,  d.  h.  dass  für  sämmtliche  Gleicliaiigen  [162 
(K.)  gleichzeitig  entweder  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt. 

2. 

Nachdem  nunmehr  gezeigt  ist,  dass  in  den  Gleichungen  (K.)  überall  das 
nämliche  Vorzeichen  gilt,  lässt  sich  der  Beweis  des  in  No.  3*)  der  oben- 
erwähnten Notiz  ausgesprochenen  Satzes,  dass  man  eine  rationale  Function 
von  s,  s  bestimmen  könne,  welche  nur  in  zwei  Punkten  der  EiEMANNSchen 
Fläche  unendlich  erster  Ordnung  wird,  wesentlich  vereinfachen.  In  der  That 
ergiebt  sich,  dass  alle  adjungirten  Curven  {n—Zf"^  Ordnung,  welche  die  Curve 
w'"  Ordnung  F{s^£)  =  0  in  einem  Punkte  (ä,  8)  schneiden,  auch  durch  den 
Punkt  (3,0  derselben  Curve  hindurchgehen.  Dann  aber  folgt  aus  einem  Theo- 
reme  des  Herrn  Nöther**),    dass  F{s,z)  =  0  eine  hyperelliptische  Cmwe  ist. 

Derselbe  Satz  ist  in  Übereinstimmung  mit  einem  von  HeiTn  Hurwitz***) 
gegebenen  Theorem.  Es  ist  nämlich  unsere  Involution,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  in  den  Gleichungen  (K.)  überall  dasselbe  Vorzeichen  gilt,  in 
der  Bezeichnungsweise  des  Hen-n  Hurwitz  eine  Werthigkeitscorrespondenz, 
deren  Werthigkeit  gleich  der  positiven  oder  der  negativen  Einheit  ist. 


Ich  habe  schon  oben  hervorgehoben,  dass  ich  in  meiner  oben  erwähnten 
Notiz  den  daselbstt)  enthaltenen  Satz  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
zwischen  den  Periodicitätsmoduln  ivi  und  a^,  keine  Relationen  mit  ganz- 
zabligen  Coefficienten  bestehen,  aufgestellt  habe. 

In  dem  Falle  jedoch,  dass  solche  Relationen  zugelassen  werden, 
können  in  den  Gleichungen  (K.)  verschiedene  Vorzeichen  auftreten.  Es  möge 
unter  dieser  Voraussetzung  und  unter  Anwendung  der  Bezeichnungsweise  von 
No.  1 


*)  S.  803 '). 

-•'■*)  Matliem   Amialeii,  Bd,  7,  S.  286. 

***)  Im  ä  l'l  einer  111  dea  Berichten  der  Königlich  Sächsisclien  Gesellschaft  der  Wissenscliaften, 
11.  Jannar  1886,   enthaltenen  Arbeit,   auf  welche  vor  Kurzem  der  Herr  Verfasser  mich  aufmerksam  zu 
machen  die  Gute  gehaht 
t)  3.  803 ') 


1)  S.  424  ä 
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gesetzt  werden,  wo  c^,  Cj,  e^,  e^  willkürliclie  Conatanten  bedeuten. 

Alsdann  findet  zwischen  t  nnd  ti  eine  algebraische  Gleichung  statt 
(2.)  ([y{t,u)  =  0, 

welche  eine  Curve  {2p  — 2f^'  Ordnung  reprasentirt. 

Ba  t  und  u  gleichzeitig  für  die  Stelle  (o,C)  der  RiEMANNschen  Fläche 
den  entgegengesetzten  you  demjenigen  Werthe  besitzt,  welcher  in  (s,z)  erhalten 
wird,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  (2.)  nngeändert  bleibt,  wenn 
gleichzeitig  —t  für  t  und  — m  für  u  gesetzt  wird. 

Ist  die  Fläche  F{s,s)=  0  nicht  so  beschaffen,  dass  eine  rationale  Func- 
tion von  s,  8  existirt,  die  nur  in  zwei  Punkten  der  Fläche  unendlich  erster 
Ordnung  wird,  so  sind  auch  umgekehrt  s  und  3  rationale  Functionen 
von  t  und  «(*). 

4. 

Es  seien  die  Functionen  f(SfS),  '-?{s,s)  des  Ortes  der  EiEMANNschen  Fläche 
(1.)  F(^,^)  =  0 

ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 

WO  G{s,s),  H{s,g)  rationale  Functionen  von  s,  s  bedeuten. 

Es  wird  verlangt,  dass  die  Steilen  (*,j  ^Ji  (s^,  ^J,  für  welche 

(3.)  «s„^J?(»„8,)-f(s„»,)?K,«,)  =  0, 

ZU  gleicher  2eit  die  beiden  Gleichungen 

(4.)  (w,   i;     ,      i\,,   ^j     .  > 

befriedigen. 


")  Vergl,  SöTHEE,  Math.  Aiinalen,  Bd.  17,  8.  265. 
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Im  Bande  100  des  Journals  für  Matliematik*)  Iiabe  ich  gezeigt,  dass  [164 
die  GrÖssenpaare  {s^,sj,  (Sji^J)  welche  die  Gleichung  (3.)  befriedigen,  alsdann 
eine  Involution  der  EiEMANNSchen  Fläche  (I.)  bilden  und  ausserdem  einer 
gewissen  daselbst  mit  (H.)  bezeichneten  wohl  bestimmten  algebraischen  Glei- 
chung genügen  müssen**). 

Für  den  Fall,  dass  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  7^^'  und  a^,  welche' 
zu  der  RiEMANNschen  Fläche  (l.)  gehören,  nicht  Kelationen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  stattfinden,  sind  daselbst  die  Folgerungen  hieraus  gezogen  worden. 

Dasselbe  soll  hier  noch  für  den  Fall  geschehen,  dass  derartige  Relationen 
zugelassen  werden. 

Es  werde  unter  der  in  den  vorhergehenden  Nummern  vorausgesetzten 
Involution  diejenige  verstanden,  welche  die  Lösungen  der  Gleichung  (3.) 
bilden,  so  giebt  es  nach  voriger  Nummer  die  eindeutig  umkehrbare  rationale 
Substitution 

^  ^  \   s=   S{i,  u) 

von  der  Beschaffenheit,  dass  wenn 

(6.)  0,  =^  E{t,ii),    s,  =  S{i,u), 

alsdann 

(6a.)  4;,  =  E{-t,  -ti),    s,  -=  S{-t,  -u). 

Wenden  wir  die  Substitution  (5.)  auf  die  Gleichung  (2.)  an,  so  er- 
halten wir 


wo    (?,,  -ff,    rationale    Functionen    der  Variablen    t,  11  bedeuten,    weiche    eine 
Stelle  in  der  RiEMANNSchen  Fläche 

(ia.)  ^{t,u)  =  0 

bezeichnen. 


"■■■)  S.  189'). 
**)  Ebenda  S.  195=), 
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Setzen  wir 


('■) 


äu  • 


7<f(s,^)  =  9,(^«), 


so  bilden  f[{i,u),  <f^{t^u)  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Gleichung 

.«]W  ^  +  ö.p,„)*+ff,(,,,.)»-o, 

welche  aus  (2a.)  durch  die  Substitution 

'"■'  ■"  =  "s 

hervorgeht,   wobei  ~  die  sich  aus    den  Gleichungen  (5.)   ergebende  rationale 
Function  von  t,  u  bedeutet. 

Die  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  nehmen  die  Gestalt  an 

(3a.)  /■i('^i-«i)?i(''=-M2)-/l(^2,209i(^i.«,)  =  *>, 

(    fJt,,u,)dii,±  f,(L,u,)chK  =  0, 
(4a.)  ''   "    '^      '       ''^"    ''     " 

{    '-fiiii!  u^)du^±<f^(t^,u^)du^  =  0. 

Es  soll  der  Voraussetzung  gemäss  für  die  Lösungen  von  (3a,)  sein 

(9.)  l.^  :^  -t„     u,  =  -ti,, 

und  es  sollen  dadurch  gleichzeitig  die  Gleichungen  (4a.)  erfüllt  werden. 

Die  erste  Forderung  enthält  den  Satz : 

I.  Wenn  die  Lösungen  der  Gleichungen  (3.)  zu  gleicher  Zeit 
die  Gleichungen  (4.)  befriedigen  sollen,  so  muss  es  eine  ratio- 
nale eindeutig  umkehrbare  Substitution  (5.)  geben  von  der  Be- 
schaffenheit, dase  f',  «'  eindeutige  Functionen  des  Quotienten  C 
eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  der  Gleichung  (2b,) 
oder  (2,)  werden. 

Wir  setzen  nunmehr  voraus,  dass  die  erste  Forderung  erfüllt  sei,  alsdann 
ergiebt  sich  aus  meiner  oben  erwähnten  Arbeit*),  wenn  wir  setzen 


■■')  Bd.  100  des  Math,  Journals,  S.  192 '). 
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16,(1, 
(10.)  {       "    '  *' 

(    A(f,.)  =  «-^"»-*"'''», 
als  eine  Consequenz  der  zweiten  Forderung ,  dass  die  Werthenpaare  (f^,  Mj),(f^,  wj, 
welche  der  Gleichung  (3a.)  genügen,  auch  die  Gleichungen 

(11.)  )    V     u.    .;     .     V     u,    .;     . 


1    ^i'lß,,  ii,)du,-~\JP(t„u,)dii,  =  0 
befriedigen. 

Aus  meiner  Arbeit*)  folgt,  dass  das  Statthaben  der  Gleichungen  (II.) 
auch  die  genügende  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  Werthenpaare ,  welche  [i66 
die  Gleichung  (3.)  befriedigen,  auch  die  Gleichungen  (4.)  erfüllen. 

Aus  (9.)  und  (li.)  ergeben  sich  aber  die  Gleichungen 


j   ^A(-t„~u,)  +  ^Ait„uJ^  0 
(IIa.)  {        ._       , 

Wir  erhalten  also  folgendes  Resultat: 

II.  Wenn  es  eine  Substitution  von  der  in  Satz  I.  angegebenen 
Beschaffenheit  giebt,  und  wenn  zu  gleicher  Zeit  die  Gleichungen 
(Ha.)  erfüllt  sind,  so  werden  die  Werthenpaare  (s,,  ^J,  {s^,s^),  welche 
die  Gleichung  (3.)  erfüllen,  auch  stets  die  Gleichungen  (4.)  be- 
friedigen. 

Die  Sätze  I.  und  II.  bestätigen,  dass  in  dem  allgemeinen  Falle 
dasselbe  Resultat  gilt,  welches  ich  in  der  oben  erwähnten  Arbeit**)  für 
den  Fall  gegeben  habe,  dass  die  RiEMANNsche  Flache  in  eine  zweiblättrigc 
transformirbar  ist.  Es  ist  nämlich  daselbst  der  Umstand,  dass  die  trans- 
formirte  Fläche  eine  zweiblättrige  ist,  unwesentlich.  Das  Wesentliche 
aber  besteht  darin,  dass,  wenn  daselbst  \/S(u)  =  t  gesetzt  wird,  nach  den 
Gleichungen  (M.)  und  (M'.)***)  i' und  ^('  eindeutige  Functionen  von  C  werden, 


*)  Bd,  100  des  Matli.  Journals,  S.  193-199^). 
**)  Ebenda  S.  199-200^). 
*•''''')  Ebenda  S.  196  ^). 


1)  ä.  437.  438  diesSB  Eimdes.    3i 
B)  9.  430  dieses  Bancles.    Seil. 
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und    dass    die    Gleichungen   (E'.),  {F'.)    oder   (E®.),  (F™.)*)    befriedigt    werden, 
welche  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (Ha.)  übereinstimmen. 


*)  Bd.  100  des  Math.  Journals,  S.  I9G '). 


ANMERKUNG. 


Eg  gegeil  das  Original. 

S.  461,  Zeile  2  v.  u,  wurde  t  eingefügt. 
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BEMERKUNGEN  ZU  EINER  NOTE  BES  HERRN  HUR  WITZ,  ENT- 
HALTEN IN  No.  6  JAHRG.  1887,  S.  104  sqq.  DER  NACHRICHTEN, 

(Nach]'ichten  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingeii, 
Ko.  11,  1887,  S.  345-347,  Sitznng  am  21.  Mai.) 


Herr  E.  Kleik  hat  der  Königl.  Gesellschaft  der  "Wissenschaften  eine  [345 
Arbeit  des  Hen-n  Hurwitz  über  algebraische  Gebilde,  welche  eindeutige  Trans- 
formationen in  sich  zulassen,  überreicht,  welche  in  No.  6  der  Nachrichten 
(20.  April  1887,  p.  85  sqq.)  abgedruckt  worden  ist.  Dieser  Arbeit  ist  ein 
Nachtrag  angefügt,  mit  welchem  ein  Angriff  auf  mich  beabsichtigt  ist.  Indem 
Herr  Hurwitz  einen  an  mich  adressirten  Brief  zum  Abdruck  bringt,  fordert 
er  das  Urtheil  des  Lesers  heraus,  ob  ich  Herrn  Hurwitzs  Verdienste  durch 
mein  Citat  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie,  24.  Febniar  1  887, 
p.  162^)  genügend  gewürdigt  habe. 

"Wäre  Herr  Hurwitz  hierbei  stehen  geblieben,  so  hätte  ich  um  so  weniger 
Veranlassung,  von  meiner  Gewohnheit,  derartige  Angriffe  mit  StiUschweigeu 
zu  übergehen,  abzuweichen,  als  ich  ganz  und  gar  mit  Herrn  Hurwitz  ein- 
verstanden bin,  das  Urtheil  über  diese  Frage  dem  Forum  der  vonirtheilslosen 
Sachverständigen  zu  überlassen. 

Aber  Herr  Hukwitz  hat  ein  Weiteres  gethan,  das  nicht  mit  Stillschweigen 
übergangen  werden  darf.  Er  hat  einige  Worte  aus  einem  auf  den  genannten 
Brief  von    meiner  Seite    erfolgten   Antwortschreiben    heraiisgegriffen    und    die- 


1)  a.  157  dieses  ümiea. 


Hosted  by 


Google 


464  BEMERKUNGEN  ZU  EINER  NOTE  DES  HERRN  HURIVITZ. 

selben  an  der  oben  genannten  Stelle  abdrucken  lassen.  Wenn  es  nun  die 
gute  Sitte  verbietet,  den  Brief  eines  Anderen  ohne  Erlaubniss  des  Brief- 
scbreibers  zu  veröffentlichen,  so  gestattet  es  die  gute  Sitte  noch,  weniger, 
346]  einige  Worte  eines  solchen  Briefes  — ■  wie  man  sie  gerade  brauchen  zu 
können  glaubt  —  ohne  Erlaubniss  der  Öffentlichkeit  zu  übergeben. 

Ich  bin  daher  genöthigt,  mein  erwähntes  an  Herrn  TIurwitz  gerichtetes 
Antwortschreiben  hier  vollständig  zum  Abdruck  zu  bringen.  Dasselbe  lautet 
wie  folgt: 

Berlin,  26.  Januar  1887. 

»Ihr  geschätztes  Schreiben  fand  ich  am  Anfange  dieses  Monats  vor,  als 
ich  von  einer  in  Familienangelegenheiten  unternommenen  Heise  zurückkehrte. 
Eine  grosse  Last  von  Geschäften  und  andere  Umstände  trauriger  Natur  haben 
mich  indessen  bis  jetzt  verhindert  mich  mit  dem  Gegenstande  zu  befassen. 
Entschuldigen  Sie  daher,  dass  ich  mich  heute  damit  begnüge,  Ihnen  meinen 
Dank  für  Ihre  freundliche  Mittheilung  auszusprechen.  Demselben  füge  ich 
aber  noch  eine  Bitte  hinzu.  Ich  kenne  bis  jetzt  die  von  Ihnen  in  Ihrem 
Briefe  angeführten  Untersuchungen  aus  den  Sitzungsberichten  der  Königl. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  nicht,  habe  auch  einen  Abzug  der- 
selben von  Ihnen  nicht  erhalten.  Meine  Bitte  geht  nun  dahin,  Sie  möchten, 
falls  Sie  noch  Abzüge  besitzen,  mir  einen  derselben  gütigst  zusenden.  Mit 
fi-eundlichem  Giruss 

Ihr  ergebener  etc." 

Hieran  gestatte  ich  mir  noch  eine  Bemerkung  zu  knüpfen.  Das  Zart- 
gefühl des  Herrn  Hurwitz  in  Hinsicht  der  Wüj-digung  seiner  Verdienste  liesse 
erwarten,  dass  derselbe  auf  das  Citiren  anderer  Autoren  die  peinlichste  Sorg- 
falt verwendete.  Es  würde  mich  zu  weit  führen  hier  in  eine  Untersuchung 
der  Frage  einzutreten ,  in  wie  fem  Herr  Hukwi'j'z  dieser  Ei-wartung  bisher 
gerecht  geworden  ist.  Es  genüge  daher,  dass  ich  ein  Citat  desselben  beleuchte, 
welches  sich  in  eben  derselben  Arbeit  des  Herrn  Hurwitz  vom  20.  April  1887, 
p.  92  der  Nachrichten  befindet. 

In  einer  Note  vom  22.  Juli  1886  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner 
Akademie  p.  797')  wende  ich  auf  die  Transformation  der  AsELschen  Integrale 


417  ff.  dinääsBanflea. 
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erster  Gattung  ein  Verfahren  an,  welches  ich  bei  einem  analogen  Probleme 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  gegeben  hatte  (vergl.  z.  B. 
BoRCHARDTs  Joumal,  Bd,  66,  p.  J31 — 138^)).  Dieses  Verfahren  hat  durch  eine 
Arbeit  des  Herrn  Hamburger  (Borchardts  Journal,  Bd.  76,  p.  121),  wie  ich 
auch  in  meiner  erwähnten  Note  vom  22.  Juli  18S6,  Sitzungsberichte,  p.  799^) 
citirt,  eine  elegante  Vereinfachung  erfahren,  Heil'  Hurwitz  bedient  sich  nun 
p.  92  1.  c.  ebenfalls  für  die  Transformation  der  ARELSchen  Integrale  meines 
Verfahrens,  citirt  aber  nur  die  Abhandlung  des  Herrn  Hamburger. 

Aus  welchem  Grunde?  Nun  wohl  aus  demselben  Grunde,  aus  welchem  [347 
er  in  seiner  in  Leipzig  im  Jahre  1881  verfassten  Inauguraldissertation  »Grund- 
lagen der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen«  es  zu  erwähnen  unter- 
lassen hat,  dass  ich  in  meiner  Arbeit  über  die  Periodicitätsmoduln  der  hyper- 
eUiptischen  Integrale  (Borchardts  Journal,  Bd.  71,  p.  91^),  12  August  1869) 
und  später  ausführlicher  in  einem  Briefe  an  HeiTu  Hermite  (gedruckt  in  Bor- 
chardts Joumal,  Bd.  83,  p.  13,  Jahrg.  1876*))  einen  Beitrag  zur  Theorie  der 
elliptischen  Modulfunctionen  geliefert  hatte. 


I)  Abb.  VI,  Bind  I  diosar  Anagt-ba,  B,  170-1-3 

:)  S.  430  dieses  B^ndos.    Seil. 

3)  AliL,  VIII,  Baiä  1  die.w  Ausga,l>e,  S.  241  ff. 


i,  rnitbem.  Weriiä.    n. 
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ÜBER  RELATIONEN  ZAVISCIIEN  DEN  INTEGRALEN 
VON  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

(Sitzlingsberichte  der  Königl,  preussisclien  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1887, 
LH,  S.  1077—1094;  vorgelegt  am  15.  December;  ausgegeben  am  22.  December  1887.) 


In  der  Absicht,  im  Folgenden  einige  Bemerkungen  mitzutheilen,  [1077 
■welche  auf  Relationen  zwischen  den  Integralen  einer  Differentialgleichung 
oder  eines  Systems  von  Differentialgleichungen  sich  beziehen,  will  ich  das 
Integral  auf  eine  Weise  definiren,  welche  von  der  gewöhnlichen  abweicht. 
Ist  eine  Differentialgleichung  zwischen  s,  y,  ~  gegeben,  so  bezeichne  ich  das 
System  zusammengehöriger  veränderlicher  Werthe  [^j  S'? -^),  welches 
der  Differentialgleichung  genügt,  als  ein  Integral  derselben.  Dieses  Integral 
ist  in  seinem  Verlaufe  vollständig  bestimmt,  wenn  für  einen  bestimmten  Werth 

'-'•■        !,  =  /(,     ^  =  7 

festgesetzt  werden,    oder,    wie  wir  kurz  sagen  wollen,    wenn  seine  Anfangs- 
werthe  (a,/3,]')  gegeben  werden. 

In  gleicherweise  wollen  wü-,  wenn  ein  System  von  Differentialgleichungen 


fh 


-■  fk(^,Pi>¥>,--;yJ  ih^l,2,...,n) 


gegeben    ist,    das    System    der    zusammengehörigen    veränderliche 
Werthe 

de  '    des  '       '   da  )' 

59* 


',yx:tl., 
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welches  den  Differentialgleichungen  genügt,  ein  Integral  derselben  nennen. 
Dasselbe  ist  durch  ein  vorgeschriebenes  System  {cc,  ß^, .. .,  ß^,  y,j  ■■•lY  )  von 
Werthen 


oder  kurz  ausgedrückt,  durch  seinen  Anfangswerth  in  seinem  Verlaufe 
bestimmt. 

Die  Zweckmässigkeit  dieser  Definition  wird  durch  den  Gebrauch,  welchen 
wir  von  derselben  im  Folgenden  machen,  hervortreten.  Es  ist  jedoch  schon 
ohne  Weiteres  ersichtlich ,  dass  diese  Definition  deswegen  der  gewöhnlichen 
1078]  vorzuziehen  ist,  weil  sie  die  Veränderlichen,  welche  durch  die  DiiFerential- 
gleichung  mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden,  nicht  vor  einander  be- 
vorzugt. In  der  That  kann  man  auch  aus  einem  allgemeinen  Satze  des  Hertn 
PoiNCARE*}  die  Folgerung  ziehen,  dass  die  abhängigen  Veränderlichen  und  die 
unabhängige  Veränderliche  als  eindeutige  Functionen  einer  Hülfsveränder- 
lichen  darstellbar  sind. 

Dieses  zeigt  aber  wieder  die  Nothwendigkeit,  den  Veränderlichen,  ab- 
hängigen wie  unabhängigen,  in  der  Definition  des  Integrals  eine  gleichwerthige 
Stelle  anzuweisen. 

Die  folgenden  Bemerkungen  haben  besonders  den  Zweck,  die  in  meiner 
Notiz**)  eingeleiteten  Untersuchungen  über  die  Frage,  wie  die  Anfangswerthe 
eines  Integrals  nichtlinearer  Differentialgleichungen  auf  die  Werthbestimmung 
desselben  an  jeder  beliebigen  Stelle  influiren,  fortzusetzen;  und  zwar  dadurch, 
dass  Beziehungen  aufgesucht  werden  zwischen  einem  oder  mehreren  festen 
Integralen  und  einem  oder  mehreren  mit  willkürlichen  Anfangswerthen  be- 
hafteten. Die  Art,  wie  in  diese  Beziehungen  die  Anfangswerthe  eintreten, 
ist  für  die  Beschaffenheit  des  gesuchten  Einflusses  entscheidend.  Im  Folgenden 
hoffen  wir,  zu  der  eben  bezeichneten  Frage  einen  kleinen  Beitrag  zu  liefern, 
indem  wir  uns  vorbehalten,  an  anderer  Stelle  in  eine  eingehendere  Unter- 
suchung des  Problems  einzutreten. 


*)  Bulletin  de  la  Soci^tö  matlitoati<[ue  de  France,  t.  SI,  1883,  pg,  112, 
**)  SitKungsbericlite  tl,.  Berl.  Akad.,  1884,  S,  699'). 
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Es  sei  mir  gestattet,  an  meine  oben  erwähnte  Notiz*)  eine  Bemerkung 
anzuschliessen.  Diese  Notiz,  welche  vorwiegend  die  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Integrale  feste  Verzweigungspimkte  besitzen,  behandelt, 
hat  Herrn  Poincare  zn  einer  schönen  Untersnchimg  über  die  Differential- 
gleichungen der  genannten  Art  Veranlassung  gegeben,  welche  ausführlich  in  den 
Acta  Mathematica**)  veröffentlicht  worden  ist.  Wir  wollen  nun  bemerken, 
dass  die  Untersuchung  der  Differentialgleichungen  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  oder  eines  Systems  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
deren  Integrale  nur  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  noch  vollständig  un- 
berührt geblieben  ist.  Denn  um  nur  einen  Punkt  hervorzuheben,  so  ist  die 
Schlussweise,  welche  Herr  Poincare***)  für  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  anwendet,  nicKt  ohne  Weiteres  auf  Differentialgleichungen  derselben 
Art  und  höherer  Ordnung  anwendbar. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Differentialgleichung  [1079 

("■)  ^S-(f  )■-  »• 

Dieselbe  wird  befriedigt  durch 

wenn  y„,  y[  die  Wertlie  von  '!/>  ^  —  'j'  in  ^o  bezeichnen.     Für  3  =  3^  ist 


nnd  umgeliehrt, 

f  (..-.,)  ,  ,   f  (..-.,) 

Der  Grund  hiervon  ist  der,  dass  Mannigfaltigkeiten  complcxer  Variablen 
höherer    als    erster  Ordnung    gegenseitig   eindeutig    auf  einander   bezogen  sein 


*)  Siteungsberichte  d.  Bor),  Akad.,  1Ö8'1,  S.  699'], 
**)  T.VII,  8.  1. 
**)  A.a.O.,  S.  12, 


)  AW,  SLin,  S.  3yäff,  flieE 
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können,  ohne  gegenseitig  rational  ausdrückbar  zu  sein,  wie  auch  schon  Herr 
PiCARD*)  bemerkt  hat. 

Besondere  Schwierigkeiten  verursachen  auch  bei  den  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  diejenigen  mit  den  Anfangawerthen  stetig  verschiebbai-en 
singulären  Punkte,  in  welchen  die  Integi-ale  sich  zwar  nicht  verzweigen,  aber 
unbestimmt  werden.  Allein  solche  singulare  Punkte  dürfen  nicht  ausgeschlossen 
werden,  wenn  nur  die  Verzweigimgspunkte  fest  sein  sollen. 

Dass  es  übrigens  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  giebt,  deren 
Integi'ale  nur  feste  Verzweigungspunkte  besitzen ,  und  deren  Integration  höhere 
Transcendenten  liefert,  folgt  schon  aus  dem  Umstände,  dass  diejenigen  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  durch  eindeutige  Functionen  vollständig  integi'irbar 
sind,  zu  der  Klasse  derer  gehören,  deren  Integi-ale  mit  den  Anfangswerthen 
nicht  verschiebbare  Verzweigungspunkte  haben.  Dass  es  aber  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  giebt,  welche  durch  eindeutige  Functionen 
höherer  Natur  vollständig  integru-bar  sind,  dafür  hat  schon  Herr  Picakd**) 
das  Beispiel  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  angeführt: 

loSo]  deren  vollständiges  Integral  Jagobi***)  vermittelst  der  von  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  logg'  eindeutig  abhängenden  Grösse  y^—  gegeben  hat. 


"Wir  nehmen    zu    unserem  Ausgangspunkte  eine  Differentialgleichung  der 
Form 

(A,)  F(_^)d^  +  F(p)dii  =  0, 

wo  F(is)  eine  algebraische  Function  von  s  bezeichnet. 
In  dem  Fall,  dass 


F(i), 


VfiC4 ' 


*)  Comptes  rendiis  de  l'Acad.  de  Paris,  Jaiivier  1887,  p.  42, 
*«■)  A.  a.  0. 
***)  Ckelles  Journal,  Bd.  36,  S.  102-103'). 


1)  Jacobis  Werfca,  Bd.  H  (18E2),  S.  180.    Seh, 
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j?(^)  eine  ganze  rationale  Function  vom  vierten  Grade,  hat  bekanntlich  Euler 
nachgewiesen ,  dass  die  Differentialgleichung  algebraisch  integrirbar  ist ,  ein 
Satz,  welcher  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  lieferte. 

Wir  fragen  nunmehr ;  welches  wird  der  dem  EuiERschen  analoge  Satz 
sein,  wenn  -F(.?)  der  Differentialquotient  eines  AßEischen  Integrals  erster 
Gattung  vom  Range  p  =  2  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  i^,(^)  den  Differentialquotienten  eines  anderen  zu 
derselben  EiEMANKschen  Fläche  gehörigen  Integrals  erster  Gattung,  welches 
von  F{z)  linearunabhängig  ist,  so  ergiebt  das  AsEi^che  Theorem,  dass  die 
beiden  Gleichungen 

(1.)  fFi£)ä,  +f^F{p)äy   =pF{,,)iU,  +  J^' F{p,)dy,, 

(2.)  fF,{,)dB+  rF,(y)dy  =  f' F,{,',)d^,+  rF,{y,)dy,, 

wo  a,  K,,  y,  y^,  willkürliche,  von  0,  y^  s^,  y^  unabhängige  Grössen  bedeuten, 
durch  zwei  algebraische  Functionen  z^^y^  der  Veränderlichen  8,y  befriedigt 
werden.  liegen  wir  den  Constanten  «,  k^  feste,  bestimmte  Werthe  bei,  so 
können  wir  die  algebraischen  Beziehungen  zwischen  s^y^z^^y^  in  die  Form 
setzen ; 

(3.)  r  =  G\z,y,,„y,), 

wo  G,  H  algebraische  Functionen  bedeuten. 

Aus  diesem  Resultate  können  wir  folgende  Schlussfolgerung  ziehen.  [1081 
Bezeichnen  wir  einen  bestimmten  der  Werthe  von  -pr^  mit  ~S  und  fixiren 
ein  Integi-al  der  Gleichung  (A.)  \z^y,-jA  durch  die  Anfangswerthe  («,«,,  ö), 
so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (1.),  dass  jedes  Werthepaar  (.3,,  y, ),  welches 
aus  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  bestimmt  wird,  zusammen  mit  dem  durch 
Differentiation  der  letzteren  Gleichungen  —  unter  Voraussetzung  constanter 
Werthe  von  y,  y  —  erhaltenen  zugehörigen  Werthe  von  ~-  ein  neues  Integral 
Pi'2'ii"^}  ^^'^  Gleichung  (A.)  liefert,  welches  die  Anfangswerthe  (y,  y,,  0"^) 
Hierbei  bedeutet  <*,  den  Werth  von  -£^  für 
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Ist  andererseits  (s,  y,  -^1  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

(A'O  F,(^)d^  +  F,(y)dy  =  0, 

mit  denselben  Anfangswerthen  wie  das  vorige,  so  ergiebt  jedes  Wertliepaar 
(^j,?/,),  welches  aus  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  bestimmt  wird,  zusammen 
mit  dem  wie  oben  erhaltenen  Werthe  von  -^  ein  neues  Integral  der  Glei- 
chung (A'.),  welchem  gleichfalls  dieselben  Anfangswerthe ,  wie  im  vorigen 
l^'alle,  zukommen. 

Wir  können  diese  Schlussfolgerung  kurz  in  dem  Satze  zusammenfassen: 
Ist  F{3)  der  Differentialquotient  eines  AsELSchen  Integrals 
erster  Gattung  vom  Range  p  =  2,  so  sind  die  Elemente  eines  mit 
beliebig  vorgeschriebenen  Anfangswerthen  behafteten  Integrals 
ri'^i'"^)  ^^^'  Differentialgleichung  (A.)  algebraische  Functionen 
der  Elemente  eines  einzelnen  durch  seine  Anfangswerthe  be- 
stimmten Integrals  derselben  Differentialgleichung. 

Dieselben  algebraischen  Functionen  bestimmen  die  Ele- 
mente eines  beliebigen  Integrals  (^ii^i!"^)  der  Gleichung  (A'.) 
durch  diejenigen  eines  bestimmten  Integrals  f^,*/,-^]  derselben 
Gleichung,  wenn  F^{s)  ein  zu  derselben  RiEMANKschen  Fläche  ge- 
höriger von  F{s)  linear  unabhängiger  Differentialquotient  eines 
Integrals  erster  Gattung  ist. 

roSa]  Dieser  Satz  erscheint  als  die  natürliche  Ausdehnung  desjenigen,  welchen 
EiJLER  für  den  Fall,  dass  F{;s)  den  reciproken  Werth  der  Quadratwurzel  einer 
ganzen  rationalen  Function  vierten  Grades  darstellt,  ausgesprochen  hat.  Und 
dieser  Umstand  rechtfertigt  schon  die  von  uns  oben  gegebene  Definition  des 
Integrals  einer  Differentialgleichung. 


Wir    wollen   nunmehr   ein    analoges  Theorem    für    einen  Fall  entwickeln, 
für  welchen  die  Differentialgleichung  der  allgemeineren  Form 

wo  f  eine  rationale  Function  der  Argumente  bedeutet,  angehört. 
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Es  seien  ^j,  1^,  1^  drei  eindeutige  vierfach,  periodische  Functionen  der  un- 
abhängigen Variablen  u^^  ti^,  welche  für  endliche  Werthe  dieser  Vai-iablen  den 
Charakter  rationaler  Functionen  besitzen,  und  welche  so  beschaffen  sind,  dass 
unter  den  Periodensystemen  je  einer  derselben  sich  alle  Periodensysteme  der 
beiden  anderen  befinden,  so  folgt  aus  einem  von  HeiTu  Weierstrasb*)  gege- 
benen Satze,  dass  1^,  l^,  §3  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung  mit 
einander  verbunden  sind. 

Da  die  Ableitungen  der  Functionen  |  wie  diese  beschaffene  Functionen 
sind  und  dieselben  Perioden  besitzen,  so  folgt,  dass  zwischen  jeder  Ableitung 
einer  der  Functionen  §  und  zweien  dieser  Functionen  selbst  je  eine  irreduc- 
tible algebraische  Gleichung  besteht.     Demnach  hat  man 

i  dL  =  A„du,  +  A,,dUn, 

(1.)  '  "     '        "     " 

MI,  =  A„du,i-A,,du„ 

wo  Ä^  algebraische  Functionen  von  1^,  g^  bedeuten.  Durch  Auflösung  der 
Gleichungen  (1.)  möge  sich 

i  du,  =  B„äL  +  B,.dL, 
(2.) 

l  du^  =  B,,dk,  +  B,,d^, 

ergeben.     In    diesen   Gleichungen    sind    demnach  B.^,    algebraische    Functionen 
Bedeuten  c  ,  c  willkürliche,  von  u,,  u^  unabhängige  Gi^össen,  und  setzen  wir 

so  erhält  man  die  partiellen  Ableitungen  von  |^,  §^  nach  den  Variablen  [1083 
%' ^2'  wenn  man  in  die  algebraischen  Functionen  von  I,,  Ij,  welche  die  ent- 
sprechenden partiellen  Ableitungen  von  %,.,  §,  bestimmen,  1'^,  ^^  an  die  Stelle 
von  I,)  §3  setzt.  Nach  dieser  Substitution  möge  5^;  mit  .Bj.  bezeichnet  werden; 
dann  ist 

(  du,  =  B\,dl[  +  B[^d%[, 

\  du,  =  Bl,di[+  Bl,d^l. 


'■')  BoKCHAEDTs  Joumal,  Bd.  89,  S.  7 '), 


'erko,  Bä.  H  [IS9o),  3.  1 
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Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (2a.)  folgt 

i  Sl,ä^[+ B[,d^i  =  B,,d^,+ S,,d^,. 

Andererseits    ergiebt    sich    aus    demselben    oben  erwähnten  Theoreme  des 
Herrn  Weierstrass,  dass  ^',,  ^[  algebraisch  mit  g^,  g^  verbunden  sind. 

Wir  wollen  nunmehr  die  Bezeichnungen  dahin  abändern,  dass  wu" 

und  gleichzeitig 

setzen.     Die  Gleichungen  (4.)  erhalten  alsdann  die  folgende  Form; 

Zwischen  s,  y,  s  ■,  y,  finden  zwei  algebraische  Gleichungen  statt.  In  den 
Coefiicienten  derselben  treten  die  Wcrthe  9,(c,,  cj, 'y^(€j,  €j  algebraisch  auf. 
Setzen  wir  also 

(8.)  7  =  '?i(ß4,c,),     r,  ^  ?.(<;„  c,), 

SO  können  wir  die  obenerwähnten  algebraischen  Gleichungen  in  die  Form 
setzen : 


(9.) 


Aus  den  Gleichungen  (7.)  und  (9.)  können  wir  eine  Schlussfolgerung  ziehen, 
welche  der  in  der  vorigen  Nummer  an  den  Gleichungen  (A.)  und  (A'.)  und 
an  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  daselbst  gemachten  analog  ist,  und  wir 
erhalten  dadurch  folgenden  Satz; 

Ist  U,y,~\    ein    durch    seine    Anfangswerthe    {%,  ß^,  ^J    ein    für 
alle  Mal  bestimmtes  Integral  der  Gleichung 

(B'.)  F„{^,y)d^  +  F,,(^,y)dii  =  0, 
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SO  liefern  die  Gleichungen  (9.)  unter  Fixirnng  der  Grössen  [1084 
y,  y^  die  Elemente  eines  beliebigen  andern  Integrals  [s^,  y^,  ~-\ 
derselben  Gleichung  als   algebraische  Functionen   der  Elemente 

Sind  (k,  (5,  d)  die  Anfangswerthe  des  zu  bestimmenden  Integrals, 
so  sind  7,  j/j  aus  den  Gleichungen 

mit  der  Maassgabe  zu  folgern,  dass  der  durch  Differentiation 
aus  (9.)  sich  ergebende  Werth  von  -j^  für 


mit  S  coincidirt. 

Bedeutet  andererseits  U^Vt^]  eiii  durch  seine  Anfangswerthe 
("o'/^oi  ^0)  ^'^^  ^'^"^  alle  Mal  bestimmtes  Integral  der  Gleichung 

st)  liefern  in  analoger  Weise  die  Gleichungen  (9.)  die  Elemente 
eines  beliebigen  anderen  mit  vorgeschriebenen  Anfangswerthen 
{a^ß,ö)  behafteten  Integrals  Pii^x»!^)  *^®  algebraische  Functionen 
der  Elemente  von  (^,y,-^j- 


Wir  wollen  die  Gleichung  (B.)  in  die  Eorm  setzen 

(C.)  *=,  =  ,(.,,), 

wo  9(^,^)  eine  algebraische  Fimction  von  ,?,  ?/  bedeuten  soll. 
Es  seien 

(    y    ■=  G(s,  y,  e,.  w,), 

analytische  Functionen  der  vier  Variablen  ^,  y,  s^,  y^.  Wir  wollen  diese 
Functionen  folgendermaassen  bestimmen.  Wenn  (^^,  ?/,  -~~\  irgend  ein  Integral 
der  Gleichung  (C)  darstellt,  und  wir  bestimmen  aus  den  Gleichungen  (D.)  [1085 
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imter  der  Voraussetzung,  dass  j»,  7^  willkürliche,  aber  unveränderliche  Wertlie 
annehmen,  z  .ti .  -~-,  so  sollen  diese  Grössen  ebenfalls  die  Elemente  eines 
Integi-als  [■ä',,  «/i, -^-)  der  Gleichung  (C.)  liefern. 

DifFerentiiren    wir    die    Gleichungen  (D.)   unter    der  Voraussetzung,    dass 
Y,y^  feste  Werthe  annehmen,  so  folgt 


A  = 

(2.)  {      C  = 


Dividiren  wir  die  Gleicliungen  (I.)  durch  einander  und  setzen  aus  Gleichung  (C.) 


1 

4(i», 

=  ■ 

-Ois-Biy, 

i 

Ady, 

= 

Aää^Bäy, 

dy   dy. 

dy 

ÖS, 

dp    dy, 
dg   ds. 

dy 
dt. 

dy, 

dy 

öy   gyi 

ds    ö!/. 

dy, 
dz 

dy    Ss, 

dy 

dy, 
dy 

Ä  = 

dy 

ds^ 

dy,       dy,    ds. 

'  f{'!,y), 


dt   ■ 
so  soll  unserer  Forderung  gemäss 

(3.)  ^  =  ft  =  T(.„.,A) 

werden.     Wir  erhalten  demnach 

(E.)  A•\-B^l^-  C.M.,  +  D(ifi.  =  0. 

Ist  ft  =  <?(^)  y)  eine  bekannte  Function  von  s,  y,  also  auch  ^^  ==  !p{«^,,  y^ 
eine  bekannte  Function  von  ^,,  j/,)  so  ist  die  Gleichung  (E.)  in  Bezug  auf 
die  Veränderlichen  ^,  2/,  ^,,  1/,  identisch  erfüllt;  sie  stellt  daher  eine  partielle 
Differentialgleichung  dar,  welcher  y,  y^  als  Functionen  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen s,  y,  s^,  y^  genügen  müssen. 

Wenn  aber  7,  y^  dieser  partiellen  Differentialgleichung  genügen,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (1.): 

(F.)  \{CJ^Dii){d^j,~^,dB,)  +  {AB~BC){dy-tiäs)  =  0. 

Aus  der  Gleichung  (F.)  eigiebt  sich: 
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Ist  u,  ^,-™)  ein  Integral  der  Gleichung  (C),  so  ist  {^,1^  ,-^]  ['oS6 
ein  Integral  derselben  Gleichung,  wenn  s,,  y,  mit  ^,  y/  durch  die 
Gleichungen  (D.)  verbunden  sind. 


Aus  der  Gleichung  (E.)  ergiebt  sich: 

Da  die  linke  Seite   dieser  Gleichung  von  3,,  y  unabhängig  ist,    so   muss  i 
aiich  für  die  rechte  Seite  gelten.     Hieraus  folgt,  wenn  wir 

(2.)  AD-BC  =  E, 


setzen, 

(G.)  ^j.  =  «.+  ..^ +  ..!••. 

Bedeuten  /3^,  ß^,  ß,^  diejenigen  Grössen,  welche  aus  a^,  k^,  «^  bez.  hervor- 
gehen, wenn  in  denselben  die  Differentiationen  von  Ä,  _B,  C,  D  nach  b  durch 
solche  nach  y  ersetzt  werden,  so  ergiebt  sich  ebenso 

Dilfercntiiren  wir  die  Gleichung  (G.)  nach  y  und  die  Gleichung  (G,.) 
nach  s,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  der  beiden  Werthe  von  -g  g    : 

Wenn  y,  y^  der  Gleichung  (E.)  Genüge  leisten,  so  können  zwei  [1087 
Eälle  eintreten. 


E„.  =  cM. 

'            de 

6£ 

^■■«.  =  i>^- 

-B^ 
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Entweder  ist  nur  eine  Wurzel  der  Gleichung  (H.)  von  ä,,  ^/j  unabhängig. 
Dann  ist  für  diese  Wurael  f^  die  Gleichung  (F.)  erfüllt. 

Oder  es  sind  beide  Wurzeln  der  Gleichung  (H.)  von  s^,y^  unabhängig. 
Wir  bezeichnen  alsdann  die  zweite  Wurzel  mit  v,  und  mit  v^  diejenige 
Grösse,  welche  aus  v  hervorgeht,  wenn  s,y  bez.  mit  3^-,y^  vertauscht  wird. 
Wenn  y  und  y^  alsdann  auch  die  Gleichung 

(E,.)  A  +  Bv^-Cv^-^  Dvv^  =  0 

erfüllen,  so  findet  ausser  der  Gleichung  (F.)  noch  die  Gleichung 

(E,.)  A  (C  +  Dv)  (dij,  -  V,  äs, )  +  f.;  {(hj  ~  V  th)  =  0 

statt. 

Sei  im  zweiten  Falle  h,y,~~-\  ein  Integral  der  Gleichung 

(C..)  f  =  .  =  ..(.,.), 

so  folgt  aus  der  Gleichung  (F^.),  dass  U,  y^,  -^]  ebenfalls  ein  Integi-al  der 
Gleichung  (C,.)  ist,  wenn  ^,,  y,  mit  2,  y  durch  die  Gleichungen  (D.)  ver- 
bunden sind. 

Einer  Differentialgleichung 

in  welcher  ']>  von  tp  und  cp^  verschieden  ist,  kann  dieselbe  Eigen- 
schaft nicht  zukommen. 

Der  zweite  Fall  ist  erfüllt  in  den  in  No.  i  und  2  gegebenen  Beispielen. 
In  No.  1  sind  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  an  Stelle  der  Gleichungen  (D.), 
und  die  Gleichungen  (A.),  (A'.)  bez.  an  die  Stelle  von  (C.)  und  (C^.)  zu  setzen; 
in  No.  2  treten  die  Gleichungen  (9.)  an  Stelle  von  (D.),  die  Gleichungen  (7.) 
an  Stelle  von  (F.),(F^.);  endlich  die  Gleichungen  (B'.),  (B".)  an  Stelle  von 
(C.)  und  (C^.). 

Die  Gleichungen  (D.)  stellen  in  diesen  Beispielen  algebraische  Ee- 
lationen  zwischen  s,  y,  s^,  y^  dar. 
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5. 

Ist  ,5,  =  Oj,  y/j  =  b^  ein  Werthepaar,  welches  den  Gleichungen  (D.)  gemäss 
"bei  festen  Werthen  y,  y^  einem  Werthepaare  b  =  a,  y  ^  h  entspricht,  und  he- 
zeichnet  ft  ^  s  einen  bestimmten  Werth  der  algebraischen  Function  jt  [loss 
von  ^f,  y  fAr  s  ■=  a,  y  ^  h,  so  liefert  die  Gleichung  (E.)  für  die  algebraische 
Function  {i^  von  s^,  y^  einen  bestimmten  Werth  it,^  =  s^. 

Wenn  g,y,  von  a^h  bez.  ausgehend,  auf  irgend  welchen  Wegen  wieder 
nach  a,  h  zurückkehren,  und  zu  gleicher  Zeit  der  Werth  ((  =  e  in  einen  Werth 
ji  =  e'  der  algebraischen  Function  ;*  von  3^  y  füi-  z  =  a,  y  =:  b  übergeführt 
wird,  so  wird  im  Aligmeinen  auch  das  Wexthsystem  (^^,  y^),  wie  es 
sich  aus  den  Gleichungen  (D.)  ergiebt,  von  den  Ausgangswerthen 
s_^  :=  «j,  y^  =  b^  verschiedene  Werthe  s^  =  a'^,  y^  =  b[  annehmen.  Der 
nach  Gleichung  (E.)  zugehörige  Werth  ft^  =  b[  wird  im  Allgemeinen 
von  dem  Ausgangswerthe  /i^  =  e,  verschieden  sein,  kann  aber  auch 
mit  demselben  übereinstimmen. 

Diese  Thatsache  lasst  sich  an  dem  Beispiele  in  No.  )  verificiren.  Sei 
daselbst  z.  B. 

F(e)  =  -..^^, 

\fW) 

wo  R{3)  eine  ganze  rationale  Function  sechsten  Grades  bedeutet,  so  ist 

von  den  Vorzeichen  von  \/R{s)  und  \/E{y)  abhängig.  Die  Gleichungen  (3.) 
und  (4.)  daselbst,  welche  unsere  Gleichungen  (D.)  vertreten,  lassen  sich  mit 
Hülfe  des  AßELschen  Theorems  herleiten.  Aus  ihnen  folgt,  dass  b^,  y^  gleicher- 
maassen  von  den  Vorzeichen  von  SjR {e) ,  V'-^(^)  abhängen. 

Wenn  es  jedoch  Wege  V  der  Veränderlichen  3,  y  giebt,  welche  alle  die 
verschiedenen  Werthe,  deren  die  algebraische  Function  ft  fähig  ist,  hervor- 
bringen, und  gleichzeitig  die  aus  (D.)  hervorgehenden  Werthsysteme  {^,,y,) 
in  sich  selbst  zurückführen,  so  können  immer  noch  y,  y^  auf  diesen 
verschiedenen  Wegen  verschiedene  Werthe  erhalten. 

Man  könnte  nun  aber  an  die  Functionen  y,  y^  die  specielle  Forderung 
stellen,    dass   es    nicht  nur  Wege  V   der    eben    genannten   Art   gebe,    sondern 


Hosted  by 


Google 


ÜBER  RELATIO!\"KN  ZWISCHEN  INTEGRALEN. 


dass  auf  diesen  Wegen  aucli  y,  y^  ihre  Wertlie  repi'oduciren.  Ohne  hier  in 
die  Untersuchung  der  Möglichkeit  einer  solchen  Bestimmung  einzutreten, 
wollen  wir  nur  eine  Consequenz  für  die  algebraische  Function  ft  von  s,  y 
hervorheben,  welche  jene  Forderung  nach  sich  zöge. 

Bringen  wir    die    algebraische  Gleichung  (C),    welcher  ft  Genüge    leistet, 
in  die  Form 

{«.)  6„  ^''  +  4,,  fi"-'  -i-  . , ,  +  4^,  =  0, 

10S9]  wo  die  i^  ganze  rationale  Functionen  von  s  und  y  bedeuten.     Sei 


so  verwandelt  sich  die  linke  Seite  derselben  nach  Multiplication  mit  tj"  in 
eine  binäre  Form  f{l,y[)  ?j*™  Grades.  Die  Function  ft,  von  ^,, «/,  genügt  der 
Gleichung 

Setzen  wir 


so  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nach  Multiplication  mit  vj"  eine 
binäre  Form  f,(|,,7jj).  Bei  der  speciellen  Forderung,  die  ivir  bezeichnet  haben, 
muss  nach  Gleichung  (E.)  die  Substitution 

(    I,  =  -»(^0  +  51), 

I  %  =     MC  +  fll) 

ergeben: 

wo  Q  von  g,  7],  g^,  vjj  unabhängig  ist.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  zwischen 
■^!  Vi  ^i>  Vi  nicht  Kelationen  stattfinden  sollen,  welche  von  den  willkürlichen 
Constanten  y,  y^  frei  sind,  so  ergäbe  sich  aus  den  Gleichungen  (y.),  (iJ.),  dass, 
um  der  oben  angegebenen  speciellen  Forderung  zu  genügen,  die  absoluten 
Invarianten  der  Form  f(^i'(\}  von  s^y  unabhängig  sein  müssten. 
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6. 

Es     seien     jetzt     y,  j-,     analytische     Functionen     der     sechs     Variablen 
,-1,  \    V  =  G{^,y,ß„y„s„y,), 

DifFeientiiren  wir  diese  Gleichungen  unter  der  Voraussetzung,    dass  y,  y^  feste 
Werthe  haben,  so  folgt 


(1-) 


j  A,(?s,  =  -  C,ds  ~  D,äy  -  CJs^-D^äy,, 

wo 

/      4    _    ^J*  ^''i       '^5'    ^^1  7f    ^y  ^y^      ^''i    ^J'  [1090 

f  ö;'    öy,        ö]"    ö^j 

'  0^5    dy^       dy,   ds^ 

und    Jl^,  Bj,  Cj,  D^    aus    diesen    erhalten    werden,    wenn    die    Differentiationen 
nach  s,  y  durch  solche  nach  s^,  y^  ersetzt  werden. 

Dividiren   wir    die    Gleichungen  (1.)    durch   einander   und   setzen,    wie   in 
No.  3, 


{3-)  <   -£;  =  ^'  =  ^(^nj/j, 

f      dy,  ,         , 


so  folgt 


{A,  +  B,(i)  äs  +  (J-,  +  B._fi,)d^, 


Es    mögen    nun    y ,  j»^    als    Functionen    der    unabhängigen  Veränderlichen 
s')  2/i  ^,1  S',5  ^ä,  ä^a  den  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 

1  .dj  +  Sj ;:»,  +  C^  ^5  +  ö,  jt,  f(j  =  0 
Genüge  leisten. 

Fuchs,  malhem.Werta.    n.  61 
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Aus  den  Gleichungen  (I.)  und  (K.)  ergiebt  sich  dann  die  Identität 

Sind  demnach  l^,y,~J,  Ki^,)"^-)  Integrale  der  Gleichung  (C),  so 
ist  auch  {^2,y25-j~-)  ein  Integral  der  Gleichung  (C),  wenn  ^2' ^j' "gr" 
mit  den  Elementen  der  beiden  ersten  Integrale  durch  die  Glei- 
chungen (J.)  verbunden  sind,  in  welchen  y,  y,  feste  Werthe  er- 
halten. 

1091]  7. 

Zu  emer  anderen  Kategorie  von  Eelationen  gelangen  wir,  wenn  wir  vier 
analytische  Functionen  y.  y^,  y^,  y^  der  Veränderlichen  s,  y,  ß^,  y^,  s^,  1/,/. 

(M.)  r,  =  G,i^,?/,^,,^J.>^.,?/.)  (/.  =  o,i,2,3) 

betrachten. 

Differentiiren   wir   diese  Gleichungen   unter    der  Voraussetzung,    dass   die 
Grössen  y^,  feste  "Werthe  haben,  so  ergiebt  sich 

I   Zeh,  =  E,ds  +  F,di),    Zd^^  =  K,de+F,dij, 
^  I    Zdij,  =  aj.s  +  B,dp,     Zdy,  =  G-Js  +  H,dij, 

wo  Z,  E,,  F^  u.  s,  w.,  sich  aus  den  ersten  partiellen  Ableitungen  der  Func- 
tionen G^  zusammensetzen. 

Bestimmen    wir    die    Functionen    y^    der    unabhängigen    Veränderlichen 
■^?  */)  ■^ii  ^,1  ^si  ^2  so,  dass  sie  den  partiellen  Dift'erentialgleiclmngen 

(K.) 

f   G^+H,fi~E,ii,-F,!iii,  =  0 

Genüge  leisten,  so  ergiebt  sich  aus  (1.) 

\  Z{di/,-}i,ds,)  =  (H,~ti^F,)(di/~iiäs). 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt: 

Ist  (s^y^-^j  ein  Integral  der  Gleichung  (C.)  und  sind 

dy,  äy^ 

^"  ^"  "dg''      "  ^"   dir 
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mit  den  Elementen  desselben  durch  die  Gleichungen  (M.)  ver- 
bunden, 80  sind  U,,y,i-T^)>  (^ai^s)-x~)  ebenfalls  Integrale  der  Glei- 
chung (C),  wenn  die  Functionen  y^  den  partiellen  Differential- 
gleichungen (N.)  Geniige  leisten. 

Man  erkennt,  wie  die  Untersuchung  fortzusetzen  ist,  um  Delationen 
zwischen  einer  beliebigen  Anzahl  von  Integi-alen  der  Differentialgleichung  (C.) 
zu  erlangen. 

8. 

AVir  wollen  zum  Beschluss  noch  zeigen,  wie  die  vorhergehenden  Be- 
trachtungen auf  ein  System  von  Differentialgleichungen  auszudehnen  sind, 
indem  wir  uns  auf  ein  System  von  zwei  Differentialgleichungen 

beschränken. 

Es  seien  y^y  y^^  y,  drei  analytische  Functionen   der  Veränderlichen  s^  ?/,  r, 

^ll  Vi.-!  ''"i- 

(Q.)  n=  f?,C^,;/,^,  ^„)/.,v,),  (/.  =  l,2,S) 

so  ergiebt  sich  aus  diesen  Gleichungen,  wenn  sie  unter  Fixirung  von  y,iy^,y^ 
differentiirt  werden, 

1     Hds,  =  P,ds  +  P,  äy  +  P^  äv , 
(1.)  j    Häy,  =  Q,ds+Q^dy+  %dv, 

(     Hdv^  =  B^dz -^  B^dy  +  B^dv ., 
wo  H,  P-,  Qj,  -R^,  sich    aus    den    ersten  partiellen  Ableitungen  der  Functionen 
Gj  zusammensetzen. 

Wir  bestimmen  die  Functionen  Gj.  der  unabhängigen  Veränderlichen 
s,  y,  V,  ä^,  y^,  v^  so,  dass  sie  den  partiellen  Differentialgleichungen 

I   E,+  B,si  +  E,v-v,{P,+  F,it  +  P,v)  =  0 
Genüge  leisten,  wenn  wir 

I    ^  =  ?(^n  !/..«,). 

61* 


(R.) 


2.) 
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setzen.     Aus  den  Gleicliimgen  (].)  nnd  (R.)  ergeben  sich  die  Identitäten: 


(S.) 


{P^  +  I',!i  +  P,v)H{dv,-{i,ds,)  =  (ß^-vß,){di/-!ide)  +  (-ß^  +  iißJ{dv~vds), 


und  wo  ß^,  ß^,  ß^  bez.  aus  k^,  k^,  cc^   hervorgehen,    wenn  Q^,  Q^,  Q^   bez.    durch. 
iJj,  E^,  jRg  ersetzt  werden.     Aus  den  Gleichungen  (S.)  ergiebt  sich: 

Ist  p!^)^)"^)"j^)  ein  Integral  der  Gleichungen  (P.),  so  ist  auch 
1093]  UiiPii  ""ji-^i-T-]  ^i^  Intgral  derselben  Gleichungen,  wenn 
Ä  ,  y  ,  t!,,  s:,ytV  durch  die  Gleichungen  (Q.)  verbunden  sind,  worin 
y ,  7  ,  7  feste  Werthe  erhalten;  vorausgesetzt,  dass  G^,  G^,  G^  den 
partiellen  Differentialgleichungen  (R.)  Genüge  leisten. 


Zu  den  Relationen  voriger  Kummer  liefern  die  Differentialgleichungen 
ein  einfaches  Beispiel,  wenn 

(1.)  ^a,-n)  =  0 

eine  algebraische  Gleichung  vom  Range  p  =  i,  und  flj^(g,7j),  i>^{S„ri)  zwei 
linearunabhängjge  Differentialquotienten  von  den  zugehörigen  Integi-alen  erster 
Gattung  bedeuten. 

Ist  nämlich  '^^(^,'i])  ein  dritter,  von  'h^,  tjj^  linearunabhängiger  Differential- 
quotient eines  Integrals  erster  Gattung,  und  bezeichnen  wir  mit  e^,  s^,  s^  drei 
bestimmte,  mit  7^,  7^,  y^  drei  willkürlich  wählbare  Stellen  in  der  zu  Gleichung 
(I.)  gehörigen  RiEMANNschen  Fläche,  so  wird  nach  dem  AsELschen  Theorem 
das  System  der  Gleichungen 

/     /-(s,«!)  /•(2/,c)  /•(%■/.) 

(2.)    {      "' 

^    '    \  /•(^„^,)  /-(2/„^i)  /-(i^'i-Xi) 

=    /  '^j(^>.^i)'k+  1  '^k{y.,<)älh+  I  'Wi^uXÖ^^^    (7^  =  1,2,3) 

'  •'y.  -^v,  *'v„ 
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durch  drei  algebraische  Functionen  s^,  y^,  v^  von  s,  y^  v,  s^,  e^,  e^,  y^,  y^,  y^   be- 
friedigt. 

Bringen  wir  diese  auf  die  Form: 

so  ist  fÜT  constante  Werthe  von  y,,  y^,  y^  identisch 

(S'.)  W^x,<'i)'^^.+  >!'*(yn^.)'^!/,+  '!'ft(^i.X,)'^''i 

Ist  also  (^jI/jV,-^,-^)  ein  Integral  des  Systems  (F.),  so  ist  auch  [1094 
Pi!^i'^i'"^i"j^)  ein  Integral  derselben  Gleichungen,  zu  welchem  y^,  y^,  Y^  als 
Anfangswerthe  gehören. 

Selbstverständlich  bestehen  dieselben  Relationen  (Q'.)  auch  für  zusammen- 
gehörige Integrale  deijenigen  Differentialgleichungen,  welche  aus  (P'.)  hervor- 
gehen, wenn  tj^ij  '^^  durch  die  Differentialquotienten  eines  anderen  Paares  von 
Integralen  erster  Gattung  ersetzt  werden. 
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